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8ο Γιαγώνιζμα 

  2 - 5 - 2020 

Θέμα Α 
 

A1. Να απνδείμεηε όηη αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζ’ έλα ζεκείν 0x , ηόηε είλαη θαη     

      ζπλερήο ζην ζεκείν απηό. 

κνλάδεο 5 

Α2. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

     « Αλ γηα κηα ζπλάξηεζε  f : 1,1  γλσξίδνπκε όηη είλαη ζπλερήο ζην    1,0 0,1   ηόηε ε f ζα  

        έρεη ππνρξεσηηθά ή νιηθό ειάρηζην ή νιηθό κέγηζην ». 

   α) Δίλαη  αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

   β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

κνλάδεο 1+3 

Α3.Έζησ παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f :  . Να απνδείμεηε θάζε κηα από ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο: 

    α) Αλ ε f είλαη άξηηα ηόηε ε f   είλαη πεξηηηή. 

    β)  Αλ ε f είλαη πεξηηηή ηόηε ε f   είλαη άξηηα. 

    γ) Αλ ε f είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν Τ ηόηε ε f   είλαη πεξηνδηθή κε ηελ ίδηα πεξίνδν. 

κνλάδεο 6 

Α4. Σε θάζε κηα από ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο, λα ζρεδηάζεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ηπραίαο  

      ζπλάξηεζεο  πνπ λα ηθαλνπνηεί ηελ αληίζηνηρε πξόηαζε.  

    α) Σπλάξηεζεο πνπ λα είλαη ζπλερήο ζην  α,β  θαη λα κελ ηζρύεη ην ζεώξεκα κέγηζηεο ειάρηζηεο  

       ηηκήο. 

    β) Μηαο ζπλάξηεζεο αληηζηξέςηκεο θαη ηεο αληίζηξνθή ηεο ζην ίδην ζύζηεκα αλαθνξάο πνπ έρνπλ θαη  

       θνηλά ζεκεία πνπ δελ αλήθνπλ πάλσ ζηελ επζεία y x . 

    γ) Σπλάξηεζεο πνπ λα είλαη ζπλερήο ζην  α,β , παξαγσγίζηκε ζην  α,β  κε    f α  f β θαη όκσο λα  

        ηζρύεη ην απνηέιεζκα ηνπ  ζεσξήκαηνο  ηνπ Rolle ζην [α,β]. 

    δ) Μηαο ζπλάξηεζεο ,  πνπ λα είλαη  f x 0  θαη  f x 0   γηα θάζε x . 

    ε) Σπλαξηήζεσλ πνπ λα έρνπλ ηελ ίδηα παξάγσγν ελώ νη ζπλαξηήζεηο δελ είλαη ίζεο. 

κνλάδεο 10 

Θέμα Β 
Μηα λέα γεώηξεζε εμόξπμεο πεηξειαίνπ έρεη ξπζκό άληιεζεο πνπ δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

  23
R t 20 10t t

4
    , όπνπ  R t  είλαη ν αξηζκόο, ζε ρηιηάδεο, ησλ βαξειηώλ πνπ αληιήζεθαλ ζηνπο t 

πξώηνπο κήλεο ιεηηνπξγίαο ηεο. 

Β1. Να βξείηε πόζα βαξέιηα ζα έρνπλ αληιεζεί ηνπο 8 πξώηνπο κήλεο ιεηηνπξγίαο ηεο. 

κνλάδεο 6 

Β2. Να βξείηε ηε ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία ν ξπζκόο άληιεζεο ηνπ πεηξειαίνπ γίλεηαη κέγηζηνο. 

κνλάδεο 6 

Β3. Να δείμεηε όηη ππάξρεη κνλαδηθή ρξνληθή ζηηγκή 0t  ζην πξώην ρξόλν ιεηηνπξγίαο ηεο γεώηξεζεο,  

       θαηά ηελ νπνία ν ξπζκόο άληιεζεο είλαη 30.000 βαξέιηα ην κήλα. 

κνλάδεο 8 

Β4. Να δείμεηε όηη ζε ιηγόηεξν από δύν ρξόληα ζα έρεη εμνξπρηεί ην ζύλνιν ηνπ πεηξειαίνπ ηεο  

       ζπγθεθξηκέλεο εμόξπμεο.   

κνλάδεο 5 

Θέμα Γ 
Σην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγώγνπ 

ηεο παξαγσγίζηκεο ζπλάξηεζεο  f, ε νπνία έρεη πεδίν νξηζκνύ ην 

 2,2 . 

Γηα ηε ζπλάξηεζε f επίζεο δίλεηαη όηη :  

 Η γξαθηθή ηεο παξάζηαζε έρεη εθαπηνκέλε ηνλ άμνλα x΄x. 

 Τν  f 2  είλαη ε ζέζε κεγίζηνπ ηνπ εκβαδνύ  Δ x   
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     ελόο νξζνγσλίνπ πνπ έρεη ζηαζεξή πεξίκεηξν 8. 

 Τν 
 

x 1

f x 1
lim α

x 1


 


  είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο. 

 Η παξάγσγνο είλαη πεξηηηή. 

 

Γ1. Να δείμεηε όηη ε f είλαη άξηηα. 

κνλάδεο 4 

Γ2.Να δείμεηε όηη    f 2 f 2 2     

  κνλάδεο 5  

Γ3. Να δείμεηε όηη : 

       α)    f 1 f 1 1      θαη λα βξείηε ην α. 

       β)   f 0 0  

κνλάδεο 3+2  

Γ4.  Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα.      

       κνλάδεο 5 

Γ5. Να ππνινγίζεηε ην όξην :  
   

   

  
      

1 1

f x f x

2 3x 0
f x f x

5 ln f x 1e 7 2
lim εκf x

7f x ln f x f x
5 e 2

 

  

 
    

    
   

. 

κνλάδεο  6 

 

Θέμα Γ 
 

Έζησ ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζην  γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη    2 2f x x 2εκxζπλx 1 2xf x     γηα 

θάζε  x 0,π ,  f 0 1  θαη  f π π 1  . 

Γ1. Να δείμεηε όηη    f x x εκx ζπλx, x 0,π    . 

κνλάδεο 7 

Γ2. Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ζην δηάζηεκα  0,π . 

κνλάδεο 7 

Γ3. Να βξείηε ην ζεκείν ηεο fC  κε ηεηκεκέλε ζην δηάζηεκα  0,π , ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε έρεη ηε  

      κηθξόηεξε θιίζε. 

κνλάδεο 3 

Γ4. Να δείμεηε όηη  f x 3x 2π 1    γηα θάζε  x 0,π . 

κνλάδεο 5 

Γ5. Έζησ όηη  f x x εκx ζπλx, x    . Να απνδείμεηε όηη ε f έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην . 

κνλάδεο 3 

 

 

 

 

 

 

 

Καιή ηύρε! 
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Λύζεις 
 

 

Α1. Γηα 0x x  έρνπκε     
   

 0

0 0

0

f x f x
f x f x x x

x x


   


,νπόηε 

     

   
   

 
   

   
0 0 0 0

0 0

0 0 0 0
x x x x x x x x

0 0

f x f x f x f x
lim f x f x lim x x lim lim x x f x 0 0

x x x x   

   
                

 

     αθνύ ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x . Δπνκέλσο,    
0

0
x x
lim f x f x


 , δειαδή ε  f  είλαη ζπλερήο  

       ζην 0x .      

 

Α2.Η ζπλάξηεζε  

x 1, x [ 1,0)

f x 0, x 0

x 1, x (0,1]

  


 
  

 είλαη ζπλερήο ζην    

         1,0 0,1   θαη όκσο δελ έρεη νύηε ειάρηζηε νύηε κέγηζηε ηηκή,  

       αθνύ ε f γλεζίσο αύμνπζα ζην [-1,0) θαη ζπλερήο κε 

          f 1,0 0,1  ,  ε f ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην (0,1] κε  

           f 0,1 1,0  θαη επεηδή  f 0 0 ε f  έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην                           

        1,1 άξα δελ έρεη αθξόηαηα.  

 

Α3. α) Δπεηδή ε f είλαη άξηηα ηζρύεη όηη    f x f x , x   . Δπεηδή ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην , 

          ε ζπλάξηεζε  f x είλαη παξαγσγίζηκε σο ζύλζεζε παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ, νπόηε: 

                    f x f x f x f x f x f x , x                   , άξα ε f   είλαη πεξηηηή. 

 

      β) Δπεηδή ε f είλαη πεξηηηή ηζρύεη όηη    f x f x , x    . Δπεηδή ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην , 

          ε ζπλάξηεζε  f x είλαη παξαγσγίζηκε σο ζύλζεζε παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ, νπόηε: 

                    f x f x f x f x f x f x , x                      , άξα ε f   είλαη άξηηα. 

 

      γ) Δπεηδή ε f είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν Τ, ηζρύεη όηη      f x T f x T f x , x     . 

          Δπεηδή ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην , νη ζπλαξηήζεηο    f x T , f x T   είλαη παξαγσγίζηκεο σο  

          ζπλζέζεηο παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ, νπόηε:      f x T f x T f x               

              f x T f x T f x , x       , νπόηε ε f   είλαη πεξηνδηθή κε ηελ ίδηα πεξίνδν. 

 

 

Α4. α)  β)  

 

 

 

 

 

    

      γ)   
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 ε)    2y x  δ)

      θαη 2y x 2   

 

 

 

 

 

 

 

Θέμα Β 
 

Β1. Δίλαη    2 2 33 1
R t 20 10t t R t 20t 5t t

4 4

 
         

 
  

      2 31
R t 20t 5t t c, c

4
      . 

    Τε ρξνληθή ζηηγκή t 0  πνπ μεθηλά ε εμόξπμε ηνπ πεηξειαίνπ δελ έρεη αθόκε αληιεζεί πεηξέιαην,  

    νπόηε:  R 0 0 c 0    θαη   2 31
R t 20t 5t t

4
   . 

   Ο αξηζκόο ησλ βαξειηώλ ζα έρνπλ αληιεζεί ηνπο 8 πξώηνπο κήλεο ιεηηνπξγίαο ηεο γεώηξεζεο, είλαη: 

     2 31
R 8 20 8 5 8 8 160 320 128 352

4
          ρηιηάδεο βαξέιηα. 

Β2. Η ζπλάξηεζε  R t  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,  σο πνιπσλπκηθή κε  
3

R t 10 t
2

   . 

    Δίλαη  
3 3 20

R t 0 10 t 0 10 t t
2 2 3

          .  

    Γηα θάζε 
20

t 0,
3

 
 
 

 είλαη  R t 0   θαη επεηδή ε R είλαη ζπλερήο, είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  

    
20

0,
3

 
 
 

. Γηα θάζε 
20

t ,
3

 
  
 

 είλαη  R t 0   θαη επεηδή ε R είλαη ζπλερήο, είλαη γλεζίσο  

    θζίλνπζα ζην 
20

,
3

 


 
. Η R , δειαδή ν ξπζκόο άληιεζεο ηνπ πεηξειαίνπ γίλεηαη κέγηζηνο ηε  

    ρξνληθή ζηηγκή 
20

t
3

 .  

 

Β3. Η R είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην 1

20
Γ 0,

3

 
  
 

, άξα έρεη αληίζηνηρν ζύλνιν ηηκώλ ην 

       1

20 160
R Γ R 0 ,R 20,

3 3

    
       

    
 . Δπεηδή ην 30 βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ηνπ  1R Γ , ππάξρεη  

    ρξνληθή ζηηγκή 
1t  θαηά ηελ νπνία  1R t 30  . Δπεηδή ε R είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην 

1Γ , ην 
1t  είλαη  

    κνλαδηθό ζην δηάζηεκα απηό. 

    Η R είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 2

20
Γ ,12

3

 
  
 

, άξα έρεη αληίζηνηρν ζύλνιν ηηκώλ ην 

       2

20 160
R Γ R 12 ,R 32,

3 3

    
       

    
 . Δπεηδή ην 30 δελ πεξηέρεηαη ζην  2R Γ , δελ ππάξρεη ζην  

    
2Γ ρξνληθή ζηηγκή γηα ηελ νπνία  R t 30  . Άξα ππάξρεη κνλαδηθή ρξνληθή ζηηγκή 

0t  ζην πξώην  
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    ρξόλν ιεηηνπξγίαο ηεο γεώηξεζεο, θαηά ηελ νπνία ν ξπζκόο άληιεζεο είλαη 30.000 βαξέιηα ην κήλα. 

 

Β4.   2 3 21 1
R t 0 20t 5t t 0 t t 5t 20 0

4 4

 
           

 
t 0  ή 

21
t 5t 20 0

4
      

    2t 20t 80 0    . 

     Δπεηδή t 0  , ζα έρεη εμνξπρηεί ην ζύλνιν ηνπ  

     πεηξειαίνπ ηεο ζπγθεθξηκέλεο εμόξπμεο  ηε  

     ρξνληθή ζηηγκή t 10 6 5  . 

     Όκσο   
2

210 6 5 24 6 5 14 6 5 14 180 196         ηζρύεη. 

    Δπεηδή t 10 6 5 24    ζε ιηγόηεξν από δύν ρξόληα ( t 24 ) ζα έρεη εμνξπρηεί ην ζύλνιν ηνπ  

     πεηξειαίνπ ηεο ζπγθεθξηκέλεο εμόξπμεο.   

 

 

Θέμα Γ 

 

Γ1.  Η f   είλαη πεξηηηή ζπλάξηεζε άξα    f x f x    γηα θάζε πξαγκαηηθό x νπόηε 

               f x f x f x f x c,c                 . 

        Γηα x 0 έρνπκε c 0  νπόηε        f x f x f x f x       . 

        Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο f είλαη ην  2,2 νπόηε γη θάζε 
f fx A , x A    άξα ε f είλαη άξηηα  

        ζπλάξηεζε. 

 

Γ2.   Έζησ x ,y  νη δηαζηάζεηο ηνπ  νξζνγσλίνπ θαη Π ε πεξίκεηξνο ηνπ. 

         Τόηε Π 2x 2y 2x 2y 8 x y 4 y 4 x           . 

         Τν νξζνγώλην έρεη εκβαδόλ      2Δ x x y x 4 x 4x x ,x 0,4        . 

         Η ζπλάξηεζε Δ είλαη ηεο κνξθήο  
2αx βx γ   κε α 0 άξα έρεη ζέζε κεγίζηνπ 

         ην 
2

x 2
1

  


 άξα    f 2 2 f 2 2     . 

         Η f  είλαη άξηηα νπόηε    f 2 f 2 2    . 

Γ3.   α) Έζησ  
 

     
f x 1

g x ,x 1 f x x 1 g x 1
x 1


      


. 

            Τόηε          
x 1 x 1
lim f x lim x 1 g x 1 f 1 1 f 1
 

           αθνύ ε f είλαη άξηηα. 

            Δπίζεο 
     

 
x 1 x 1

f x 1 f x f 1
lim lim f 1 1

x 1 x 1 

  
   

 
 νπόηε α 1 . 

    

        β) Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f έρεη εθαπηνκέλε ηνλ άμνλα x΄x νπόηε ςάρλνπκε ηα ζεκεία γηα ηα  

           νπνία  f x 0  .Τα ζεκεία απηά όπσο θαίλεηαη από ην ζρήκα είλαη ηα 

               Α 2,f 2 ,Β 2,f 2   θαη   Ο 0,f 0 .  

          Γηα ην ζεκείν Α θαη Β έρνπκε ηηο νξηδόληηεο εθαπηόκελεο    y f 2 2,y f 2 2        αληίζηνηρα. 

          Δπνκέλσο ν άμνλαο x΄x είλαη ε νξηδόληηα εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Ο  

          νπόηε  f 0 0 . 

 

Γ4.Από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγώγνπ πνπ καο δίλεηαη έρνπκε  όηη  f x 0   ζην  2,0 , 

      f x 0   ζην  0,2  νπόηε ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  2,0  θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  0,2   

     αθνύ είλαη ζπλερήο ζην  2,2  

      Δπνκέλσο παξνπζηάδεη κέγηζην ζην 0 ην  f 0 0 θαη ειάρηζην ζηα -2,2 ην    f 2 f 2 2    .      

t 
 0      10 6 5       

2t 20t 80      + -  
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Γ5.Η f  παξνπζηάδεη κέγηζην ζην 0 ην  f 0 0  νπόηε      f x f 0 f x 0    

     θαη 
 x 0

1
lim

f x

 
    
 

 αθνύ  
x 0
limf x 0


  θαη  f x 0 θνληά ζην 0. Άξα : 

     
   

   

  
      

1 1

f x f x

2 3x 0
f x f x

5 ln f x 1e 7 2
lim εκf x

7f x ln f x f x
5 e 2

 

  

 
    

     
   

   

    
   

   

  
    

1 1

f x f x

2 3x 0
f x f x

5 ln f x 1e 7 2
lim εκf x

f x 7 ln f x 1
5 e 2

 

  

 
    

          

 

   
 

 

   

   

  
  

1 1

f x f x

2 3x 0
f x f x

5 ln f x 1εκf x e 7 2 5
lim 1 0 0

f x 77 ln f x 1
5 e 2

 

  

 
    

        
   

 αθνύ 
 

 

 u f x

x 0 x 0, u 0
u 0

εκf x εκu
lim lim 1

f x u



  


   ,  

   
   

   

 

1 1 1
u uf x f x u uf x

2 3 2u 3ux 0 x 0, u u
f x f x u

e 7 2 e 7 2 e
lim lim lim

5e 2 8
5 e 2

  

    


     
   

  
 

u

0
2

1 7
e

 
  

 


0

u
2e

5
8

 
 
 

0

7
0 0

5

1

 
    

 


θαη  

   
  
  

 u f x k ln u

x 0 x 0, u 0 u 0, k k
u 0 k

5 ln f x 1 5ln u 1 5k 1 5k 5
lim lim lim lim

7ln u 1 7k 1 7k 77 ln f x 1

 

     
 

    
   

   
. 

 

Θέμα Γ 

 

Γ1.    2 2f x x 2εκxζπλx 1 2xf x        2 2f x 2xf x x 1 2εκxζπλx      

            
2 2 22 2f x x εκ x ζπλ x 2εκxζπλx f x x εκx ζπλx        

 

     
 f x x εκx ζπλx    (1) 

      Έζησ      g x f x x, x 0,π   . Δίλαη  g x 0 εκx ζπλx 0      

     εκx ζπλx 0 εκx ζπλx    
 x 0,πεκx π

1 εθx 1 x
ζπλx 4



     . 

     Γηα θάζε 
π π

x 0, ,π
4 4

   
   
   

 είλαη  g x 0 θαη επεηδή ε g είλαη ζπλερήο, δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν  

     ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα 
π

0,
4

 


 
 θαη 

π
,π

4

 
 
 

. 

      Δίλαη    g 0 f 0 1 0    άξα  g x 0  γηα θάζε 
π

x 0,
4

 
 
 

 θαη ε (1) γίλεηαη: 

        f x x εκx ζπλx f x x εκx ζπλx       . 

    Δίλαη    g π f π π 1 0      άξα  g x 0  γηα θάζε 
π

x ,π
4

 
 
 

, νπόηε ε (1) γίλεηαη: 

       f x x εκx ζπλx f x x εκx ζπλx        . 
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      Γηα 
π

x
4

  ε (1) γίλεηαη 
π π π π

f 0 f
4 4 4 4

   
      

   
, νπόηε  

π
x εκx ζπλx , x 0,

4

π π
f x , x

4 4

π
x εκx ζπλx , x ,π

4

  
    

 


 

  

    
 

 

      Γηα 
π

x
6

  είλαη 
π π 1 3

εκ ζπλ 0
6 6 2 2
     άξα εκx ζπλx 0   γηα θάζε 

π
x 0,

4

 
 
 

, νπόηε 

        
π

f x x εκx ζπλx, x 0,
4

 
    

 
. 

       Γηα 
π

x
2

  είλαη 
π π

εκ ζπλ 1 0
2 2
    άξα εκx ζπλx 0   γηα θάζε 

π
x ,π

4

 
 
 

, νπόηε 

        
π

f x x εκx ζπλx, x ,π
4

 
    

 
. Τειηθά    f x x εκx ζπλx, x 0,π    . 

 

Γ2. Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,π κε  f x 1 ζπλx εκx     θαη  f x εκx ζπλx    

    Γηα θάζε 
π

x 0,
4

 
 
 

 είλαη  f x 0   θαη επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο ζην 
π

0,
4

 
 
 

, είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  

    ζην δηάζηεκα απηό. Γηα θάζε 
π

x ,π
4

 
 
 

 είλαη  f x 0   θαη επεηδή ε f  είλαη ζπλερήο ζην 
π

,π
4

 
 
 

,  

    είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα απηό. 

    Γηα θάζε 
π

0 x
4

   είλαη    f x f 0 0    θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 
π

0,
4

 
 
 

, είλαη γλεζίσο  

    θζίλνπζα  ζην δηάζηεκα απηό. Παξαηεξνύκε όηη 
π

f 0
2

 
  
 

. 

    Γηα θάζε 
π π

x
4 2
   είλαη  

π π π
f x f 0 f ,

2 4 2

   
      

   
2 . Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 

π
x

4
 , είλαη  

    γλεζίσο θζίλνπζα ζην 
π π π π

0, , 0,
4 4 2 2

     
      

     
. Γηα θάζε 

π
x ,π

2

 
 
 

 είλαη  
π

f x f 0
2

 
   

 
θαη  

    επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 
π

,π
2

 
 
 

είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα απηό. 

   Η f έρεη ηνπηθό ειάρηζην ην 
π π

f 1
2 2

 
  

 
 θαη ηνπηθά κέγηζηα ηα  f 0 1 θαη  f π π 1  . 

 

Γ3. Δπεηδή ε f έρεη ειάρηζην ζην 
π

x
4

 , ην ζεκείν ηεο fC  κε ηε κηθξόηεξε θιίζε είλαη ην  

      
π π π π

,f ,
4 4 4 4

    
    

    
 

 

Γ4. Έζησ      h x f x 3x 2π 1 x εκx ζπλx 3x 2π 1 ζπλx εκx 2x 2π 1, x 0,π                 

    Η h είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,π κε  h x εκx ζπλx 2      

    Γηα θάζε  x 0,π  είλαη 0 εκx 1 1 εκx 0       θαη 1 ζπλx 1 1 ζπλx 1      , νπόηε 

    2 εκx ζπλx 1 4 εκx ζπλx 2 1              h x 0   θαη επεηδή ε h είλαη ζπλερήο ζην  

      0,π είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα απηό. 

     Γηα 0 x π   είλαη    h x h π 0    f x 3x 2π 1 0      f x 3x 2π 1   . 
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Γ5. Δίλαη   
x x

εκx ζπλx
lim x εκx ζπλx lim x 1

x x 

  
        

  
γηαηί γηα θάζε x 0  είλαη 

    
εκxεκx 1 1 εκx 1

x x x x x x
      . Δπεηδή 

x x

1 1
lim 0 lim

x x 

 
   

 
, ιόγσ ηνπ θξηηεξίνπ παξεκβνιήο  

      είλαη θαη 
x

εκx
lim 0

x
 . Όκνηα θαη 

x

ζπλx
lim 0

x
  

 

    Δίλαη   
x x

εκx ζπλx
lim x εκx ζπλx lim x 1

x x 

  
        

  
γηαηί γηα θάζε x 0  είλαη 

    
εκxεκx 1 1 εκx 1

x x x x x x
       . Δπεηδή 

x x

1 1
lim 0 lim

x x 

 
   

 
, ιόγσ ηνπ θξηηεξίνπ  

     παξεκβνιήο είλαη θαη 
x

εκx
lim 0

x
 . Όκνηα θαη 

x

ζπλx
lim 0

x
 . 

    Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην ,  
x
lim f x


   θαη  
x
lim f x


  , έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην  

 

 


