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1ο Γενικό επαναληπτικό Διαγώνισμα 
 

Θέμα Α 
Α1. Έστω  f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ.  

      Αν F είναι μια παράγουσα της  f  στο Δ, να αποδείξετε ότι: 

       όλες οι συναρτήσεις της μορφής    G x F x c  , c ,είναι παράγουσες της f στο Δ και 

       κάθε άλλη παράγουσα G της f στο Δ παίρνει τη μορφή    G x F x c  , c .   

7 μονάδες 

Α2. Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα  α,β , με εξαίρεση ίσως ένα σημείο του  
0x .     

      Πότε το σημείο Α   0 0x ,f x  ονομάζεται σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της f; 

4 μονάδες 

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό: 

       «Αν μια συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και κυρτή σε ένα διάστημα  Δ, τότε  f x 0   για  

         κάθε x στο εσωτερικό του Δ». 

α) Είναι αληθής, ή ψευδής η πρόταση; 

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 

1+3 μονάδες 

Α4.Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή       

      Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

α) Για κάθε συνεχή συνάρτηση   f : α,β  , αν ισχύει  
α

β
f x dx 0  τότε  f x 0  για κάθε  x α,β . 

β) Ισχύει ότι: 
β

α
ημxdx συνβ συνα  . 

γ) Η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f :   μπορεί να τέμνει μια ασύμπτωτή της. 

δ) Για κάθε συνάρτηση ισχύει ότι το μεγαλύτερο από τα τοπικά της μέγιστα είναι το ολικό της μέγιστο.  

ε) Για κάθε συνάρτηση f :   που είναι παραγωγίσιμη και δεν παρουσιάζει ακρότατα, ισχύει  f x 0    

    για κάθε x . 

10 μονάδες 

Θέμα Β 

Δίνονται οι συναρτήσεις  
x

2x

2e
f x , x

e 1
 


 και  g x ln x, x 0  . 

B1. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f και στη συνέχεια να βρείτε το πλήθος των λύσεων της  

      εξίσωσης  
1

f x f
2025

 
  

 
. 

7 μονάδες 

Β2. Να αποδείξετε ότι     
2

2x
φ x f g x , x 0

x 1
  


. 

4 μονάδες 

Β3. Να μελετήσετε τη φ ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα, την κυρτότητα και τα σημεία καμπής. 

2+1+2+1 μονάδες 

Β4. Να βρείτε την οριζόντια ασύμπτωτη της φ και με βάση το ερώτημα Β3 να κάνετε μια πρόχειρη γραφική  

      παράσταση της φ. 

2+3 μονάδες 

Β5. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της φ, τον άξονα  

       x΄x και τις ευθείες x = 1 και x = 2. 

3 μονάδες 

Θέμα Γ 
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : 0,  για την οποία ισχύουν: 

  
2 2f (x) 3x 1 8x 4x     για κάθε x 0 . 
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 
2025

1
f (x)dx 0 . 

Γ1. Να δείξετε ότι f (x) 2x 1 x   , x 0 . 

7 μονάδες 

Γ2. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

5 μονάδες 

 

Γ3. Να βρείτε (αν υπάρχουν) τις ασύμπτωτες της f. 

6 μονάδες 

 

Γ4. Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης : 

      2x 1 x 3 λ 1 1,  x 0,      όταν 
4 2 8 2

λ ,
6 6

  
  
 

. 

7 μονάδες 

 

Θέμα Δ 
Δίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0, π  για την οποία ισχύει ότι: 

●     
 2f x ημx

f x 0
x

 
    για κάθε  x 0,π  

●    f π 1    και 

●    
1

f π
π

    . 

Δίνεται επίσης η συνάρτηση      g x xf x x ημx, x 0,π    . 

Δ1.  Να αποδείξετε ότι η g είναι σταθερή και να βρεθεί ο τύπος της. 

4 μονάδες 

Δ2. Να δείξετε ότι  
ημx

1, 0 x π
f x x

0 , x 0


  

 
 

 . 

4 μονάδες 

Δ3. Να υπολογίσετε το όριο 
 

1

x

x 0

e
lim

xf x

 . 

4 μονάδες 

Δ4. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία. 

5 μονάδες 

Δ5. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από τη γραφική παράσταση της  

     21
φ x x

6
   στο διάστημα  0, π . 

4 μονάδες 

Δ6. Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την fC  τους άξονες x΄x, y΄y και την ευθεία 

x π  , να δείξετε ότι 
3π

Ε
18

 . 

4 μονάδες 

 

 

 

Καλή τύχη! 
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2ο Γενικό επαναληπτικό Διαγώνισμα 
 

Θέμα Α 
Α1. Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστημα  α,β . Αν G είναι μια παράγουσα της  f στο  α,β , να  

       αποδείξετε ότι:        
β

α
f t dt G β G α  . 

7 Μονάδες 

Α2. Πότε μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο  
0x Α ; 

4 Μονάδες 

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό: 

      «Για κάθε συνεχή συνάρτηση   f : α,β  , αν ισχύει  
β

α
f x dx 0  τότε  

          f x 0  για κάθε  x α,β ». 

α) Είναι αληθής, ή ψευδής η πρόταση; 

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 

1+3 Μονάδες 

Α4.Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή       

      Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

α) Αν     xf x ln x και g x e   τότε   f g x x, x 0  . 

β) Αν 
   

x 1

f x f 1
lim 3

x 1





τότε η f είναι συνεχής στο 0x 1 . 

γ) Αν μια συνάρτηση f είναι 1-1, τότε η εξίσωση  f x α, α   έχει ακριβώς μία λύση. 

δ) Κάθε συνάρτηση f συνεχής και μη σταθερή σε ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της έχει σύνολο τιμών  

    διάστημα. 

ε) Αν μια συνάρτηση f:   είναι άρτια και συνεχής, τότε  
α

α
f x dx 0, α


  . 

10 Μονάδες 

Θέμα Β 

Δίνονται οι συναρτήσεις    
x

x

e 1
f x , x και g x ln x, x 0

e


    . 

Β1. Να αποδείξετε ότι     
1

h x f g x 1 , x 0
x

    . 

4 Μονάδες 

Β2. Να αποδείξετε ότι η h αντιστρέφεται και να βρείτε την 1h . 

5 Μονάδες 

Β3. Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των h, g έχουν ένα μόνο κοινό σημείο με τετμημένη  

      μεγαλύτερη του 1. 

6 Μονάδες 

Β4.Να αποδείξετε ότι οι    f x h x  για κάθε x > 0. 

4 Μονάδες 

B5. Να αποδείξετε ότι κάθε εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f σχηματίζει αμβλεία γωνία με τον  

     άξονα x΄x. Ποια από αυτές τις εφαπτομένες σχηματίζει ισοσκελές τρίγωνο με τους άξονες; 

6 Μονάδες 

Θέμα Γ 

Δίνεται η συνάρτηση     3f x x 4 x, x 0   . 

Γ1. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

5 Μονάδες 

Γ2. Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα. Στη συνέχεια να αποδείξετε ότι  
7 32

f x x
3 3

   για  

      κάθε x  0. 

3+3 Μονάδες 
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Γ3. Να αποδείξετε ότι  
21

x

0

32 7e 7
f x e dx

3 6

 
  

 
 . 

6 Μονάδες 

Γ4. Να αποδείξετε ότι η 
fC δέχεται οριζόντια χορδή ΑΒ μήκους 1, όπου Α, Β σημεία της με τετμημένες στο  

      διάστημα  0,4 . 

8 Μονάδες 

Θέμα Δ 

Δίνονται οι συναρτήσεις  λ x

x
f x λ x 1

e
   , με λ  και x  (δηλαδή για κάθε τιμή της παραμέτρου 

λ προκύπτει και μία συνάρτηση f ).  

Δ1. Να αποδείξετε ότι όλες οι συναρτήσεις 
λf  έχουν σημείο καμπής για κάθε  λ * . 

Μονάδες 3 

Δ2. Να αποδείξετε ότι μία από τις λf  είναι ασύμπτωτη όλων των άλλων στο  . 

Μονάδες 6 

Έστω λ > 0. 

Δ3. Να βρείτε τη μεγαλύτερη τιμή του λ  ώστε η λf  να είναι γνησίως αύξουσα. 

Μονάδες 7 

Δ4. Να βρείτε την εφαπτομένη της  λf  στο 0x 2  και να  δείξετε ότι 
x 2 2

x λ 4λ
λ x

e e e
   για κάθε x 2 . 

Μονάδες 5 

Δ5. Για λ=1 να γίνει η γραφική της παράσταση. 

Μονάδες 4 

 

 

 

 

 

 

Καλή τύχη! 
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3ο Γενικό επαναληπτικό Διαγώνισμα 
 

Θέμα Α 
Α1. Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα  α,β , με εξαίρεση ίσως ένα σημείο του 

0x ,  

      στο οποίο όμως η  f  είναι συνεχής.  Αν  η  f x  διατηρεί πρόσημο στο    0 0α,x x ,β , να αποδείξετε  

      ότι το  0f x  δεν είναι τοπικό ακρότατο και η  f  είναι γνησίως μονότονη στο  α,β . 

7 Μονάδες 

Α2. Πότε μια συνάρτηση λέμε ότι είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο 
0x  του πεδίου ορισμού της;  

4 Μονάδες 

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό: 

    «Αν  
β

α
f x dx 0 και η f δεν είναι παντού μηδέν στο  α,β , τότε η f παίρνει δύο, τουλάχιστον,  

      ετερόσημες τιμές». 

α) Είναι αληθής, ή ψευδής η πρόταση; 

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 

1+3 Μονάδες 

Α4.Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή       

      Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

α) Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο  α,β . παραγωγίσιμη στο  α,β και  f x 0   για κάθε  x α,β ,  

     τότε    f α f β . 

β) Για κάθε ζεύγος πραγματικών συναρτήσεων f, g:  0,  , αν ισχύει  
x 0
limf x


   και  

      
x 0
limg x


  , τότε    
x 0
lim f x g x 0

     . 

γ) Μία συνάρτηση f : A   είναι συνάρτηση 1 − 1 , αν και μόνο αν για οποιαδήποτε 1 2x x A  ισχύει η  

     συνεπαγωγή:  αν 1 2x x  , τότε    1 2f x f x . 

δ) Αν μια συνεχής και παραγωγίσιμη συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ του πεδίου  

    ορισμού της, τότε η f ΄ δεν είναι αρνητική στο Δ.  

ε) Αν μια συνάρτηση ορισμένη στο  α,β  δεν είναι σταθερή, τότε έχει μέγιστη και ελάχιστη τιμή στο  

    διάστημα αυτό. 

10 Μονάδες 

Θέμα Β 

Δίνονται οι συναρτήσεις    2xf x e 1, x 0 και g x ln x, x 0     . 

B1. Να αποδείξετε ότι      2h x f g x x 1, x 1    . 

5 Μονάδες 

B2. Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της g που διέρχεται από το σημείο Α(0, -1). 

5 Μονάδες 

Β3. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από τη γραφική παράσταση της h. 

5 Μονάδες 

B4. Να αποδείξετε ότι η h αντιστρέφεται και να βρείτε την 
1h
. 

5 Μονάδες 

B5. Να αποδείξετε ότι η f έχει μοναδικό σημείο καμπής, το οποίο και να βρείτε. 

5 Μονάδες 

Θέμα Γ 
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f :   της οποίας η παράγωγος για x 0  είναι  

                                              
2

x

3x 1 , x 0
f x

e 2x , x 0





 


 

  και  f 1 3   . 
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Γ1. Να αποδείξετε ότι  
3

x 2

x x 1 , x 0
f x

e x , x 0





 


  


 και να την μελετήσετε ως προς την μονοτονία και τα  

      ακρότατα. 

7 Μονάδες 

Γ2. α) Να βρείτε την εφαπτόμενη της 
fC  στο   0,f 0 . (2 μονάδες) 

       β) Να λύσετε την εξίσωση 
  

x
f x e

f e f
e

 
  

 
. (6 μονάδες) 

8 Μονάδες 

Γ3. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 
fC , τον άξονα x΄x  και τις ευθείες  

      x 1  και 
1

x
2

 . 

5 Μονάδες 

Γ4. Υλικό σημείο Μ κινείται στην γραφική παράσταση της παραγώγου της f  η τετμημένη του αυξάνεται με  

      ρυθμό 1 m/sec . Αν την χρονική στιγμή t 1  sec διέρχεται από το σημείο   1,f 1  να βρείτε την  

      χρονική στιγμή κατά την οποία ελαχιστοποιείται η τεταγμένη του Μ, καθώς και την ελάχιστη τιμή της.  

5 Μονάδες 

Θέμα Δ 
Δίνεται η συνάρτηση   3 xf x x x 6e   . 

Δ1.α)  Να δείξετε η f έχει μοναδικό μέγιστο. 

      β) Αν 
0x η θέση του μεγίστου , να δείξετε ότι 

01 x 0    και να βρείτε το πρόσημο της f. 

4+4 Μονάδες 

Δ2. Να δείξετε ότι η    0f x f x 2025  έχει δύο ακριβώς ρίζες. 

4 Μονάδες 

Δ3. Να βρείτε το ολοκλήρωμα   
π

3

0
f x x ημxdx . 

4 Μονάδες 

Δ4. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, 

        g x ημx  και τις ευθείες x 0 και x π.  

5 Μονάδες 

Δ5.Να δείξετε ότι υπάρχουν  1 2x ,x α,β α,β με α β   τέτοιοι ώστε   2x2 2

1f x α αβ β 6e 1      . 

4 Μονάδες 

 

 

 

 

 

 

Καλή τύχη! 
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4ο Γενικό επαναληπτικό Διαγώνισμα 
 

Θέμα Α 
Α1. Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα Δ. Αν  

 η f είναι συνεχής στο Δ και 

  f x 0   για κάθε εσωτερικό σημείο του Δ, τότε να δείξετε ότι η f είναι σταθερή σε όλο το 

διάστημα Δ. 

7 Μονάδες 

Α2. Έστω Α ένα μη κενό υποσύνολο του .Τι ονομάζουμε πραγματική συνάρτηση με πεδίο ορισμού το Α ;   

4 Μονάδες 

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό: 

    « Η ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης δεν έχει κοινά σημεία με αυτή τη 

συνάρτηση». 

α) Είναι αληθής, ή ψευδής η πρόταση; 

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 

1+3 Μονάδες 

Α4.Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή       

      Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

α) Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα σημείο του πεδίου ορισμού της, τότε είναι παραγωγίσιμη στο  

    σημείο αυτό. 

β) Για  κάθε ζεύγος πραγματικών συναρτήσεων f, g:   ισχύει  

                    f x g x 0    f x 0 για κάθε x  ή  g x 0 για κάθε x . 

γ) Μία πολυωνυμική συνάρτηση τρίτου βαθμού δεν έχει ασύμπτωτες. 

δ) Για κάθε *x , ισχύει ημx x . 

ε) Αν f συνεχής σε ένα διάστημα Δ και α,β, γ Δ , τότε      
β βα

α γ γ

f x dx f x dx f x dx    . 

10 Μονάδες 

Θέμα Β 

Δίνεται συνάρτηση f ορισμένη σε ένα σύνολο Α με  
2

5
f x 2 1

x 4x
  


 για κάθε  x 4,0   . 

Β1. Να αποδείξετε ότι  2,2    και  
2

5
f x 1 , x

x 4
  


. 

4 Μονάδες 

Για τα επόμενα ερωτήματα θεωρήστε ότι  2,2    . 

B2. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

4 Μονάδες 

Β3. Να αποδείξετε ότι  
 

 
2

3
2

30x 40
f x , x 2,2

x 4

 
    


  και να μελετήσετε την f ως προς την  

       κυρτότητα και τα σημεία καμπής. 

6 Μονάδες 

Β4. Να βρείτε τα σημεία τομής με τους άξονες καθώς και τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της  

       συνάρτησης f. 

6 Μονάδες 

Β5. Να χαράξετε την γραφική παράσταση της συνάρτησης f. 

5 Μονάδες 
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Θέμα Γ 
Δίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο  για την οποία ισχύει ότι    32f x f x x 0    για κάθε  

x  και    f 4 f 4 2    . 

Γ1. Να δείξετε ότι  f x x  , x . 

7 Μονάδες 

Γ2. Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα. 

5 Μονάδες 

Γ3. Να κάνετε τη γραφική παράσταση της f. 

3 Μονάδες 

Γ4. Να βρείτε σημεία της 
fC  συμμετρικά ως προς τον άξονα y΄y, στα οποία οι εφαπτομένες να είναι  

      κάθετες. 

7 Μονάδες 

Γ5. Να δείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία   1 1A x ,f x , 1x 0   και  1B x ,0  εφάπτεται  

     της fC  στο Α. 

5 Μονάδες 

 

Θέμα Δ 

Δίνεται η συνάρτηση     
e

2 2

1
f x x 2ln x f t t 2 dt , x 0       . 

Δ1. Να αποδείξετε ότι   2f x x 2ln x 2 , x 0    . 

5 Μονάδες 

Δ2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f x 0  έχει μοναδική ρίζα 
0x  με  0x 0,1 . 

5 Μονάδες 

Δ3. Να αποδείξετε ότι υπάρχει  0x ,1  τέτοιο ώστε 
 02

0

2 1 x
x 2


 


. 

5 Μονάδες 

Δ4. Να αποδείξετε ότι: 

        α)   2f x x 2x   για κάθε x 0 . Πότε ισχύει η ισότητα; (1 μονάδα). 

        β)     2f x f 1 x 2x 2x 3      για κάθε  x 0,1  (3 μονάδες). 

4 Μονάδες 

Δ5. Έστω     είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της  

       συνάρτησης   2g x 2x 2x 3    , τον άξονα x΄x και τις ευθείες x    και x 1   όπου  

       
1

0,
2

 
 

 
. Να αποδείξετε ότι    

1

2 f x dx E



  . 

6 Μονάδες 

 

 

 

 

 

 

Καλή τύχη! 
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5ο Γενικό επαναληπτικό Διαγώνισμα 
 

Θέμα Α 

Α1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
αf (x) x , α    είναι παραγωγίσιμη στο  0,  και ισχύει  

          α 1f x αx   , δηλαδή 
α α 1(x ) αx   . 

7 Μονάδες 

Α2. Ποια σημεία λέγονται κρίσιμα σημεία μιας συνάρτησης f σε ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της; 

4 Μονάδες 

Α3. Να διατυπώσετε το θεώρημα Bolzano και να δώσετε την γεωμετρική του ερμηνεία.     

4 Μονάδες 

Α4.Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή       

      Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

α) Αν μία συνάρτηση f δεν είναι συνεχής σε ένα σημείο του πεδίου ορισμού της, τότε δεν είναι και  

    παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό.  

β) Αν    
 

x x

f x
lim f x λx β 0 τότε lim λ

x 
       . 

γ) Αν μια συνάρτηση f ορίζεται στο 
0x , τότε η ευθεία με εξίσωση x=

0x  δεν μπορεί να είναι κατακόρυφη  

    ασύμπτωτή της.  

δ) Αν δύο συναρτήσεις f, g έχουν κοινό πεδίο ορισμού Α και δεν είναι ίσες, τότε  

       f x g x  για κάθε x A . 

ε) Αν μια συνάρτηση f δεν μηδενίζεται σε ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της και αλλάζει πρόσημο στο  

    διάστημα αυτό, τότε η f δεν είναι συνεχής στο Δ. 

10 Μονάδες 

 

Θέμα Β 

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  
2

2

x α, x 0
f x

2x 1, x 0

  
 

 
 .  

 Β1. Να δείξετε ότι α 1 . 

2 Μονάδες 

 Β2. α. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 0.  (2 μονάδες)  

        β. Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της f. (μονάδες 2) 

4 Μονάδες 

 Β3. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την μονοτονία, τα ακρότατα, την κυρτότητα και τα σημεία  

        καμπής (4 μονάδες). Στη συνέχεια να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f δεν έχει ασύμπτωτες  

        (2 μονάδες) και να σχεδιάσετε τη γραφική της παράσταση (3 μονάδες). 

9 Μονάδες 

 Β4. α. Να βρείτε το εμβαδόν Ε(Ω) του χωρίου που περικλείεται από τη  γραφική παράσταση της f , τον   

            άξονα x'x και τις ευθείες x 2, x 1   .  (3 μονάδες) 

        β. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται ανάμεσα στη γραφική παράσταση της f  και την  

            ευθεία y x 1.   (3 μονάδες) 

6 Μονάδες 

Β5. Υλικό σημείο Μ κινείται πάνω στη γραφική παράσταση της f και η τετμημένη του αυξάνεται με ρυθμό  

      0,5 cm/sec. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης του τη χρονική στιγμή που διέρχεται από το  

      σημείο Α(0, 1). 

4 Μονάδες 

 

Θέμα Γ 
Δίνονται οι συναρτήσεις f ,g :  με   5g x x x 2   . 

Γ1. Να βρείτε το σύνολο τιμών της g. 

3 Μονάδες 

Αν για κάθε 1 2x ,x   με 1 2x x  ισχύει    5 5

1 1 2 2f x x 2 f x x 2      (1), τότε: 
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Γ2. Nα αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται.  

4 Μονάδες 

Αν     
5 5

x x 2 5f g x e x x 2      

Γ3. να αποδείξετε ότι   x 5f x e x   . 

5 Μονάδες 

Γ4. Αν     xh x f x e   να βρείτε την αντίστροφή της h. 

6 Μονάδες 

Γ5. Αν M(α,g(α)) είναι σημείο της Cg και Β(1,0) έτσι ώστε (ΜΟ)> 1 και (ΜΒ)< 1 να αποδείξετε ότι υπάρχει 

σημείο Γ
0(x ,0) του x΄x  με 

0x (0,1) ώστε:  
2024 2024 2024Γ (ΓΟ) (ΓΒ)Μ   , όπου Ο η αρχή των αξόνων. 

7 Μονάδες 

Θέμα Δ 
Έστω η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f :   για την οποία ισχύουν: 

●   f x 0   για κάθε x  

●  δεν έχει κρίσιμα σημεία 

●  
x

f (x)
lim 0

x

  

 

Δ1. Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα.                                                                    

7 Μονάδες 

Δ2. Να δείξετε ότι  
x

lim f x


  .                                                                                    

4 Μονάδες 

Δ3. Να λύσετε την εξίσωση f (ln x) f (x 1) f (ln x) f (x 1),  x 0       .           

4 Μονάδες 

Δ4. Να βρείτε το όριο 

2
1

f (x )

x

lim e 1 f (x) x


  
  
      

.                                                  

6 Μονάδες 

Δ5. Έστω η δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση h :   με h (0) 0  , ώστε να ισχύει 

                                   h (x) x x f (x) 1 x f (x)           για κάθε x .  

Να μελετήσετε τη συνάρτηση h ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.                                                          

4 Μονάδες 

 

 

 

 

 

 

Καλή τύχη! 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                                                                                            www.Askisopolis.gr 

11 

 

6ο Γενικό επαναληπτικό Διαγώνισμα 
 

Θέμα Α 
Α1. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα Δ και 

0x  ένα εσωτερικό σημείο του Δ. Αν η f 

παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 
0x  και είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό, τότε να αποδείξετε ότι  

 0f x 0   

7 Μονάδες 

Α2. Έστω Α ένα μη κενό υποσύνολο του .Τι ονομάζουμε πραγματική συνάρτηση με πεδίο ορισμού το Α ;   

4 Μονάδες 

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό: 

    « Αν για δύο συναρτήσεις f και g ορίζονται οι f g  και g f  τότε δεν είναι υποχρεωτικά ίσες ». 

α) Είναι αληθής, ή ψευδής η πρόταση; 

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 

1+3 Μονάδες 

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή       

      Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

α) Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα σημείο του πεδίου ορισμού της, τότε είναι παραγωγίσιμη στο 

σημείο αυτό. 

β) Αν για  κάθε ζεύγος πραγματικών συναρτήσεων f, g:   ισχύει    f x g x 0   τότε  f x 0  για 

κάθε x  ή  g x 0  για κάθε x . 

γ) Μία πολυωνυμική συνάρτηση τρίτου βαθμού δεν έχει ασύμπτωτες. 

δ) Για κάθε *x  , ισχύει ημx x . 

ε) Για κάθε fα,β,γ D  ισχύει ότι      
β βα

α γ γ

f x dx f x dx f x dx     

10 Μονάδες 

 

Θέμα Β 

Δίνεται η συνάρτηση    f : ,α α,     με τύπο   
αx π

f x
x α





  και η συνάρτηση  g : 0,1   με 

τύπο   g x x 2 x+1   . 

 

 Β1. Αν η οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο   είναι η y e ,  να δείξετε ότι α e . 

3 Μονάδες 

Για α e :  

 Β2. Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f και 1f   είναι ίσες . 

5 Μονάδες 

 Β3. i. Nα προσδιορίσετε τη συνάρτηση w f f .(4 μονάδες) 

       ii. Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις w και h g g   είναι ίσες. Αν δεν είναι ίσες, τότε να βρείτε το  

           ευρύτερο υποσύνολο των πραγματικών αριθμών στο οποίο είναι ίσες .(5 μονάδες) 

9 Μονάδες 

 Β4.  i. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο  e, .  (4 μονάδες) 

        ii. Να εξετάσετε αν η εξίσωση  f x ημλ, λ   έχει λύση στο διάστημα  e, . (4 μονάδες)  

8 Μονάδες 

Θέμα Γ 

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : 0,   για την οποία ισχύει :    
e

2 1

ln x 2
f x f x dx 1

x e
    . 

 Γ1. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
e

21

ln x
dx

x . 

3 Μονάδες 
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 Γ2. Να βρείτε τον τύπο της f.  

6 Μονάδες 

Αν  
2

ln x
f x

x
 : 

 Γ3. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα και στη συνέχεια να δείξετε ότι :
22e xx e . 

6 Μονάδες  

 Γ4.Να δείξετε ότι η εξίσωση  
1

f x
e

   έχει μοναδική θετική ρίζα. 

4 Μονάδες 

 Γ5. Να εξετάσετε την f ως προς την κυρτότητα και να σχεδιάσετε την γραφική της παράσταση. 

6 Μονάδες 

 

Θέμα Δ 

Δίνεται η συνάρτηση  
3x

x

e
f x , x

e 1
 


. 

Δ1.Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. 

3 Μονάδες 

Δ2. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 0x   τέτοιο ώστε 0 02x x
e 2025 2025e


  . 

5 Μονάδες 

Δ3. Έστω F αρχική της f με F(0) = 0.Να αποδείξετε ότι  

α)  2F x x  για κάθε x . 

6 Μονάδες 

β) η εξίσωση   x 2F x x 1 x 0     έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (0, 1). 

6 Μονάδες 

γ)  0 0F x 2025x , όπου 0x η ρίζα του Δ2. 

5 Μονάδες 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Καλή τύχη! 
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1ο Γενικό επαναληπτικό Διαγώνισμα 
 

Θέμα Α 
A1. 

 Κάθε συνάρτηση της μορφής G(x) F(x) c  , όπου c , είναι μια παράγουσα  της  f στο Δ,  αφού  

   G (x) (F(x) c) F (x) f (x)      ,  για κάθε  x Δ . 

 

 Έστω G είναι μια άλλη παράγουσα της  f  στο Δ. Τότε για κάθε x Δ  ισχύουν F (x) f (x)   και  

   G (x) f (x)  , οπότε G (x) F (x)  ,  για κάθε  x Δ . 

  Άρα,  υπάρχει σταθερά c τέτοια, ώστε  G(x) F(x) c  ,  για κάθε  x Δ .     

 

Α2. Αν 

    η  f είναι κυρτή στο  0α, x  και κοίλη στο  0x ,β , ή αντιστρόφως, και 

    η 
fC  έχει εφαπτομένη στο σημείο   0 0A x ,f x , 

τότε το σημείο   0 0A x ,f x  ονομάζεται σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της  f. 

 

Α3. α) Ψευδής 

β) Έστω η συνάρτηση   4f x x , x  .  

Είναι   2f x 12x 0    για κάθε x 0 και επειδή η f είναι συνεχής, είναι κυρτή. 

Όμως δεν είναι θετική στο 0 αφού  f 0 0  . 

 

Α4. α) Λ  β) Λ  γ)  Σ  δ)  Λ  ε) Λ 

 

Θέμα Β 
 

B1. Για κάθε x  είναι  
 

 

 

 

 

 

x 2x x 2x x 2x 2x x 2x

2 2 2
2x 2x 2x

2e e 1 2e 2e 2e e 1 2e 2e 1 e
f x

e 1 e 1 e 1

     
   

  
. 

 
 

 

x 2x

2x 2x

2
2x

2e 1 e
f x 0 0 1 e 0 e 1 2x 0 x 0

e 1


            


. 

Για κάθε x > 0 είναι  f x 0   και για κάθε x < 0 είναι  f x 0   , επειδή η f είναι συνεχής, είναι γνησίως 

αύξουσα στο  ,0  και γνησίως φθίνουσα στο  0, . 

Είναι  
x

2xx x

2e 0
lim f x lim 0

e 1 0 1 
  

 
,  

 
x

x

x e ω

2x 2 2x x lim ω ω ω ω

2e 2ω 2ω 2
lim f x lim lim lim lim 0

e 1 ω 1 ω ω




     
     

 
 και  

0

0

2e
f 0 1

e 1
 


. 

Η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  1Δ ,0   οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών το 

   1f Δ 0,1 . Η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  2Δ 0,   οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο 

τιμών το    2f Δ 0,1 .Η f έχει σύνολο τιμών το        1 2f Α f Δ f Δ 0,1   . 

Είναι  
1

0 f f 0 1
2025

 
   

 
 ( η f έχει μέγιστο στο 0 )άρα :  

το  2

1
f f Δ

2025

 
 

 
 οπότε υπάρχει μοναδικό 2 2x Δ  τέτοιο ώστε  2

1
f x f

2025

 
  

 
. 

το  1

1
f f Δ

2025

 
 

 
 οπότε υπάρχει μοναδικό 1 1x Δ  τέτοιο ώστε  1

1
f x f

2025

 
  

 
. 
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Τελικά ή εξίσωση  
1

f x f
2025

 
  

 
 έχει 2 λύσεις. 

 

Β2.       φ f g g fA A x A / g x A x 0 / ln x 0,         . 

        2

ln x

2ln x 2ln x

2e 2x 2x
φ x f g x f g x

e 1 x 1e 1
    

 
. 

 

B3. Για κάθε x > 0 είναι  
 

 

 

 

2 2

2 2
2 2

2 x 1 2x 2x 2 1 x
φ x

x 1 x 1

   
  

 
. 

 
 

 

2
x 0

2 2

2
2

2 1 x
φ x 0 0 1 x 0 x 1 x 1 0 x 1

x 1


             


. 

Για κάθε  x 1,   είναι  φ x 0   και για κάθε  x 0,1  είναι  φ x 0  , επειδή η φ είναι συνεχής, 

είναι γνησίως φθίνουσα στο  1,  και γνησίως αύξουσα στο  0,1 . Η φ έχει μέγιστο το  φ 1 1 . 

Για κάθε x > 0 είναι  

 
 

2
22x x 1

φ x 2
 

 
   2 21 x 2 x 1   

 
4

2

2x

x 1





 

 

 

 
3

2 2 2

3 3
2 2

4x x 1 2 2x 4x x 3

x 1 x 1

    
 

 
. 

 
 

 

2
x 0 x 0

2 2

3
2

4x x 3
φ x 0 0 x 3 0 x 3 x 3

x 1

 
          


. 

Για κάθε  x 0, 3  είναι  φ x 0   και για κάθε  x 3,   είναι  φ x 0  , επειδή η φ είναι 

συνεχής, είναι κοίλη στο 0, 3


 και κυρτή στο 3, 


. Είναι  
2 3 3

φ 3
3 1 2

 


, οπότε η φ έχει 

σημείο καμπής το 
3

3,
2

 
  
 

. 

 

Β4. Είναι  
2 2x x x x

2x 2x 2
lim φ x lim lim lim 0

x 1 x x   
   


, οπότε η y = 0, δηλαδή ο άξονας x΄x είναι 

οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της φ. 

x 0           1               3            

φ                     + 

φ       +              

φ 
  6          8 

                             7                           

 

B5.    
 

 
2

22 2 2
2

2 21 1 1 1

x 12x 5
E Ω φ x dx dx dx ln x 1 ln5 ln 2 ln

x 1 x 1 2




        
      

 

Θέμα Γ 

Γ1. Για κάθε x 0  είναι:    
2 2f (x) 3x 1 8x 4x 2x 1 x 4x 2x 1           

         
2 2 22 2

f (x) 2x 1 x 2 2x 1 x f (x) 2x 1 x             
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   
22

f (x) 2x 1 x f (x) 2x 1 x       . 

Για κάθε x 0  έχουμε 2x 1 x 2x 1 x 2x 1 x 0         , οπότε η σχέση 

f (x) 2x 1 x     γίνεται  f (x) 2x 1 x 0    , δηλαδή f (x) 0 , έτσι και f (x) 0 . 

Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο  0,  και f (x) 0  για κάθε x 0 , έτσι διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  

διάστημα  0,  .  

Αν ήταν f (x) 0  για κάθε x 0 , τότε 
2025

1
f (x)dx 0 , άτοπο, εφόσον από υπόθεση έχουμε ότι  

2025

1
f (x)dx 0 .Επομένως f (x) 0  για κάθε x 0  και από την f (x) 2x 1 x   παίρνουμε  

f (x) 2x 1 x   , x 0 . 

 

Γ2.  Η συνάρτηση  f : 0,   είναι συνεχής στο  0,  ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων και 

παραγωγίσιμη στο  0,  ( ως διαφορά παραγωγίσιμων στο  0,  συναρτήσεων ), με: 

       
1 1

f (x) 2x 1 x 2x 1 x 2x 1
2 2x 1 2 x

              


 

        
1 1 1 1 2 x 2x 1

2
2 2x 1 2 x 2x 1 2 x 2 x 2x 1

 
     

  
. 

Eίναι      
x 02 2

f x 0 2 x 2x 1 0 2 x 2x 1 2 x 2x 1


              

1
4x 2x 1 2x 1 x

2
        . 

Η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα 
1

0,
2

 
 
 

 και γνησίως 

αύξουσα στο 
1

,
2

 


 
.  

Η f παρουσιάζει στη θέση 
1

2
 ολικό ελάχιστο , το 

1 2 2
f 2

2 2 2

 
   

 

και τοπικό μέγιστο το  f 0 1 . 

   

Γ3. Κατακόρυφες ασύμπτωτες αναζητούμε στα πραγματικά ανοιχτά άκρα των διαστημάτων του πεδίου  

ορισμού της f ή στα σημεία ασυνέχειας της. Η f είναι συνεχής στο  fΑ 0,  , έτσι δεν έχει κατακόρυφες  

ασύμπτωτες. 

Επειδή  fΑ 0,  θα αναζητήσουμε πλάγια ασύμπτωτη στο  . Είναι: 

      ●
x x x x

11
x 2 1x 2 x

xxf (x) 2x 1 x
lim lim lim lim

x x x x   

          
     

   = 

                        =  
x

1 1
lim 2 1 0 2 1 0.

xx

  
         

   

 

     ● 1ος τρόπος:    
x x x x

1
lim f (x) 0 x lim f (x) lim 2x 1 x lim x 2 x

x   

  
               

x

1
lim x 2 1

x

  
         

  

 γιατί 
x
lim x


   και 
x

1
lim 2 1 2 1 0

x

 
      

 
. 

    x  0         1/2      

f (x)                + 
f (x)   >  O.E.  < 
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        2ος τρόπος:    
  

x x x x

2x 1 x 2x 1 x
lim f (x) 0 x lim f (x) lim 2x 1 x lim

2x 1 x   

   
       

 
 

   
2 2

x x x x

1
x 12x 1 x 2x 1 x x 1 x

lim lim lim lim
2x 1 x 2x 1 x 2x 1 x 1

x 2 x
x

   

 
       

   
       

  
 

 

=  
x

1
1

1xlim x
1 2 1

2 1
x



 
 

      
  

  
 

.Έτσι, η f δεν έχει ασύμπτωτες. 

 

Γ4. Η εξίσωση 2x 1 x 3 λ 1 1      γράφεται ισοδύναμα :   

2x 1 x 3 λ 1 1 f (x) 3 λ 1 1          

Έστω  1

1
Δ 0,

2

 
  
 

 και 2

1
Δ ,

2

 
  
 

. Είναι f (0) 1  και 
1 2

f
2 2

 
 

 
, οπότε 

f

1

2
f (Δ ) ,1

2

 
  
 

2

. Επίσης:  
1 1

x x
2 2

2
lim f (x) lim 2x 1 x

2 

 

     και (από Γ3.)
x
lim f (x)


  . 

Έτσι, 
f

2
x1

x
2

1 2
f (Δ ) f , lim f (x), lim f (x) ,

2 2 


                      

1

. 

Όταν 
4 2 8 2

λ ,
6 6

  
  
 

 τότε 
4 2 8 2

λ
6 6

 
  

4 2 8 2
1 λ 1 1

6 6

 
     

2 2 2 2
λ 1

6 6

 
    

2 2
λ 1

6


  

2 2 2
3 λ 1 3 λ 1 1

2 2


      . 

 Αυτό σημαίνει ότι 1

2
3 λ 1 1 f (Δ ) ,1

2

 
     

 
 και 2

2
3 λ 1 1 f (Δ ) ,

2

 
      

 
.  

 

Θέμα Δ 
Δ1. Η g είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0, π  με      g x f x xf x 1 συνx     και 

         
 2f x ημx

g x f x f x xf x ημx 2f x x ημx
x

  
             

 
 

     g x 2f x 2f x ημx ημx 0       άρα  g x c, c    για κάθε  x 0, π . 

Είναι      
1

g π f π πf π 1 συνπ 1 π 1 1 0
π

 
            

 
 άρα  g x 0  για κάθε  x 0, π , οπότε η g 

είναι σταθερή στο  0, π . Είναι    g π πf π π ημπ 0     άρα  g x 0  για κάθε  x 0, π . 

 

Δ2.      g x 0 xf x x ημx 0 xf x ημx x         και για  x 0, π  είναι  
ημx

f x 1
x

   . 

Επειδή η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0, π , είναι συνεχής στο x 0 , οπότε 

   
x 0 x 0

ημx
f 0 lim f x lim 1 1 1 0

x  

 
      

 
. Άρα  

ημx
1, 0 x π

f x x

0 , x 0


  

 
 

. 
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Δ3. 
 

  

1 1
1x x
x

x 0 x 0 x 0

e e 1
lim lim lim e

ημxxf x ημx x
x 1

x

    

 
       

    
 

 γιατί 

1
u1

x
ux

ux 0
lim e lim e






   και 

   
x 0

1
lim

ημx x
 


 αφού  

x 0
lim ημx x 0


   και ημx x ημx x 0     για κάθε  x 0,π . 

 

Δ4. Για κάθε  x 0,π  είναι  
2

xσυνx ημx
f x

x


  . Επειδή το πρόσημο της f  εξαρτάται από το πρόσημο  

της παράστασης xσυνx ημx , θεωρούμε την συνάρτηση    h x xσυνx ημx, x 0,π   . 

Είναι  h x συνx xημx συνx xημx 0       για κάθε  x 0,π άρα η h είναι γνησίως φθίνουσα στο  

 0, π . Για κάθε 0 x π   είναι      h x h 0 0 f x 0     και επειδή η f είναι συνεχής, είναι  

γνησίως φθίνουσα στο  0, π . 

 

Δ5. Αρκεί     2 3 3ημx 1 1 1
f x φ x 1 x ημx x x ημx x x 0

x 6 6 6
              για κάθε  x 0, π . 

Έστω    31
t x ημx x x, x 0,π

6
    . 

Είναι    21
t x συνx x 1 και t x ημx x

2
       .  

Είναι  t x 0  ,  x 0,π  και t  συνεχής στο  0, π , άρα   t 0, π1 . 

Για κάθε  0 x π   είναι      t x t 0 0 t 0, π    1 . Για κάθε  0 x π   είναι  

    31
t x t 0 0 ημx x x 0

6
      για κάθε  x 0, π . 

 

Δ6. Είναι  
ημx ημx x

f x 1
x x


   . Επειδή ημx x για κάθε  x 0, π  και  f 0 0 , είναι  f x 0   

για κάθε  x 0, π , οπότε  
π

0
E f x dx  . 

Είναι       21
f x φ x f x x

6
    για κάθε  x 0, π με την ισότητα να ισχύει μόνο για x 0 , άρα 

   
π

π π π
2 3

0 0 0
0

1 1
f x dx x dx f x dx x

6 18

 
      

 
  

3π
Ε

18
 . 
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2ο Γενικό επαναληπτικό Διαγώνισμα 
 

Θέμα Α 

A1.Η συνάρτηση    
x

α
F x f t dt  είναι μια παράγουσα της f στο  α,β . Επειδή και η G είναι μια παράγουσα 

της  f  στο  α,β  , θα υπάρχει c  τέτοιο, ώστε     G x F x c  . (1) 

Από την (1), για x α , έχουμε      
α

α
G α F α c f t dt c c     , οπότε  c G α . 

Επομένως,       G x F x G α   οπότε, για x β , έχουμε  

         
β

α
G β F β G α f t dt G α    και άρα      

β

α
f t dt G β G α  .        

 

Α2. Μια συνάρτηση  f,  με πεδίο ορισμού Α, θα λέμε ότι παρουσιάζει στο 0x A  τοπικό μέγιστο, όταν  

    υπάρχει δ 0 , τέτοιο ώστε  0f (x) f (x )   για κάθε  0 0x A (x δ,x δ)    . 

 

Α3. α) Ψευδής 

β) Έστω η συνάρτηση    f x x, x 1,1    . Είναι  
1

2
1 1

1 1
1

x 1 1
f x dx xdx 0

2 2 2 


 
     

 
   , όμως η σχέση 

 f x 0  ισχύει μόνο για x 0  και όχι για κάθε  x 1,1   . 

 

Α4. α) Λ  β) Σ  γ)  Λ  δ)  Σ  ε) Λ 

 

Θέμα Β 
 

Β1.       f g g fA x A / g x A x 0 / ln x 0,        . 

    
ln x

ln x

e 1 x 1 x 1 1
h x f g x 1

e x x x x

 
       . 

 

B2. Για κάθε x > 0 είναι  
2

1
h x 0

x
    , άρα η h είναι γνησίως φθίνουσα, οπότε είναι 1-1 και 

αντιστρέφεται. 

Είναι  
x 0 x 0

1
lim h x lim 1

x  

 
    

 
 και  

x x

1
lim h x lim 1 1

x 

 
   

 
. 

Επειδή η h είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα έχει σύνολο τιμών το 

         1hx x 0
h Α lim h x , lim h x 1, A 

 
    . 

Για κάθε x > 0 και y 1  είναι  
1 1 1

h x y 1 y y 1 x
x x y 1

        


. 

Άρα  1 1
h y , y 1

y 1

  


 οπότε  1 1
h x , x 1

x 1

  


. 

 

B3. Αρκεί η εξίσωση    
1 1

h x g x 1 ln x 1 ln x 0
x x

         να έχει ακριβώς μία ρίζα η οποία 

βρίσκεται στο  1, . 

Έστω  
1

φ x 1 ln x, x 0
x

    . 

Είναι  
2

1 1
φ x 0

x x
      για κάθε x > 0, άρα η φ είναι γνησίως φθίνουσα και η εξίσωση θα έχει το πολύ 

μία ρίζα. 
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 
x 1 x 1

1
lim φ x lim 1 ln x 2

x  

 
    

 
,  

x x

1
lim φ x lim 1 ln x

x 

 
     

 
. 

Επειδή η φ είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  1,  θα έχει σε αυτό το διάστημα σύνολο 

τιμών το          
x x 1

φ 1, lim φ x , lim φ x ,2
 

      . Το 0 βρίσκεται στο   φ 1, , οπότε υπάρχει 

μοναδικό, λόγω μονοτονίας, 
1x 1  τέτοιο, ώστε  1φ x 0 . 

 

Β4. Για κάθε x > 0 είναι     x

x x

1 1 1 1
f x h x 1 1 e x

e x e x
          που ισχύει γιατί για κάθε  

x > 0 είναι 
xe x 1 x   . 

 

Β5.    
x

x x

x x

e 1 1
f x 1 1 e e

e e

 

               
  

. 

Η κλίση της εφαπτομένης της 
fC σε τυχαίο της σημείο   x,f x  είναι  λ εφω f x 0   , οπότε  

σχηματίζει αμβλεία γωνία με τον άξονα x΄x.  

Αν το τρίγωνο που σχηματίζει η εφαπτομένη με τους άξονες είναι ισοσκελές, τότε επειδή είναι και 

ορθογώνιο, οι οξείες γωνίες του θα είναι 
ο45 , άρα  

ολ εφ135 1    x xe 1 e 1 x 0 x 0           .  

Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξίσωση     y f 0 f 0 x 0 y 2 x y x 2           . 

 

Θέμα Γ 

Γ1. Για  κάθε x > 0 είναι    
1 4 1

3 3 3f x x 4 x x 4x    . 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  
 

3
31 2

33 3

3 3 32 2 2

x 14 4 4 1 4 4 x 1
f x x x x

3 3 3 3 3x x x

   
        

 
. 

Για  κάθε x > 0 είναι  
3 2

4 x 1
f x 0 0 x 1 0 x 1

3 x


          . 

Για κάθε  x 0,1  είναι  f x 0  και για κάθε  x 1,   είναι  f x 0  , επειδή η f είναι συνεχής, είναι 

γνησίως φθίνουσα στο  0,1 και γνησίως αύξουσα στο  1, . Η f έχει τοπικό μέγιστο το  f 0 0 και 

τοπικό ελάχιστο το  f 1 3  . 

Γ2. Η f ΄ είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  
1 2 2 5

3 3 3 3

3 32 5

4 4 4 8 4 1 2
f x x x x x

3 3 9 9 9 x x

  
   

        
   

. 

Για  κάθε x > 0 είναι  f x 0  και επειδή η f είναι συνεχής, είναι κυρτή στο  0, . 

Θα αναζητήσουμε εφαπτομένη της fC με συντελεστή διεύθυνσης 
7

λ
3

 . 

Για κάθε  x 0,1  είναι  λ f x 0  . 

Για  x 1,   είναι  
7 4

f x
3 3

  
3 2

x 1 7

3x


       

2
34 x 1 7 x 1   . 

Θέτουμε 
33 x ω x ω , ω 1     και η (1) γίνεται:  

3 2 3 24ω 4 7ω 4ω 7ω 4 0         2ω 2 4ω ω 2 0      

   2ω 2 ή 4ω ω 2 0     αδύνατη γιατί έχει Δ < 0). 

Άρα 
3x 2 8  . 

4 - 7 0 - 4 ρ = 2 

 8 2 4 

4 1 2 0 
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Η εφαπτομένη της 
fC στο x = 8 έχει εξίσωση:       

7 7 32
y f 8 f 8 x 8 y 8 x 8 y x

3 3 3
          . 

Επειδή η f είναι κυρτή στο  0, , η γραφική της παράσταση βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της 

εκτός του σημείου επαφής τους, άρα  
7 32

f x x
3 3

   για κάθε x 0 .  

 

Γ3. Για κάθε x  0 είναι      
2 2x x7 32 32 7 32 7

f x x f x x f x e xe
3 3 3 3 3 3

 
        

 
και επειδή η ισότητα 

ισχύει μόνο για x = 8, είναι      
2 2 2 2 11 1 1

x x x x

0 0 0 0

32 7 7 7 7
f x e dx xe dx 2xe dx e e 1

3 3 6 6 6

             
    

 
21

x

0

32 7e 7
f x e dx

3 6

 
  

 
 . 

 

Γ4. Επειδή η χορδή είναι οριζόντια, αν το Α έχει συντεταγμένες  

  x,f x , τότε το Β θα έχει συντεταγμένες   x 1,f x 1   και 

λόγω της οριζόντιας θέσης της πρέπει    f x f x 1  . 

Επειδή τα σημεία Α και Β έχουν τετμημένες στο διάστημα  0,4  

είναι 0 x 4   και 0 x 1 4 1 x 3      ,άρα αρκεί να 

αποδείξουμε ότι η εξίσωση    f x f x 1   έχει τουλάχιστον μια 

ρίζα στο  0,3 . 

Θεωρούμε τη συνάρτηση      g x f x f x 1   ,  x 0,3 . 

Είναι         3g 0 f 0 f 1 1 4 1 3 0       ,         3 3g 3 f 3 f 4 3 4 3 3 0       , οπότε 

   g 0 g 3 0 και επειδή η g είναι συνεχής στο  0,3  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων, σύμφωνα με το 

θεώρημα Bolzano, η εξίσωση      g x 0 f x f x 1    έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο  0,3 . 

 

Θέμα Δ 

Δ1.  λ x

x
f x λ x 1

e
    λ x

1 x
f x λ 1

e


    λ x

x 2
f x λ

e


  . 

Άρα λf (2) 0   , το πρόσημο της λf   για λ> 0 είναι αρνητικό στο ( ,2) και θετικό στο (2, ) ή 

αντίστροφα αν λ <0 και η f  είναι συνεχής στο  συνεπώς έχει σημείο καμπής το    2

2λ
2,f 2 2, 1

e

 
  
 

. 

 

Δ2. Για λ=0 έχω 0f (x) x 1   που είναι ευθεία και  λ xx x

x
lim f (x) x 1 lim λ 0

e 
     (αφού για λ 0:  

xx

x
lim

e xDL x

1
lim 0

e






   και για λ=0 το όριο είναι μηδέν) και άρα 0f (x) x 1   ασύμπτωτη όλων των λf . 

 

Δ3. Για λ>0 είναι λ x

1 x
f (x) λ 1

e


  

x

λ x

λ λx e
f (x)

e

 
  επομένως για να είναι γνησίως αύξουσα θα 

πρέπει 
x

x

x

λ λx e
0 λ λx e 0

e

 
     με την ισότητα να ισχύει σε μεμονωμένες τιμές (όχι διάστημα) 

αφού είναι συνεχής.  

Έστω 
xh(x) λ λx e   xh (x) λ e    . 

x                  lnλ            +  

h (x)                        0       + 
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x xh (x) 0 λ e 0 e λ x ln λ          . 

Για κάθε x lnλ  είναι h (x) 0   και για κάθε x > lnλ είναι 

h (x) 0  . Επειδή η h είναι συνεχής, είναι γνησίως φθίνουσα στο  

 , ln λ  και γνησίως αύξουσα στο  lnλ, . 

Επομένως έχει ολικό ελάχιστο το h(ln λ) 2λ λ ln λ λ(2 ln λ)    . 

Οπότε 
xh(x) λ λx e 0    minh 0  λ(2 ln λ) 0   2 lnλ 0   2λ e  . 

Άρα η μέγιστη τιμή του λ είναι η λ=
2e . 

 

Δ4. Η εφαπτομένη της συνάρτησης στο 
0x 2  είναι  

2 2

2 λ
y λ 1 ( 1)(x 2)

e e
     

2 2 2

2 λ λ
y λ 1 ( 1)x 2( 1)

e e e
        

2 2

λ 4λ
y ( 1)x 1

e e
                                        

Για λ> 0 και x 2 η συνάρτηση είναι κυρτή άρα για x 2  είναι 
λ 2 2

λ 4λ
f (x) ( 1)x 1

e e
    

x 2 2

x λ 4λ
λ x 1 ( 1)x 1

e e e
       

x 2 2

x λ 4λ
λ x

e e e
   . 

 

Δ5. Για λ=1  είναι:  

x

x
f (x) x 1

e
  

x

x x

1 x 1 x e
f (x) 1 0

e e

  
      αφού  

x xe x 1 e x 1     άρα η f είναι γνησίως αύξουσα.  

Είναι 
x x

1 x x 2
f (x) 1 f (x)

e e

 
     . 

Η f είναι κοίλη στο ( ,2] , κυρτή στο [2, )  και έχει σημείο καμπής το 
2

2
(2, 1)

e
  . 

Είναι συνεχής στο  άρα δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. Ακόμη 
xx x

f (x) 1 1
lim lim ( 1 )

x e x 
      

και 
xx x

x
lim f (x) lim ( x 1)

e 
      άρα στο  δεν έχει ασύμπτωτη ενώ στο  είναι η y = x -1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

h(x)  
         >      ΟΕ     <    
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3ο Γενικό επαναληπτικό Διαγώνισμα 
 

Θέμα Α 
A1.Έστω ότι  f x 0   για κάθε     0 0x α,x x ,β  . Επειδή η f είναι συνεχής στο 

0x  θα είναι γνησίως 

αύξουσα σε κάθε ένα από τα διαστήματα  0α, x  και  0x ,β . Επομένως, για 
1 0 2x x x   ισχύει 

     1 0 2f x f x f x  . Άρα το  0f x  δεν είναι τοπικό ακρότατο της  f. Θα δείξουμε, τώρα, ότι η  f  είναι 

γνησίως αύξουσα στο  α,β . Πράγματι, έστω  1 2x , x α,β  με 
1 2x x . 

— Αν  1 2 0x ,x α,x , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  0α, x , θα ισχύει    1 2f x f x . 

— Αν  1 2 0x , x x ,β , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο 
0[x ,β) , θα ισχύει    1 2f x f x . 

— Τέλος, αν 1 0 2x x x  , τότε όπως είδαμε      1 0 2f x f x f x  .  

Επομένως, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει    1 2f x f x , οπότε η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  α,β . 

Ομοίως, αν  f x 0   για κάθε    0 0x α,x x ,β  . 

 

Α2. Μια συνάρτηση  f  λέμε ότι είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο 
0x  του πεδίου ορισμού της, αν υπάρχει 

το
   

0

0

x x
0

f x f x
lim

x x




 και είναι πραγματικός αριθμός. Το όριο αυτό ονομάζεται παράγωγος της  f στο 0x  

και συμβολίζεται με  0f x . Δηλαδή:   
   

0

0

0
x x

0

f x f x
f x lim

x x


 


. 

 

Α3. α) Αληθής 

β) Αν η f δεν έπαιρνε τουλάχιστον δύο ετερόσημες τιμές, τότε θα ήταν    f x 0 ή f x 0   για κάθε 

 x α,β  και επειδή η ισότητα δεν ισχύει για κάθε  x α,β , θα ήταν    
β β

α α
f x dx 0 ή f x dx 0    που 

είναι άτοπο. 

 

Α4. α) Σ  β) Λ  γ)  Λ  δ)  Σ  ε) Λ 

 

Θέμα Β 

B1.         f g g fA x A / g x A x 0 / ln x 0 x 0 / x 1 1,            

    
22ln x ln x 2h x f g x e 1 e 1 x 1       . 

 

Β2. Έστω   0 0Κ x ,g x  σημείο της gC . Η εφαπτομένη ε της gC στο Κ έχει εξίσωση: 

      0 0 0 0 0 0

0 0

1 1
y g x g x x x y ln x x x y x 1 ln x

x x
            

Για να διέρχεται η ε από το Α πρέπει 
0 0 0

0

1
1 0 1 ln x ln x 0 x 1

x
         . 

Η ε έχει εξίσωση: 
1

y x 1 ln1 y x 1
1

      . 

 

Β3. Για κάθε x 1  είναι    f x h x  2x 2 2x 2e 1 x 1 e 1 x 1          

 
x 12

x 2 x xe x e x e x


     που ισχύει αφού 
xe x 1 x    για κάθε x 1 . 
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Β4. Για κάθε x > 1 είναι    2

2 2 2

1 2x x
h x x 1 0

2 x 1 2 x 1 x 1

     
  

. Επειδή η h είναι συνεχής στο

 1, , είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό, οπότε είναι 1-1 και αντιστρέφεται. 

Είναι  h 1 0  και  
x
lim h x


  . 

Επειδή η h είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  Α 1,  , έχει σύνολο τιμών το    f Α 0,  , άρα

 1h
A 0,   . 

Για κάθε x 1 και y 0   είναι   2 2 2 2 2 2h x y x 1 y x 1 y x y 1 x y 1             . 

Άρα  1 2h y y 1, y 0     οπότε  1 2h x x 1, x 0    . 

 

B5.Για κάθε x > 0 είναι    
2x 2x

2x

2x 2x 2x

1 2e e
f x e 1

2 e 1 2 e 1 e 1

    
  

 και 

 
   

 

 
2

2x 2x 4x
2x

2x 2x 2x
2x 2x 2x 2x

2x 2x

2 2x 2x
2x

2e e 1 ee
2e e 1 ee e 1 e e 1

e 1 e 1
f x

e 1 e 1
e 1

 
    

     
 



 

 
   

 

 

2x 2x4x 2x 4x 4x 2x

2x 2x 2x 2x 2x 2x

e e 22e 2e e e 2e
f x

e 1 e 1 e 1 e 1 e 1 e 1

  
   

     
 

 
 

 

2x 2x

2x 2x

2x 2x

e e 2 ln 2
f x 0 0 e 2 0 e 2 2x ln 2 x

2e 1 e 1


            

 
. 

Για κάθε 
ln 2

x 0,
2

 
 
 

 είναι  f x 0   και για κάθε 
ln 2

x ,
2

 
  
 

 είναι  f x 0   , επειδή η f είναι 

συνεχής, είναι κοίλη στο 
ln 2

0,
2

 
 
 

 και κυρτή στο 
ln 2

,
2

 


 
. 

Είναι 

ln 2
2

ln 22
ln 2

f e 1 e 1 2 1 1
2

 
       

 
. Η f έχει σημείο καμπής το 

ln 2
,1

2

 
 
 

. 

 

Θέμα Γ 

Γ1.    
 

 
 

3 32

1

x x 2
x 2 2

x x , x 0 x x c , x 03x 1 , x 0
f x f x f x

e 2x , x 0 e x c , x 0
e x , x 0

 



     


   

   


  

 





 

 


  



 , 1 2c ,c  . 

Είναι   1 1f 1 3 1 1 c 3 c 1            . 

Επίσης η f είναι συνεχής στο  άρα      
x 0 x 0
lim f x lim f x f 0

  
  

     
   3 x 2

2
x 0 x 0

2 2

f 0 1 f 0 1
lim x x 1 lim e x c f 0

1 c 1 c 0
 



 

  
 

 

   
        

    
. 

Άρα  
3

x 2

x x 1 , x 0
f x

e x , x 0





 


  


.  

Στο διάστημα  ,0  είναι   2f x 3x 1 0     και στο διάστημα  0,  είναι   xf x e 2x 0    . Άρα 

 f x 0   για κάθε x 0  και η f  είναι συνεχής στο  άρα f1 και η f δεν έχει ακρότατα. 
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Γ2. α) Είναι 
    3

x 0 x 0 x 0

xf x f 0 x x 1 1
lim lim lim

x x    

   
 

 2x 1

x


1 . 

Είναι 
   

0

x 2 x0

DLHx 0 x 0 x 0

f x f 0 e x 1 e 2x
lim lim lim 1

x x 1  

 
   

  

    
   . 

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 με  f 0 1  . Η εξίσωση της εφαπτόμενης της 
fC  στο   0,f 0  είναι: 

     : y f 0 f 0 x y 1 x y x 1         . 

 

β) Επειδή η f ορίζεται σε όλο το  τότε και η εξίσωση ορίζεται σε όλο το .  

Επειδή f1  τότε είναι 1-1 άρα 
      

x
f x f x x 1

f

f 1 1

e
f e f e e f x x 1

e





 
      

 

1

 δηλαδή αρκεί να βρούμε 

τα κοινά σημεία της 
fC  με την εφαπτομένη στο   A 0,f 0 . 

Η f   είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο  ,0  με  f x 6x 0    για κάθε x 0 .  

Επειδή η f είναι συνεχής στο  ,0  τότε  f ,04  άρα η 
fC  στο διάστημα  ,0  βρίσκεται κάτω από 

την (ε) με εξαίρεση το σημείο επαφής. Δηλαδή  f x x 1   για κάθε x 0  με την ισότητα να ισχύει μόνον 

για x 0 . 

Η f   είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο  0,  με   xf x e 2    . 

Είναι 
x xe 2 0 e 2 x ln 2 x ln 2             άρα  f x 0   για κάθε x 0 .  Επειδή η f είναι 

συνεχής στο  0,  τότε  f 0,3  άρα η 
fC  στο διάστημα  0,  βρίσκεται πάνω από την (ε) με 

εξαίρεση το σημείο επαφής. Δηλαδή  f x x 1   για κάθε x 0  με την ισότητα να ισχύει μόνον για x 0 . 

Άρα η εξίσωση έχει μοναδική ρίζα την x 0 . 

 

Γ3. Το ζητούμενο εμβαδόν είναι    
1

2

1
f x dx


     

Για      
f1 1 1 1

1 x f 1 f x f 3 f x 0
2 2 4e

 
             

 

1

. 

Άρα είναι        
1 0 1

1 1 0
f x dx f x dx f x dx

 
         

   

1
01 4 2 3 20

3 x 2 x2

1 0
1 0

x x x
x x 1 dx e x dx x e

4 2 3

 




   
                

   
 

 
1

2
1 1 1 65 e

0 1 e 1 0
4 2 24 24 e

   
             

    
 τετραγωνικές μονάδες. 

 

Γ4. Το σημείο Μ είναι     x t , y t  με     y t f x t . 

Αφού απομακρύνεται από τον άξονα y΄y με ταχύτητα 1 m/sec τότε        x t 1 x t t x t t c        

Είναι  x 1 1  άρα για t 1  είναι 1 1 c c 0    , δηλαδή  x t t  και       y t f x t f t   . 

Από Γ2β ερώτημα ξέρουμε ότι  f ,04  άρα  f ,0 2  και  f 0,3  άρα  f 0, 1 . 

Η f   παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για  x = 0  το  f 0 1   (από Γ2.α) ερώτημα). 

Επομένως η τεταγμένη του Μ ελαχιστοποιείται την t 0  και η ελάχιστη τιμή της είναι ίση με 1.  

 

 

 

 



                                                                                                                                            www.Askisopolis.gr 

27 

 

Θέμα Δ 
 

Δ1. α)Για κάθε x  η f είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη με   2 xf x 3x 1 6e     , 

  xf x 6x 6e    και    3 xf x 6 6e  . 

Είναι    3 x x xf x 0 6 6e 0 6e 6 e 1 x 0.           

Για κάθε  x ,0  είναι    3
f x 0  και για κάθε  x 0,   είναι    3

f x 0 , επειδή η f   είναι  

συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα  στο  ,0  και γνησίως φθίνουσα στο  0, . 

Άρα παρουσιάζει μέγιστο στο 0 οπότε      f x f 0 f x 6 0        άρα η f   είναι γνησίως φθίνουσα 

στο . 

Είναι    2 x

x x
lim f x lim 3x 1 6e 1 0 ,
 

          

     
x

2 x 2

2 2x x x

1 6e
lim f x lim 3x 1 6e lim x 3 1 0

x x  

 
             

 
αφού 

x x x
x

2x DLH x x DLH x

6e 6e 3e
lim lim lim lim 3e

x 2x x

 

 

   
     . 

Άρα η f   έχει σύνολο τιμών το         
f

x x
f A lim f x , lim f x ,



 
    

>

. 

To  0 f A  άρα υπάρχει 
0x   τέτοιο ώστε  0f x 0  . 

Για κάθε       0 0x x f x f x f x 0        και για      0 0x x f x f x f x 0        

αφού η  f   είναι γνησίως φθίνουσα στο . 

Η f είναι συνεχής στο  σαν πράξεις συνεχών συναρτήσεων άρα είναι γνησίως αύξουσα στο  0, x  και 

γνησίως φθίνουσα στο  0x , . 

Επομένως παρουσιάζει μοναδικό μέγιστο στο 
0x το  0f x .  

 

β) Η f  είναι συνεχής στο  σαν πράξεις συνεχών συναρτήσεων, 

   
6 4e 6

f 1 4 0,f 0 5 0
e e


          οπότε    f 0 f 1 0    άρα ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος 

Bolzano επομένως η  f x 0   έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  1,0 . 

Η ρίζα αυτή είναι μοναδική αφού η f   είναι γνησίως φθίνουσα και ταυτίζεται με το 
0x . 

Άρα 
01 x 0   . 

Είναι   0 0x x2 2

0 0 0f x 0 3x 1 6e 0 6e 3x 1          (1). 

Είναι  
 

0

1
x3 3 2

0 0 0 0 0 0f x x x 6e x x 3x 1       . 

Θεωρούμε τη συνάρτηση    3 2φ x x 3x x 1, x 1,0      . 

Είναι   2φ x 3x 6x 1    . 

H φ ΄ είναι τριώνυμο με διακρίνουσα Δ=24 και ρίζες 1 2

6 6
x 1 , x 1

3 3
    , οπότε  

για κάθε 
6

1 x 0 1
3

      είναι  φ x 0   και επειδή η φ είναι συνεχής στο  1,0 , είναι γνησίως 

αύξουσα στο διάστημα αυτό. 

Είναι        
φ

1 x 0 φ 1 φ x φ 0 6 φ x 1           
1

, άρα    0 0φ x f x 0   και    0f x f x 0   

για κάθε x . 

 

Δ2. Έστω    1 0 2 0Α ,x ,A x ,    . 
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Είναι        
f

1 0 0
x

f A lim f x ,f x ,f x


   

<

,          
f

2 0 0
x

f A lim f x ,f x ,f x


  
>

 

αφού    3 x

x x
lim f x lim x x 6e 0
 

       .

     
x

3 x 3

2 3x x x

1 6e
lim f x lim x x 6e lim x 1 1 0

x x  

 
            

 
αφού 

x x x x x
x

3 2 2x DLH x x DLH x x DLH x

6e 6e 2e 2e e
lim lim lim lim lim lim e

x 3x x 2x x

  

  

     
       . 

Είναι    0 0f x 2025 f x   οπότε      0 1 2f x 2025 f A ,f A  άρα η εξίσωση    0f x f x 2025   

έχει μία τουλάχιστον ρίζα στοΑ1 και μία τουλάχιστον ρίζα στο Α2. 

Η f  είναι γνησίως μονότονη στα 
1 2Α ,Α άρα οι ρίζες αυτές είναι μοναδικές. 

Επομένως η εξίσωση    0f x f x 2025  έχει δύο ακριβώς ρίζες. 

 

Δ3. Είναι       
π π π

3 3 x 3 x

0 0 0
Ι f x x ημxdx x x 6e x ημxdx x 6e ημxdx            

 
π π π

x x

0 0 0
Ι xημx 6e ημx dx xημxdx 6e ημxdx.       

Είναι  
π π π

x x x x

0 0 0

π

0
Α 6e ημxdx 6e ημxdx 6e ημx 6e συνxdx

           

 
π π

x x x π

0 0

π

0
Α 6 e συνxdx 6e συνx e ημxdx Α 6e 6 Α

            
π π2Α 6e 6 Α 3e 3     . 

Επομένως    
π π

π

0 0

π

0
Ι x συνx dx Α I xσυνx συνxdx 3e 3          

  π π
π

0
Ι π ημx 3e 3 Ι π 3e 3        . 

 

Δ4. Είναι   2

0f x 2 6e 1 ημx       οπότε    0f x f x ημx  . 

Επομένως το ζητούμενο εμβαδόν είναι : 

    
π π

3 x

0 0
Ε ημx f x dx ημx x x 6e dx         

π4 2 2 2
x 2

0

π
x x π π

E συνx 6e 6e 1 62
4 2 64 8

 
 

          
 

π2

2
9π

E e 5
64


   . 

 

Δ5.Για την f ισχύουν οι υποθέσεις του ΘΜΤ  στο  α,β  οπότε υπάρχει  1x α,β  τέτοιο ώστε  

 
   

 
3 β 3 α

1 1

f β f α β β 6e α α 6e
f x f x

β α β α

     
    

 
 

3 3 β α

1

β α β α e e
f x 6

β α β α β α

  
    

  
 

 
  

2

2 2

x

1

β α β αβ α
f x 1 6e

β α

  
    


  2x2 2

1f x β αβ α 1 6e .       

(Για την συνάρτηση   xg x e  ισχύουν οι υποθέσεις του ΘΜΤ  στο  α,β  οπότε υπάρχει  2x α,β  τέτοιο 

ώστε  
   

  2

β α β α
x

2 2

g β g α e e e e
g x g x e

β α β α β α

  
     

  
.) 
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4ο Γενικό επαναληπτικό Διαγώνισμα 
 

Θέμα Α 
A1.Αρκεί να αποδείξουμε ότι για οποιαδήποτε 

1 2x ,x Δ  ισχύει    1 2f x f x . Πράγματι  

 Αν 
1 2x x , τότε προφανώς    1 2f x f x . 

 Αν 1 2x x , τότε στο διάστημα  1 2x ,x  η f ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής. 

Επομένως υπάρχει  1 2ξ x , x  τέτοιο, ώστε  
   

 2 1

2 1

f x f x
f ξ    1

x x


 


 

Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σημείο του Δ, ισχύει  f ξ 0  , οπότε, λόγω της (1), είναι    1 2f x f x . Αν 

2 1x x , τότε ομοίως αποδεικνύεται ότι    1 2f x f x . Σε όλες, λοιπόν τις περιπτώσεις είναι    1 2f x f x . 

 

Α2. Ονομάζουμε πραγματική συνάρτηση με πεδίο ορισμού το Α μια διαδικασία (κανόνα) f, με τη οποία 

κάθε στοιχείο x Α αντιστοιχίζεται σε έναν μόνο πραγματικό αριθμό y. To y oνομάζεται τιμή της f στο x 

και συμβολίζεται με f(x).Για να εκφράσουμε τη διαδικασία αυτή, γράφουμε: f : Α ,  x f x  

 

Α3. α) Ψευδής  

β) Θεωρούμε την συνάρτηση  
1

,     x 0
f x x

x,      x 0




 
 

  . H συνάρτηση αυτή έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την 

ευθεία x 0  (τον άξονα y y ) διότι  
x 0 x 0

1
lim f x lim

x  
   αλλά τέμνει τον άξονα y y  στο σημείο  Ο 0,0  

διότι  f 0 0  

 

Α4. α) Λ  β) Λ  γ)  Σ  δ)  Σ  ε) Λ 

 

Θέμα Β 

B1. Θέτουμε x 2 x 2    και πρέπει 
x 4 2 4 2

x 0 2 0 2

  
   

  

      

   
 άρα  2,2   . 

Τότε  
   

2 2 2

5 5 5
f 1 1 1 ,

4 4 4 8 42 4 2
       

        
 

Άρα  
2

5
f x 1 , x

x 4
  


. 

Β2. Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο  2,2   με  
   

2 2
2 2

5 2x 10x
f x

x 4 x 4


  

 
. 

Είναι  f x 0   για κάθε    x , 2 2,0      και  

 f x 0   για κάθε    x 0,2 2,  . 

Επειδή η f είναι συνεχής στο  2,2   είναι  

 f , 2 2 ,  f 2,02 ,  f 0,21  και  f 2,1 . 

Η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο για x 0  το  
9

f 0
4

 . 
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B3. Η f   είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο  2,2   με  
   

 

2
2 2

4
2

10 x 4 10x 2 x 4 2x
f x

x 4

    
  



 2x 4


 

 

2 2

4
2

10x 40 40x

x 4

 

  
3

2

3
2

30x 40

x 4

 



. 

Είναι  
3

2 2 2x 4 0 x 4 0 x 4       

x 2 x 2 ή x 2       

Είναι  f x 0   για κάθε    x , 2 2,      και 

 f x 0   για κάθε  x 2,2  .  Επειδή η f είναι  

συνεχής στο  2,2   είναι  f , 2 4 ,  f 2,23  και  f 2,4 . Η γραφική παράσταση της f δεν 

έχει σημεία καμπής. 

 

B4.  
9

f 0
4

  άρα η fC  τέμνει τον y΄y στο σημείο 
9

0,
4

 
 
 

.  Για κάθε  x 2,2    είναι 

  2 2

2

5
f x 0 1 0 x 4 5 0 x 9

x 4
          


x 3   (δεκτές) άρα η 

fC  τέμνει τον άξονα x΄x 

στα σημεία  3,0   και  3,0 .  

Η f είναι συνεχής στο  x 2,2    οι πιθανές κατακόρυφες ασύμπτωτες είναι η x 2   και x 2 . 

 
2

x 2 x 2

5
lim f x lim 1

x 4  

 
    

 
 γιατί 

2x 4 0   για κάθε x 2  . 

 
2

x 2 x 2

5
lim f x lim 1

x 4  

 
    

 
 γιατί 

2x 4 0   για κάθε  x 2,2  . 

Άρα η x 2   είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της fC . 

(Εδώ δεν χρειάζονται και τα δύο όρια απλά βοηθούν για την γραφική παράσταση) 

 
2

x 2 x 2

5
lim f x lim 1

x 4  

 
    

 
 γιατί 

2x 4 0   για κάθε  x 2,2  . 

 
2

x 2 x 2

5
lim f x lim 1

x 4  

 
    

 
 γιατί 

2x 4 0   για κάθε x 2 . 

Άρα η x 2  είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της fC . 

(Εδώ δεν χρειάζονται και τα δύο όρια απλά βοηθούν για την γραφική παράσταση) 

 
2x x

5
lim f x lim 1 1

x 4 

 
   

 
 άρα η y 1  είναι οριζόντια ασύμπτωτη της fC  στο  . 

 
2x x

5
lim f x lim 1 1

x 4 

 
   

 
 άρα η y 1  είναι οριζόντια ασύμπτωτη της fC  στο  . 

Η fC  δεν έχει πλάγιες ασύμπτωτες. 

 

B5.  
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Θέμα Γ 
Γ1.            3 3 32f x f x x 0 2f x f x x 4f x f x 2x           

            4 2 4 2f x x f x x c, c
 
     . Είναι  4 2f 4 4 c 16 16 c c 0        , άρα 

           4 2 2f x x f x x f x x     (1). 

      Για κάθε x 0  είναι x 0  , άρα    f x 0 f x 0    και επειδή η f είναι συνεχής, διατηρεί  

      σταθερό πρόσημο σε καθένα από τα διαστήματα    ,0 , 0,  . Επειδή    f 4 f 4 2 0    , είναι  

      f x 0  για κάθε    x ,0 0,    , οπότε  f x x  . Επειδή από την (1) προκύπτει ότι  

      f 0 0  , τελικά είναι  f x x , x . 

 

Γ2.  
x, x 0

f x x
x, x 0

 
  

 

 

      Για κάθε x 0  είναι  
1

2
1 1

f x x
22 x



    ,   
3

2

3

1 1
f x x 0

4 4 x



       και επειδή η f είναι  

      συνεχής στο x 0  , είναι κοίλη στο  0,  . 

      Για κάθε x 0  είναι    
1

2
1 1

f x x
22 x


     


 ,     

3

2

3

1 1
f x x 0

4 4 x


      


 και επειδή η f  

      είναι συνεχής στο x 0  , είναι κοίλη στο  ,0  . 

 

Γ3. Η γραφική παράσταση της f αποτελείται      

      από τα σημεία της 1C : y x  και από τα  

     σημεία της y x   που είναι τα  

     συμμετρικά  της 1C  ως προς τον άξονα y΄y. 
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Γ4. Έστω   2 2M x ,f x  σημείο της 
fC  . Έστω 

2x 0  τότε  2 2M x , x  και το συμμετρικό του ως προς  

       τον άξονα y΄y είναι το  2 2N x , x  . 

     Οι εφαπτομένες της 
fC  στα Μ και Ν είναι κάθετες, αν και μόνο αν  

       
2x 0

2

2 2 2 2 2

2 2

1 1 1
f x f x 1 1 1 4 x 1 4x x

42 x 2 x

 
               

 
 

 , άρα  

     
1 1

M ,
4 2

 
 
 

 και 
1 1

N ,
4 2

 
 
 

  

 

Γ5. Αν 
1x 0 , τότε  1 1A x , x  και  1B x ,0 . Η ευθεία ΑΒ έχει συντελεστή διεύθυνσης 

         1 1

ΑΒ 1

1 1 1 1

x 0 x 1
λ f x

x x 2x 2 x


   


 , οπότε η ΑΒ εφάπτεται της 

fC  στο Α. 

       Αν 1x 0 , τότε  1 1A x , x  και  1B x ,0 . Η ευθεία ΑΒ έχει συντελεστή διεύθυνσης 

        
 

2

1 11 1

ΑΒ

1 1 1 1 1

x xx 0 x
λ

x x 2x 2x x

   
   

 
12 x  

 1

11

1
f x

2 xx
  


 , οπότε η ΑΒ  

       εφάπτεται και πάλι της 
fC στο Α. 

 

Θέμα Δ 

Δ1. Έστω   
e

2

1
f t t 2 dt c    . Τότε   2f x x 2ln x c , x 0     και 

  
e

2 2

1
f t t 2 dt c t   

22ln t c t     
e e e

1 1 1
2 dt c 2ln t dt c 2 dt c        

        
e ee

11 1
2ln t t dt c 2 e 1 c 2t ln t 2dt c e 1 2e 2 c             

   2e 0 2 e 1 c e 1 2e 2 c 2e          2e  2 c e 1 2e 2 c      

       2 c e 1 2e 2 c c e 2 2e 4 c e 2 2 e 2 c 2                . 

Συνεπώς   2f x x 2ln x 2 , x 0    . 

 

Δ2. H f είναι συνεχής στο  0,1  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων.  

Είναι    2

x 0 x 0
lim f x lim x 2ln x 2

  
      άρα υπάρχει 0   κοντά στο μηδέν τέτοιο ώστε  f 0  . 

Επίσης  f 1 3 0   άρα    f f 1 0  . Συνεπώς από το θεώρημα Bolzano υπάρχει    0x ,1 0,1    

τέτοιο ώστε  0f x 0 . 

Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο  0,  με  
2

f x 2x 0
x

     για κάθε x 0  άρα f1  και η 

εξίσωση  f x 0  έχει μοναδική ρίζα στο  0,  το 0x . 

 

Δ3. Γνωρίζουμε ότι   2 2

0 0 0 0 0f x 0 x 2ln x 2 0 x 2 2ln x          

Άρα αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει  0x ,1  τέτοιο ώστε: 

   0 02 0 0
0 0

0 0

2 1 x 2 1 x ln x ln1 ln x1 1
x 2 2ln x

1 x 1 x

   
        

     
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Έστω  h x ln x , x 0  . Η h είναι συνεχής στο  0x ,1 , παραγωγίσιμη στο  0x ,1  με  
1

h x
x

   άρα από το 

ΘΜΤ υπάρχει  0x ,1  τέτοιο ώστε  
   0 0

0 0

h 1 h x ln1 ln x1
h

1 x 1 x

 
    

  
. 

 

Δ4. α) Για κάθε x 0  είναι   2 2f x x 2x x   22ln x 2 x   2x ln x 1 x ln x x 1        που 

ισχύει με την ισότητα μόνον για x 1 . 

 

β) Στην προηγούμενη ανισότητα για x 0  το 1 x 0 x 1     άρα  x 0,1  είναι 

         
2 2 2f 1 x 1 x 2 1 x f 1 x 1 2x x 2 2x f 1 x x 4x 3                   

Προσθέτοντας κατά μέλη είναι:     2f x f 1 x 2x 2x 3      για κάθε  x 0,1  

 

Δ5. Είναι 
1 1 1

0 0 1 1
2 2 2

              άρα 
1

0 1 1
2

       . 

Είναι    
1

g x dx



    . 

ΣΧΟΛΙΟ: Για να αναφέρουμε το εμβαδόν είναι απαραίτητο να αποδείξουμε ότι  κ < 1 – κ  ώστε να    

                   ξέρουμε την σειρά των άκρων ολοκλήρωσης. 

Έχουμε   2g x 2x 2x 3 0     για κάθε x  αφού 20 0    , άρα    
1

g x dx



    . 

Είναι          2f x f 1 x 2x 2x 3 f x f 1 x g x           για κάθε  x 0,1  με το ίσον να μην ισχύει 

για κάθε x άρα      
1 1

f x dx f 1 x dx E
 

 
     . 

Αν θέσουμε 1 x u   τότε dx du   και για x    είναι u 1    ενώ για x 1   είναι u   . 

Τότε            
1 1 1

1
f x dx f 1 x dx E f x dx f u du E

   

   
           

         
1 1 1

f x dx f x dx E 2 f x dx E
  

  
         . 
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5ο Γενικό επαναληπτικό Διαγώνισμα 
 

Θέμα Α 

A1.Αν 
ln xy x e    και θέσουμε u lnx , τότε έχουμε

uy e .  

     Επομένως,  u u ln x 11
y e e u e x x

x x

             . 

 

Α2. Τα  εσωτερικά  σημεία του Δ στα οποία η  f  δεν παραγωγίζεται ή η παράγωγός της είναι ίση με το 

μηδέν, λέγονται κρίσιμα σημεία της  f  στο διάστημα Δ. 

 

Α3. Έστω μια συνάρτηση  f , ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα  α,β . Αν η f είναι συνεχής στο  α,β  και, 

επιπλέον, ισχύει    f α f β 0  ,  τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον,  0x α,β  τέτοιο, ώστε  0f x 0 . 

Δηλαδή, υπάρχει μια τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης   f x 0  στο ανοικτό διάστημα  α,β . 

Γεωμετρική  ερμηνεία 
Στο διπλανό σχήμα έχουμε τη γραφική  

παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης  f  στο  α,β . Επειδή τα 

σημεία   Α α,f α   και   Β β,f β  βρίσκονται εκατέρωθεν του 

 άξονα x΄x , η γραφική παράσταση της f τον τέμνει σ’ ένα τουλάχιστον 

σημείο με τετμημένη .  0x α,β . 

 

Α4. α) Σ  β) Σ  γ)  Λ  δ)  Λ  ε) Σ 

 

Θέμα Β 
Β1. Η f είναι συνεχής στο άρα και στο 0 οπότε  

                   2 2

x 0 x 0 x 0 x 0
lim f x lim f x f 0 lim x α lim 2x 1 f 0 α 1 f 0

      
           . 

 

Β2.  α. Για  α 1  έχουμε  
2

2

x 1,x 0
f x

2x 1,x 0

  
 

 
. 

Είναι 
    2 2

x 0 x 0 x 0

f x f 0 x 1 1 x
lim lim lim

x x    

    
 

x
 

x 0
lim x 0,


  

    2 2

x 0 x 0 x 0

f x f 0 2x 1 1 2x
lim lim lim

x x    

  
 

x
 

x 0
lim 2x 0


   άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 με  f 0 0  . 

 

β. Είναι  f 0 0   άρα η f έχει κρίσιμο σημείο το 0. 

Για x 0  η  f είναι παραγωγίσιμη με  f x 2x 0     και για x 0 είναι παραγωγίσιμη με  f x 4x 0    

άρα έχει μοναδικό κρίσιμο σημείο το 0. 

 

Β3.  Από το Β2 έχουμε ότι η  f είναι παραγωγίσιμη στο  με  f x 0  , για x 0  και για x 0  (και 

προφανώς συνεχής στο x 0 ) άρα η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το  και δεν έχει ακρότατα. 

Για x 0  η  f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με  f x 2 0     και για x 0  η f είναι δύο φορές 

παραγωγίσιμη με  f x 4 0   . Επιπλέον, η f είναι παραγωγίσιμη στο 0, άρα η f είναι κοίλη στο διάστημα 

 ,0 , κυρτή στο διάστημα  0,  και έχει σημείο καμπής το   0,f 0  ή  0,1 .   

Η συνάρτηση f είναι συνεχής σε όλο το  άρα δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. Επιπλέον για x 0  η f 

είναι πολυωνυμική δεύτερου βαθμού, με τύπο   2f x x 1   , άρα δεν έχει οριζόντια ή πλάγια ασύμπτωτη 

στο   και για x 0  η f είναι πολυωνυμική δεύτερου βαθμού, με τύπο   2f x 2x 1  , άρα δεν έχει 

 

 x0   x0  

 x0  

 y 

 B(β, f (β)) 

 Α(α, f (α))  f (a) 

 f (β) 

 O  β 

 a 
 x 
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οριζόντια ή πλάγια ασύμπτωτη στο  .  

Με βάση τα παραπάνω συμπεράσματα, η γραφική παράσταση της f είναι η ακόλουθη:  

 
  

 Β4. α. Για 2 x 0    είναι  
2 x 0

2 2f x 0 x 1 0 x 1 1 x 0
  

            οπότε  f x 0 στο  1,0  και 

 f x 0  στο  2, 1  .Επίσης   2f x 2x 1 0    στο  0,1 . 

H f είναι συνεχής στο  2,1 αφού είναι συνεχής στο . 

Άρα το ζητούμενο εμβαδόν είναι :         
1 1 0 1

2 2 1 0
E f x dx f x dx f x dx f x dx



  
          

     
1 0 1

2 2 2

2 1 0
E x 1 dx x 1 dx 2x 1 dx



 
         

3 3 31 0 1x x 2x
E x x x

2 1 03 3 3

     
            

      
 

1 8 1 2 11
E 1 2 1 1 E

3 3 3 3 3
           τ.μ. 

β. Αρχικά θα βρούμε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f με την ευθεία y x 1.    

Για x 0  είναι    2 2f x x 1 x 1 x 1 x x 0 x x 1 0 x 0 ή x 1.                   

Για x 0  είναι  
x 0

2 2 1 1
f x x 1 2x 1 x 1 2x x 0 2x x 0 x .

2 2

 
              

 
 

Επιπλέον: 

Για x 0  είναι    
x 0

2 2f x x 1 x 1 x 1 x x 0 x x 1 0 1 x 0


                και   

για x 0  είναι  
x 0

2 2 1 1
f x x 1 2x 1 x 1 2x x 0 2x x 0 x .

2 2

 
              

 
 

Το ζητούμενο εμβαδόν είναι ίσο με:  

   
1

2

1
Ε f x x 1 dx


           

1
0

2

1 0
f x x 1 dx f x x 1 dx


           

            
1

0
2

1 0
f x x 1 dx x 1 f x dx


           

1
0

2 22

1 0
x 1 x 1 dx x 1 2x 1 dx


              

      
1

0
2 22

1 0
x x dx x 2x dx


      

1
0

3 2 2 3 2

1 0

x x x 2x

3 2 2 3


   
       
   

 

   
   

2 3

3 23 2 2 3

1 1
2

1 10 0 0 2 02 2

3 2 3 2 2 3 2 3

    
                                    
 

1 1 1 1 5
0 0 .

3 2 8 12 24

   
        
   

  

 

Β5. Έστω     Μ x t ,y t , t 0  το υλικό σημείο. Επειδή βρίσκεται στη fC είναι     y t f x t . 

Επειδή η τετμημένη του αυξάνεται με ρυθμό 0,5 cm/sec, είναι  x t 0,5  . 
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Ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης του Μ είναι           y t f x t f x t x t
    . 

Αν 
0t t είναι η χρονική στιγμή που το Μ διέρχεται από το Α, τότε  0x t 0 . 

Είναι       0 0y t f x t 0,5 0,5f 0 0,5 0 0        . 

 

Θέμα Γ 
Γ1. Είναι   4g x 5x 1 0     για κάθε x , άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο  και επειδή είναι 

συνεχής στο  το σύνολο τιμών της είναι το  
x x
lim g(x), lim g(x)
 

=  5 5

x x
lim x , lim x
 

 ,   = . 

ΣΧΟΛΙΟ: Θα μπορούσαμε να μην χρησιμοποιήσουμε την μονοτονία, δηλαδή αφού g συνεχής στο  και 

 
x
lim g x


  ,  
x
lim g x


   τότε  g  . 

Γ2. Από την (1) είναι          5 5

1 1 2 2 1 2f x x 2 f x x 2 f g x f g x        για κάθε 1 2x ,x   με 

1 2x x . 

Επειδή η g είναι γνησίως αύξουσα άρα και 1-1 με σύνολο τιμών το , για κάθε 1 2α ,α   υπάρχουν 

μοναδικά 1 2x ,x   ώστε     1 1 2 2g x α , g x α  . 

Άρα για κάθε 1 2x ,x   με 1 2x x   είναι    1 2 1 2g x g x      και από την (1) είναι

         1 2 1 2f g x f g x f α f α   . Δηλαδή για κάθε 1 2α ,α   με 1 2    είναι    1 2f f    άρα η 

f είναι 1-1. 

 

Γ3.     
5 5

x x 2 5f g x e x x 2         g(x) 5f g x e g x     

Θέτοντας g(x)=ω με x,ω  θα ισχύει 
ω 5f (ω) e ω   και άρα   x 5f x e x   με x . 

 

Γ4.     x 5h x f x e x   x .  

Για κάθε 1 2x ,x   με
5 5

1 2 1 2x x x x  
1 2h(x ) h(x )   άρα η h είναι 1-1 άρα αντιστρέφεται και επειδή 

είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα το h(A)= 
5 5

x x
( lim x , lim x )

 
= . Θέτω y=h(x), x, y  , τότε 

5
5

5

y, y 0
y x x

y, y 0

 
   

  

 συνεπώς 
5

1

5

x, x 0
f (x)

x,x 0


 

 
  

. 

 

Γ5. Είναι M(α,g(α)) , O(0,0) B(1,0), (ΜΟ)> 1 και (ΜΒ)< 1 οπότε για Γ(x,0) θα έχουμε 

 
2024 2024 2024Γ (ΓΟ) (ΓΒ)Μ        

2024 2024 2024
2 2 2 2(x α) g (α) x (x 1)      

     
2024 2024 2024

2 2 2 2(x α) g (α) x (x 1) 0          
2024

20242 2 2024(x α) g (α) x x 1 0      . 

Θέτω    
2024

20242 2 2024r(x) (x α) g (α) x x 1       η οποία είναι συνεχής στο [0,1]  με 

 
2024

2 2r(0) α g (α) 1    2024(ΟΜ) 1 >0 και  

 
2024

2 2r(1) (1 α) g (α) 1    2024(ΜΒ) 1 0    , άρα από θεώρημα Bolzano  υπάρχει 0x (0,1) τέτοιο, 

ώστε 0r(x ) 0  και άρα υπάρχει σημείο Γ 0(x ,0) του x΄x  με 0x (0,1) ώστε:  
2024 2024 2024Γ (ΓΟ) (ΓΒ)Μ   . 

 

Θέμα Δ 
Δ1. Από την υπόθεση έχουμε ότι  f x 0   για κάθε x , οπότε η συνάρτηση f είναι κυρτή.  
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Έτσι, η γραφική της παράσταση είναι «πάνω» από κάθε εφαπτομένη της, με εξαίρεση το σημείο επαφής 

τους. Δηλαδή, για κάθε εφαπτόμενη της 
f

C  σε σημείο  0 0
A x , f (x ) ,που έχει εξίσωση :

 00 0y f ( ) f ( ) x xx x     ή   00 0y f ( ) x xx f (x )     ισχύει η σχέση  

 00 0f (x) f ( ) x x f ( )x x    για κάθε x , όπου η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν 0x x . 

Διαιρώντας και τα δύο μέλη της παραπάνω σχέσης με x 0  βρίσκουμε: 

o 0

0

x f (x )f (x)
f ( ) 1

x x x
x   

 
 
 

 , με x 0 .  

Επομένως 0 0

x x
0

x f (x )f (x)
f ( ) 1

x x x
lim lim x
 

   
  

    
 και εφόσον (από την υπόθεση) 

x

f (x)
lim 0

x

  και  

0 0

x x

x f (x )
lim lim 0

x x 

   παίρνουμε  00 f ( ) 1 0 0x    , δηλαδή 0f ( ) 0x   για το τυχαίο (αλλά σταθερό)  

0x  , δηλαδή f (x) 0   (1) για κάθε x . 

Επειδή η f δεν έχει κρίσιμα σημεία και είναι παραγωγίσιμη, ισχύει ότι  f x 0  για κάθε x , οπότε από 

τη σχέση (1) προκύπτει ότι  f x 0  για κάθε x , άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα. 

 

Δ2.  Για κάθε x είναι       00 0x xf x f x f x    

Είναι       00 0 0
x x

x xlim f x f x lim f x x
 

        , οπότε και  
x
lim f x


  . 

 

Δ3. Η εξίσωση ισοδύναμα γράφεται f (ln x) f (ln x) f (x 1) f (x 1),  x 0       . 

Θεωρούμε τη συνάρτηση h :   με h(x) f (x) f (x)   η οποία είναι παραγωγίσιμη στο  ως  

διαφορά παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  h (x) f (x) f (x) f (x) f (x) 0        εφόσον  

f (x) 0 και  f (x) 0    για κάθε x .Άρα η h είναι γνησίως φθίνουσα οπότε και «1-1» 

     

Έχουμε : f (ln x) f (ln x) f (x 1) f (ln x),  x 0       οπότε  

h  1-1

h(ln x) h(x 1) ln x x 1 x 1         

(γνωρίζουμε ότι ln x x 1   για κάθε x 0  και το ίσον ισχύει αν και μόνο αν x=1). 

 

Δ4. Είναι   

2
1

f (x )

x

2

1

f (x)

x
lim e 1 f (x) x

e 1 x
lim

1 f (x)

f (x)

 
  

  
                        
  

. 

          Υπολογίζουμε το όριο 

1

f (x )

x

e 1
lim

1

f (x)





 
 
 
 
 
 

.  

Θέτουμε 
1

u
f (x)

 , τότε (λόγω του Δ2) : x u 0   και το παραπάνω όριο γίνεται   

 

 

1

f (x )

x

0
uu u0

u

u 0 DLH u 0 u 0 u 0

e 1
lim

1

f (x)

e 1e 1 e
lim lim lim lime 1

u 1u


 
 
 

   



 
   

       
   

 
 

. 
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        Υπολογίζουμε το όριο 
x

x
lim

f (x)


.  

Είναι 

1

f (x ) 1 1 1 1 x 1
x 1 x x

f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) f (x)




            . Έτσι : 

1 x 1

f (x) f (x) f (x)


   . Επειδή 

x x

1 1
lim lim 0

f (x) f (x) 

  
   
   
   

από κριτήριο παρεμβολής παίρνουμε  

x

x
lim

f (x)
0




 . 

 Τελικά   

2
1

f (x )

x

2

1

f (x)

x
lim e 1 f (x) x

e 1 x
lim 1 0 0

1 f (x)

f (x)

 
  

  
                           
  

. 

Δ5.  Είναι          h (x) x x f (x) 1 x f (x) h (x) x x f (x)                

Έτσι , υπάρχει σταθερά c  τέτοια ώστε  h (x) x x f (x) c       για κάθε x . 

Για x 0  η προηγούμενη σχέση μας δίνει  h (0) 0 0 f (0) c 0 c        . 

Οπότε  h (x) x x f (x)      για κάθε x . 

Γνωρίζουμε ότι x x   για κάθε x  με το ίσον να ισχύει μόνο όταν x= 0. 

Αν x 0 είναι  x x x x x ά x x 0            

Αν x 0 είναι  x x x x x ά x x 0           

Επίσης, από το Δ1 ερώτημα έχουμε f (x) 0   για κάθε x . Η συνάρτηση h είναι συνεχής στο  οπότε 

είναι : 

 h (x) x x f (x) 0       για x 0  και  h (x) x x f (x) 0       για x 0.  Συνεπώς η f είναι: 

       ● γνησίως αύξουσα στο διάστημα  , 0  και 

       ● γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  0,  

με (ολικό) μέγιστο στη θέση x=0 . 
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6ο Γενικό επαναληπτικό Διαγώνισμα 
 

Θέμα Α 
A1. Ας υποθέσουμε ότι η f παρουσιάζει στο 

0x τοπικό μέγιστο. Επειδή το 
0x  είναι εσωτερικό σημείο του Δ 

και η f παρουσιάζει σ’ αυτό τοπικό μέγιστο, υπάρχει δ > 0 τέτοιο, ώστε  0 0x δ,x δ Δ    και 

   0f x f x , για κάθε     0 0x x δ,x δ  1   .  

Επειδή, επιπλέον, η f είναι παραγωγίσιμη στο 
0x , ισχύει  

       
0 0

0 0

0
x x x x

0 0

f x f x f x f x
f x lim lim

x x x x  

 
  

 
. 

Επομένως, 

- αν  0 0x x δ,x    , τότε, λόγω της (1) θα είναι 
   0

0

f x f x
0

x x





, οπότε θα έχουμε 

 
   

0

0

0
x x

0

f x f x
f x lim 0  (2)

x x


  


 

- αν  0 0x x ,x δ    , τότε, λόγω της (1) θα είναι 
   0

0

f x f x
0

x x





, οπότε θα έχουμε 

 
   

0

0

0
x x

0

f x f x
f x lim 0  (3)

x x


  


 

Από τις (2) και (3) έχουμε  0f x 0  . 

 

Α2. Ονομάζουμε πραγματική συνάρτηση με πεδίο ορισμού το Α μια διαδικασία (κανόνα) f, με τη οποία κάθε 

στοιχείο x Α αντιστοιχίζεται σε έναν μόνο πραγματικό αριθμό y. To y ονομάζεται τιμή της f στο x και 

συμβολίζεται με f(x). Για να εκφράσουμε τη διαδικασία αυτή, γράφουμε : f : Α    ,  x f x  

 

Α3. Α3. α) Αληθής 

β) Θεωρούμε τις συναρτήσεις   2f x x  με fD   και  g x x 1   με gD  . Παρατηρούμε ότι 

f g g fD D   αλλά για κάθε x  έχουμε :          
2 2f g x f g x f x 1 x 1 x 2x 1         και 

       2 2 2g f x g f x g x x 1 x 2x 1        άρα      f g x g f x , συνεπώς f g g f .  

 

Α4. α) Λ  β) Λ  γ)  Σ  δ)  Σ  ε) Λ 

 

Θέμα Β 

Β1. Ισχύει ότι   
x x x

αx π αx
lim f x e lim e lim e α e

x α x  


      


. 

 

Β2.  α. Για  α e  έχουμε  
ex π

f x
x e





 με    fD ,e e,    . Έστω 1 2 fx ,x D  με    1 2f x f x . 

         1 2
1 2 1 2 2 1

1 2

ex π ex π
f x f x ex π x e ex π x e

x e x e

 
         

 
 

2 2

1 2 1 2 1 2 2 1ex x e x πx πe ex x e x πx πe       

   2 2 2 2

2 2 1 1 2 1 1 2πx e x πx e x π e x π e x x x         . Άρα η f είναι 1 – 1 , συνεπώς αντιστρέφεται. 

   
ex π

f x y y ex π x e y
x e


       


 

 ex π xy ey xy ex π ey y e x π ey            

● αν y=e, τότε 
20 x e π   που είναι αδύνατη. Άρα το e f (A)  
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● αν y e  τότε  
y e

1π ey ey π
y e x π ey x f (y) , y e

y e y e


 

       
 

, δηλαδή 1 ex π
f (x) ,x e

x e

 
 


, άρα 

1f f  . 

Β3. i.   w f f

ex π
D x D / f x D x e / e

x e

 
      

 
   2 2x e /ex π xe e x e / π e         .  

Άρα    wD ,e e,     .  

    

 2

2

e x eπ π x eex π
e π

x e x ew x f f x
ex π ex π ex e

e
x e x e

  


   
   


 

 22 2

2 2 2

e π xe x eπ πx πe e x πx
x

ex π ex e π e π e

   
   

    
. 

ii.    wD ,e e.     . Για   x 0,1  έχουμε    
2

g x x 2 x 1 x 1       οπότε 

     
2

g g g gD x D / g x D 0 x 1  και  0 x 1 1          . 

 Είναι  
0 x 12

x 1 1 x 1 1 1 x 1 x 0
 

             , οπότε  g gD 0,1  .  

Επομένως  w g gD D  άρα  οι συναρτήσεις w και h  δεν είναι ίσες . 

 Για  x 0,1  έχουμε  

            
2

22 2

g g x g g x g x 1 x 1 1 x 1 1
 

         
 

 
0 x 1 2

x 1 0

1 x 1 x
 

 

   . 

Άρα οι συναρτήσεις w και h g g   είναι ίσες στο  0,1 . 

 

 Β4. (i).  Για x e  η f είναι συνεχής με παράγωγο  
   

   

2

2 2

e x e ex πex π e π
f x =  0

x e x e x e

     
     

   
, 

συνεπώς η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  e, . 

(ii). Είναι       2

x e x e x e

ex π 1
lim f x lim lim ex π e π

x e x e    

  
          

 και 

 
x x x

ex π ex
lim f x lim lim e

x e x  


  


. 

Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  Δ e,   έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών το 

   f Δ e,  . 

Επειδή 1 ημλ 1    για κάθε λ , το ημλ δεν ανήκει στο  f Δ , οπότε η εξίσωση  f x ημλ είναι 

αδύνατη στο  e,  

 

Θέμα Γ 
 

Γ1.
e e e

21 1 1

eln x 1 1 1 1
dx ln xdx ln x dx

1x x x x x

   
           

   
    

e e

2 21 1

eln x 1 1 1 1
dx dx

1x e x e x

 
        

 
 

e e

2 21 1

ln x 1 1 ln x 2
dx 1 dx 1

x e e x e
        . 

 

Γ2.  Θέτουμε  
e

1
c f x dx  .Είναι      

e

2 21

ln x 2 ln x 2
f x f x dx 1 f x c 1

x e x e
          (1). 

Με ολοκλήρωση της σχέσης (1) έχουμε 

 
e e e e

2 21 1 1 1

ln x 2 ln x 2
f x dx c 1 dx c dx c 1 dx

x e x e

   
            

   
   
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e2 2 2 2
c 1 c 1 x c 1 ce 2 e c 1

1e e e e

  
                 

  

 
 

22 2 e4 4e 4 e
2c ce 4 e 2 e c c

e e

  
        

 e 2 e


2 e 2
c c 1

e e

 
      οπότε  

   
2 2

ln x 2 2 ln x
f x 1 1 f x

x e e x
       . 

 

Γ3. Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με    

2

4

1
x ln x 2x

xxf x
x

  
  

ln x 2 x 
4x

  

 
3

1 2ln x
f x

x


  . 

Είναι  
x 0

3

1 2ln x 1
f x 0 0 1 2ln x 0 2ln x 1 ln x x e

x 2


             . 

H f  είναι συνεχής στο  0,  άρα είναι γνησίως αύξουσα στο 0, e


,γνησίως φθίνουσα στο e, 


 

οπότε παρουσιάζει μέγιστο στο e το   2

ln e 1
f e

2ee
  . 

Επομένως    
2 22 2e 2 2e x 2e x

2

ln x 1
f x f e 2eln x x ln x x ln x lne x e .

x 2e
            

  

Γ4. Έχουμε :    
2 2

x 0 x 0 x 0

ln x 1
lim f x lim lim ln x ,

x x    

 
        

 
 

 
2 2x x D.L.H. x

ln x 1
lim f x lim lim 0

x 2x





  
   . 

H f είναι συνεχής στο e  οπότε      
x e x e

1
lim f x lim f x f e

2e 
 

    . 

Έστω   1 2Α 0, e ,Α e,  


. 

Είναι            
f f

1 2
xx 0 x e

1 1
f A lim f x ,f e , ,f A lim f x , lim f x 0,

2e 2e  

                

< >

  

To 
1

e
   ανήκει μόνο στο  1f A  άρα η εξίσωση  

1
f x

e
   έχει 1 ρίζα στο 1Α  , η οποία είναι μοναδική 

αφού η f είναι γνησίως αύξουσα στο 1Α και θετική, αφού  1Α 0,  .   

 

Γ5. Η f    είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με   

 
 3 2

2

6

2
x 1 2ln x 3x 2 xxf x

x

     
  

  21 2ln x 3 x  
4

6x

  
3

6ln x 5
f x

x


  . 

Είναι  
x 0

6 5

3

6ln x 5 5
f x 0 0 6ln x 5 0 6ln x 5 ln x x e

x 6


             . 

H f  είναι συνεχής στο  0,  άρα είναι κοίλη στο  6 50, e 


,κυρτή  στο 6 5e , 


 άρα έχει σημείο καμπής 

το σημείο 
6 5

3 5

5
e ,

6 e

 
 
 

. 

Είναι  
x 0
lim f x ,


   

x
lim f x 0


  άρα έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη τον άξονα y΄y και οριζόντια 

ασύμπτωτη τον άξονα x΄x. Τέμνει τον άξονα x΄x στο σημείο (1,0) και δεν τέμνει τον άξονα y΄y. 
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Επομένως έχει την παρακάτω γραφική παράσταση: 

 

 

Θέμα Δ 
 

Δ1. Για κάθε x είναι  
 

 

 

 

 

 

3x x 3x x 3x x x 3x x

2 2 2
x x x

3e e 1 e e e 3e 3 e e 2e 3
f x 0

e 1 e 1 e 1

    
    

  
 άρα η f  

είναι γνησίως αύξουσα. 

 

Δ2. 0 0 0 0 0 0 0

0

2x x 2x 3x x 3x x

x

1
e 2025 2025e e 2025 2025 e 2025e 2025 e 2025e 2025

e


             

   
0

0 0

0

3x
3x x

0x

e
e 2025 e 1 2025 f x 2025

e 1
     


. 

Είναι  
3x

xx x

e 0
lim f x lim 0

e 1 0 1 
  

 
 και  

3x 3x
2x

x xx x DLH x x

e 3e
lim f x lim lim lim 3e

e 1 e

 
 
 

   
    


. 

Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα έχει σύνολο τιμών το  0, . 

Επειδή το 2025 περιέχεται στο σύνολο τιμών της f υπάρχει μοναδικό λόγω μονοτονίας 0x   τέτοιο, ώστε  

 0f x 2025 . 

 

Δ3. α) Επειδή F αρχική της f, είναι    F x f x 0    άρα F γνησίως αύξουσα στο . 

Είναι    F x f x 0    άρα η F είναι κυρτή. 

Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της F στο x = 0 έχει εξίσωση 

     
1

y F 0 F 0 x y f 0 x y x
2

      . 

Επειδή η F είναι κυρτή βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της εκτός από το σημείο επαφής , οπότε 

   
1

F x x 2F x x
2

    για κάθε x . 

 

β) Έστω       φ x x 2F x x 1 x, x 0,1     . 

Η φ είναι συνεχής στο [0, 1] ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

Είναι      φ 0 1 0, φ 1 2F 1 1 0       γιατί για κάθε x είναι  2F x x  και η ισότητα ισχύει μόνο για  

x = 0 οπότε για x = 1 είναι    2F 1 1 2F 1 1 0    . 

Επειδή    φ 0 φ 1 0  σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano, η εξίσωση φ(x) = 0 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο 

(0, 1). 
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γ) Για κάθε    
f

0 00 x x f x f x 2025    
1

 και επειδή η ισότητα ισχύει μόνο για 
0x x , είναι 

       
0 0x x

0 0 0 0
0 0

f x dx 2025 2025dx F x F 0 2025x F x 2025x       . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


