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4ο Γιαγώνισμα  Λύσεις 

 

Θέμα Α 
Α1. Έζηω   1

1 1 0P x x x ... x 

      . Σύκθωλα κε ηηο ηδηόηεηεο νξίωλ, ηζρύεη: 

      
         

0 0 0 0 0 0

1 1

1 1 0 1 1 0
x x x x x x x x x x x x
lim P x lim x x ... x lim x lim x lim x lim   

   
     

                                  

                    
0 0 0

1 1

1 1 0 0 1 0 1 0 0
x x x x x x
lim x lim x ... lim x x x ... x P x   

   
  

            

 

Α2. Έζηω f κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη Α1 ην ζύλνιν ηωλ ζεκείωλ ηνπ Α ζην νπνίν απηή     

       είλαη παξαγωγίζηκε. Αληηζηνηρίδνληαο θάζε 1x A  ζην  f x , νξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε  

        1f : A  ,  x f x , ε νπνία νλνκάδεηαη πξώηε παξάγωγνο ηεο f  ή απιά παξάγωγνο ηεο f. 

        Η ληνζηή παξάγωγνο ηεο f  κε λ 3 ζπκβνιίδεηαη κε  λ
f θαη είλαη:    λ λ 1

f f
  

 
  

 

A3. α) Λάζνο 

       β) Έζηω όηη έρνπκε ηελ ζπλάξηεζε  
1

,x 0
f x x

1,x 0











 ε νπνία  

         έρεη θαηαθόξπθε αζύκπηωηε ηνλ άμνλα y΄y θαη γηα x 0  ε  

        γξαθηθή  ηεο παξάζηαζε ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄y.  

 

Α4. Η αληηθαηάζηαζε 
1

x
u

  δελ είλαη ζωζηή δηόηη όηαλ ην x      

       παίξλεη ηελ ηηκή κεδέλ, δελ ππάξρεη αληίζηνηρν u. 

 

A5. α) Λάζνο.  

          Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ιέμε ππνζύλνιν:  

          Αλ κία ζπλάξηεζε έρεη πεδίν νξηζκνύ ην Α θαη ε παξάγωγόο ηεο έρεη πεδίν νξηζκνύ ην Β ηόηε ζα  

          ηζρύεη πάληα όηη ην Β είλαη ππνζύλνιν ηνπ Α. 

      β) Σωζηό 

 

 

      γ) Λάζνο.  

          Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ιέμε ζπλερήο ή ηελ ιέμε παξαγωγίζηκε, θαζώο αλ είλαη παξαγωγίζηκε  

         είλαη θαη ζπλερήο:  

         Mηα ζπλερήο ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζην  δελ κπνξεί λα έρεη θαηαθόξπθε αζύκπηωηή 

 

 

Θέμα Β 
 

Β1. Έζηω  
u 1

g x u 2x 1 u x
2


      . Είλαη 

1 u 1 1
x u 0

2 2 2


     . Τόηε:  

      
24x 4x 5

f g x
2x 1

 
 


 

2
u 1

4 4
2

f u

 
 

 


2 u 1

2


5

2



u 1

2



4

1





2u 2u 1

4

 
2

2u 2 5
u 4

u u

  


 . 

    Άξα  
2x 4

f x , x 0
x


   

 

 

Β2. Η f είλαη παξαγωγίζηκε ζην  κε  
 2 2

2 2

2x x x 4 1 x 4
f x

x x

    
    
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x       - 2          0           2         
2x 4  +        + 

2x  + + +    + 

f   +        + 

f < > > < 
 

 

     Γηα θάζε x 2   είλαη  f x 0  θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην – 2, είλαη γλεζίωο αύμνπζα  

    ζην  , 2  . Γηα θάζε  x 2,0   είλαη  f x 0  θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην – 2, είλαη γλεζίωο      

    θζίλνπζα   ζην  2,0 .Γηα θάζε  x 0,2  είλαη  f x 0  θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην  2, είλαη  

    γλεζίωο  θζίλνπζα   ζην  0,2 . Γηα θάζε x 2  είλαη  f x 0  θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 2, είλαη  

    γλεζίωο αύμνπζα  ζην  2, . Η f έρεη ηνπηθό κέγηζην ην  f 2 4    θαη ηνπηθό ειάρηζην ην  

     f 2 4 . 

 

Β3. Η f  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  κε   2 3

4 8
f x 1

x x

 
    

 
. 

    Γηα θάζε x 0 είλαη    f x 0 f ,0   4  θαη γηα θάζε x 0 είλαη    f x 0 f 0,   3  

 

Β4. Είλαη      
2

2

x 0 x 0 x 0

x 4 1
lim f x lim lim x 4 4

x x    

  
       

 
 θαη  

           
2

2

x 0 x 0 x 0

x 4 1
lim f x lim lim x 4 4

x x    

  
       

 
 άξα ε επζεία x 0 , δειαδή ν άμνλαο  

      y΄y, είλαη θαηαθόξπθε αζύκπηωηε ηεο fC  

      Είλαη
 

2

2 2

2 2x x x x

x 4
f x x 4 xxlim lim lim lim 1

x x x x   




     θαη 

       
2 2

x x x

x 4 x
lim f x x lim x lim

x  

 
    

 

24 x 
0

x
 , άξα ε επζεία y x είλαη πιάγηα  

      αζύκπηωηε ηεο fC ζην  θαη θάλνληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία είλαη θαη ζην  . 

 

     Είλαη  
2

x x

x
lim f x lim
 


x

    θαη  
2

x x

x
lim f x lim
 


x

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x           - 2                  0                2                

f 
 

    + + 

f   +     + 

f  
 

               Τ.Μ. 

   

 

 

 

              Τ.Ε. 

T.M. T.E. 
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Β5. Έζηω   0 0M x ,f x . Η εθαπηνκέλε ζην Μ είλαη θάζεηε ζηελ επζεία δ: y x , αλ θαη κόλν αλ 

      0 δf x ι 1    
2

2 2 2 20
0 0 0 0 02

0

x 4
1 x 4 x 2x 4 x 2 x 2

x


              

     Είλαη  
 

2

2 4 6 6 2
f 2 3 2

22 2


     θαη  

 
2

2 4 6
f 2 3 2

2 2

 
     


. 

   Τα δεηνύκελα ζεκεία είλαη ηα    Α 2,3 2 θαη Β 2, 3 2  . Επεηδή ην κέζν ηνπ ηκήκαηνο  

    ΑΒ είλαη ην  Ο 0,0 , ηα ζεκεία Α θαη Β είλαη ζπκκεηξηθά ωο πξνο ην Ο. 

 

Β6. Έζηω     Μ x t ,y t ,   x t 0  ,     
 

 

2x t 4
y t f x t

x t


  . 

    Επεηδή ε ηεηκεκέλε ηνπ  Μ κεηώλεηαη κε ξπζκό 2 κνλάδεο ην δεπηεξόιεπην, είλαη  x t 2   .  

    Αλ 0t t  ε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ην Μ δηέξρεηαη από ην ζεκείν  4, 5  , ηόηε    0 0x t 4 θαη t t 5    . 

    α) Ο ξπζκό κεηαβνιήο ηεο ηεηαγκέλεο ηνπ Μ είλαη 

                 
 

 
 

2

2

x t 4
y t f x t f x t x t x t

x t

       θαη ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t t είλαη 

         
 

 
   

2

0

0 02

0

x t 4 16 4 3
y t x t 2

x t 16 2

 
      κ.κ./sec 

 

    β) Είλαη  
 

 

 
 

 

 

   

2

2

2 2

x t 4

y t x t x t 4 4
εθζ t 1

x t x t x t x t




      

        
 

 

   
 

2 2 3

ζ t4 8
εθζ t 1 x t

x t ζπλ ζ t x t

         
 

 θαη ηε ρξνληθή  

     ζηηγκή 0t t :   
 

 
 0 2

0 03

0

8x t
ζ t ζπλ ζ t

x t


   .  

    Από ην ππζαγόξεην ζεώξεκα ζην νξζνγώλην ηξίγωλν ΟΓΜ ηε ρξνληθή  

     ζηηγκή 0t t έρνπκε: 

            
2 2

0OM t 4 5 41     , νπόηε   
 

  
0

0

0

x t 4
ζπλζ t

ΟΜ t 41
    

     θαη  
 

 
2

0 3

8 4 4
ζ t 2 rad / sec

41414

 
       

  
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Θέμα Γ 

Γ1.          
1 1 1

2 2

0 0 0
9x 2f 1 2 dx 3 f x dx 9x 4f 1 4 f 2 dx           

          
1 113 3

00 0
3x 2f 1 x 2x 3f x 3x 4f 1 x 4x f 2 x                   

    
     3 2f 1 2 3f 1 3f 0       

0

3 4f 1 4 f 2       

    

   

       

   

   

1 2f 1 3f 1 1 f 1 1

3f 1 1 4f 1 f 2 2 f 2 7f 1 1 7 1 8

     
 

          
  

 

     
         

2 2 2
2 2

0 0 0
9x 2f 1 2 dx 3f x dx 9x 4f 1 4 f 2 dx           

    
       

2 223 3

00 0
3x 2f 1 x 2x 3f x 3x 4f 1 x 4x f 2 x                  

    
     24 4f 1 4 3f 2 3f 0       

0

24 8f 1 8 2f 2      

   

   

     

     

   

 

   

120 4f 1 3f 2 3f 2 20 4f 1 24 f 2 8

f 2 83f 2 16 8f 1 2f 2 8 8f 1 16 f 2 16 f 2 8

          
   

            
 

 

   Άξα  f 2 8   

   Από ηε ζρέζε (2) είλαη        3f 1 1 4f 1 8 7f 1 7 f 1 1         (2) 

   Από ηηο (1),(2) είλαη  f 1 1  

    Η δνζείζα ζρέζε γίλεηαη:    2 2 2 29x 2 1 2 3f x 9x 4 1 4 8 9x 3f x 9x               

    
     2 2 2 33x f x 3x f x 3x f x x c         θαη αθνύ  f 0 0 , είλαη c 0 , 

    άξα   3f x x  

 

Γ2. Είλαη   2f x 3x 0    γηα x 0  νπόηε ε f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  αθνύ  

    είλαη ζπλερήο ζην . Άξα είλαη 1-1 νπόηε αληηζηξέθεηαη.   3f x y x y.     

    Αλ y 0  ηόηε  13 3x y f y y    νπόηε  1 3f x x  . 

   Αλ y 0  ηόηε  13 3x y f y y      νπόηε  1 3f x x    . 

   Άξα  
3

1

3

x ,x 0
f x

x ,x 0


 

 
  

 . 

 

Γ3. Η εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α είλαη :  

         3 2 2 3y f f x y 3 x y 3 x 2                 . 

     2 3 3 2 3 3 2 2 3f x 3 x 2 x 3 x 2 0 x x 2 x 2 0                    

           2 2 2 2x x 2 x 0 x x x 2 x 0              

       2 2x x x 2 0 x 0 x ή                       

    2 2 2 2 2x x 2 0 x x 0           

       x x x 0         x x 2 0 x ή x 2         . 

    Είλαη    
3 3f 2 2 8         . Άξα έρνπλ θαη άιιν θνηλό ζεκείν εθηόο από ην Μ ην  32 , 8     . 

   Είλαη      
2 2 2f 2 3 2 3 4 4 3 4f              .   

    Άξα ε θιίζε ηεο 
fC  είλαη ηεηξαπιάζηα ηεο θιίζεο ηεο ζην Μ 

 

Γ4.    
x 0 x 0

1 3 9 83f x f x x x x x 1 x x 1
 

          . 
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    Γηα θάζε  x 0,1  1f
C  βξίζθεηαη πάλω από ηελ

fC , νπόηε ε θαηαθόξπθε απόζηαζε ηωλ δύν θακππιώλ  

    είλαη        1 33d x f x f x x x , x 0,1     . 

    Είλαη      1 2

3 2

1
d x f x f x 3x

3 x

      θαη  

     
x 0

2 6 8

2 6 43 2

1 1 1 1
d x 0 3x 27x x x

27x 3 273 x



           

    Γηα θάζε 
4

1
x 0,

27

 
 
 

 είλαη  
4

1
d x 0 d 0,

27

 
    

 
1  θαη γηα θάζε 

4

1
x ,1

27

 
 
 

 είλαη  

     
4

1
d x 0 d ,1

27

 
   

 
2 . Η θαηαθόξπθε απόζηαζε d γίλεηαη κέγηζηε γηα 

4

1
x

27
 . 

 

Γ5.    4 2 4 3 2f x x 3x 7x 4 5 x x 3x 7x 4 0            

     3x 1 x 3x 4 0      

   x 1  ή  3x 3x 4 0    

   Έζηω   3g x x 3x 4, x    . 

   Η g είλαη παξαγωγίζηκε ζην  κε   2g x 3x 3   . 

   Είλαη   2 2g x 0 3x 3 0 x 1 x 1 x 1 ή x 1             

   Γηα θάζε  x , 1    είλαη    g x 0 g , 1    1 . 

   Γηα θάζε  x 1,1   είλαη    g x 0 g 1,1   2  θαη γηα θάζε  x 1,   είλαη    g x 0 g 1,   1 . 

   Είλαη    3 3

x x x x
lim g x lim x , lim g x lim x
   

      ,  g 1 6   θαη  g 1 2 . 

   Σην δηάζηεκα  1 , 1     ε g είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα άξα 

          1
x

g lim g x ,g 1 ,6


    


. 

   Επεηδή  10 g  , ε εμίζωζε  g x 0  έρεη αθξηβώο κηα ξίδα ζην 1 . 

   Σην δηάζηεκα  2 1,1    ε g είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο θζίλνπζα άξα        2g g 1 ,g 1 2,6       . 

   Επεηδή  20 g   ε εμίζωζε  g x 0  είλαη αδύλαηε ζην 2 . 

   Σην δηάζηεκα  3 1,    ε g είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα άξα 

         3
x

g g 1 , lim g x 2,


   


. Επεηδή  30 g   ε εμίζωζε  g x 0  είλαη αδύλαηε ζην 3 . 

  Τειηθά ε (5) έρεη 2 ιύζεηο. 

 

Θέμα Γ 
 

Γ1. Η g είλαη παξαγωγίζηκε ζην  1,  ωο άζξνηζκα παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ κε  

               f x f x f x1 1
g x e xf x e e 1 xf x

x x
         . Η g  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  1, κε 

                  f x f x

2

1
g x e f x 1 xf x e f x xf x

x
           

                2f x

2

1
g x e f x x f x f x xf x

x
           

                
 f x

2f x f x

2 2 2 2 2

1 e 1 1 1
g x e 2f x x f x xf x e 0

x x x x x

 
                

     

   

 g x c, c     

   Είλαη       f e 1 1 1
g e e 1 ef e 0 c 0

e e e
          άξα     1 1g x 0 g x c , c      . 

1 -1 -3  7 - 4 ξ=1 

  1  0 -3   4 

1  0 -3  4   0 
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   Είλαη      f e

1

1
g e ee lne, e 1 1 1 0 c 0 g x 0

e
           γηα θάζε x 1 . 

 

Γ2.          f x f x f x ln x ln x
g x 0 xe ln x 0 xe ln x e f x ln

x x

 
           

 
  

      f x ln ln x ln x   

    Γηα θάζε x 1  είλαη      0 lnx x 1 x ln lnx lnx ln lnx lnx 0 f x 0             

 

Γ3. Είλαη       
ln x u

x 1 x 1 u 0 u 0
lim f x lim ln ln x ln x lim lnu u

   



   
       , άξα ε x 1  είλαη θαηαθόξπθε  

     αζύκπηωηε ηεο fC  . 

         
ln x u

x x u u u

ln u
lim f x lim ln ln x ln x lim ln u u lim u 1

u



    

  
         

  
 γηαηί 

   
u DLH u

1

ln u ulim lim 0
u 1

 
 
 

 
   , άξα ε fC  δελ έρεη νξηδόληηα αζύκπηωηε. 

 

    

Είλαη

 

   
 

x x DLH x x

1 ln x
f x ln ln x ln x 1 1x ln xlim lim lim lim 1 0 0 1 0

x x 1 x ln x

 
 
 

   


   

        
  

 άξα ε fC  δελ  

    έρεη πιάγηα αζύκπηωηε. 

 

Γ4. Αξθεί λα δείμνπκε όηη ππάξρνπλ 1 2x ,x 1  κε 1 2x x  ηέηνηα, ώζηε    1 2f x f x 0     

   Είλαη  
 

2

2

ln x ln x 1
f x

x ln x

 
   . 

   Τν ηξηώλπκν 2ω ω 1   έρεη ξίδεο 1,2

1 5
ω

2


  . Όκωο κε ω ln x 0   γηα x 1  , είλαη  

   2ω ω 1 0    γηα θάζε 
1 5

ω 0,
2

 
  
 

 θαη 2ω ω 1 0    γηα θάζε 
1 5

2
0

1 5
ω x e x

2




    . 

   Άξα γηα θάζε  0x 1,x  είλαη    0f x 0 f 1,x   2  θαη γηα θάζε 0x x  είλαη  

      0f x 0 f x ,   1  . 

   Είλαη  
 

 
2

20 0
0 0 0 0 02

0 0

ln x ln x 1
f x 0 0 ln x ln x 1 0 ln x ln x 1 1

x ln x

 
           

 

    

0

0

1
ln x 1

ln x
    

   Τόηε   0 0
0 2

0 0 0 0 0 0

1

1 ln x ln x 1
f x 0

x ln x x ln x x ln x




       . 

      
x 1 x 1 x 1

1 ln x 1 ln x 1
lim f x lim lim 1

x ln x x ln x    

  
        

 
 ,  

     
 x x DLH x

1 ln x 1
lim f x lim lim 0

x ln x x ln x 1





  


     


 

   Σην δηάζηεκα  1 0A 1,x  ε f   είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο θζίλνπζα, άξα έρεη αληίζηνηρν ζύλνιν ηηκώλ  

    ην     1 0f A f x ,    . 

   Σην δηάζηεκα  2 0A x ,   ε f   είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα, άξα έρεη αληίζηνηρν ζύλνιν  

   ηηκώλ ην     2 0f A f x ,0    
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   Έζηω   0α f x ,0  , ηόηε   0α 0, f x    . Επεηδή  2α f A  ππάξρεη 1 2x Α  ηέηνην, ώζηε  

    1f x α   . Επεηδή  1α f A   ππάξρεη 2 1x Α  ηέηνην, ώζηε   2f x α    . Είλαη    1 2f x f x 0   . 

 

Γ5.            
2 2 22e e ee 2 2

ee e e
f x dx x f x dx xf x xf x dx e f e ef e x           

1 ln x

x

2e

e
dx

ln x
  

          
2 2e e

2 2

e e

1
f x dx e ln2 2 e 1 1 dx e ln2 2 e

ln x

 
         

 
 

2e
2

e

1
dx e e

ln x
   

 

       
2 2e e

2

e e

1
f x dx e ln2 1 dx

ln x
     

   Γηα θάζε x 1  είλαη  
2 2 2e e e

ee e

1 1 1 1
0 ln x x 1 dx dx ln x 1

ln x x 1 ln x x 1
                 

        
2e

2 2

e

1
e ln2 1 dx e ln2 1 ln e 1

ln x
       .   

   Άξα      
2e

2

e
f x dx e ln2 1 ln e 1    . 

 

 

 

 

 

 


