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Λύσεις 1οσ Γιαγωνίσματος 
 

Α1.Αξθεί λα απνδείμνπκε όηη γηα νπνηαδήπνηε 1 2x ,x Δ  ηζρύεη    1 2f x f x . Πξάγκαηη 

     Αλ 1 2x x , ηόηε πξνθαλώο    1 2f x f x . 

     Αλ 1 2x x , ηόηε ζην δηάζηεκα  1 2x ,x  ε  f  ηθαλνπνηεί ηηο ππνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο κέζεο ηηκήο.        

      Επνκέλωο, ππάξρεη  1 2μ x ,x  ηέηνην, ώζηε     
   2 1

2 1

f x f x
f μ

x x


 


     (1) 

      Επεηδή ην μ είλαη εζωηεξηθό ζεκείν ηνπ Δ, ηζρύεη  f μ 0  ,νπόηε, ιόγω ηεο (1), είλαη    1 2f x f x .  

     Αλ 2 1x x , ηόηε νκνίωο απνδεηθλύεηαη όηη.    1 2f x f x .Σε όιεο, ινηπόλ,  ηηο πεξηπηώζεηο είλαη  

          1 2f x f x .       

 

 

Α2. Μηα ζπλάξηεζε  f  ιέκε όηη είλαη παξαγωγίζηκε ζ’ έλα ζεκείν 0x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, αλ  

      ππάξρεη ην
   

0

0

x x
0

f x f x
lim

x x




 θαη είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο. Τν όξην απηό νλνκάδεηαη παξάγωγνο  

      ηεο  f ζην 0x  θαη ζπκβνιίδεηαη κε  0f x . Δειαδή:   
   

0

0

0
x x

0

f x f x
f x lim

x x


 


. 

 

Α3. α) Ψεπδήο 

 

      β) Έζηω  f x x 1, x    θαη   2g x x , x .    

        Γηα θάζε x  είλαη       2f g x f g x x 1    θαη        
2 2g f x g f x x 1 x 2x 1       . 

        Είλαη θαλεξό όηη f g g f . 

 

Α4. Η ζπλάξηεζε  
1

f x
x

  δελ νξίδεηαη ζην x 0 . 

 

Α5. α) Λ   β) Σ   γ) Λ 

 

Θέμα Β 
Β1. Θέηω ln x u, u   θαη ε ζρέζε  f ln x ln x ln x  γίλεηαη  f u u u ,u  , νπόηε 

      f x x x , x  . 

 

Β2. Είλαη  
2

2

x , x 0
f x

x , x 0

 
 

 
. Γηα θάζε x 0 είλαη  f x 2x 0   θαη γηα θάζε x 0 είλαη  

    f x 2x 0    , δειαδή  f x 0   γηα θάζε x 0 . Επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 0, είλαη γλεζίωο  

    αύμνπζα ζην , νπόηε είλαη 1-1 θαη αληηζηξέθεηαη. 

    Γηα x 0 είλαη   2f x y x y 0 x y       θαη γηα x 0 είλαη  

   2 2x y 0 x y x y x y             . 

   Είλαη  1
y, y 0

f y
y, y 0


 

 
  

, νπόηε  1
x, x 0

f x
x, x 0


 

 
  

. 
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Β3. Γηα θάζε x 0 είλαη  

         1 2 4 4 3 3f x f x x x x x x x 0 x x 1 0 x 1 x 1                

     Γηα θάζε x 0 είλαη    1 2 2 4 4f x f x x x x x x x x x 0                

     3 3x x 1 0 x 1 x 1         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β4.  2 3 2 4 3 2f x x x 2x 1 x x x 2x 1 0            

    Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε    4 3 2h x x x x 2x 1, x 0,1      . 

    Είλαη  h 1 0 , νπόηε από ην ζρήκα Horner ε h γξάθεηαη     3h x x 1 x x 1    . 

    Έζηω    3π x x x 1, x 0,1    . Είλαη    π 0 1, π 1 1   , δειαδή    π 0 π 1 0  θαη επεηδή ε π είλαη  

    ζπλερήο ωο πνιπωλπκηθή, ιόγω ηνπ ζεωξήκαηνο Bolzano, ππάξρεη  1x 0,1  ηέηνην, ώζηε  1π x 0 . 

    Η π είλαη παξαγωγίζηκε κε   2π x 3x 1 0 π     1 , νπόηε ην 
1x  είλαη ε κνλαδηθή ξίδα ηεο  

    εμίζωζεο  π x 0 . 

            1h x 0 x 1 π x 0 x 1 ή π x 0 x x         , άξα ε εμίζωζε  h x 0   

    2 3 2f x x x 2x 1    έρεη αθξηβώο κηα ξίδα ζην  0,1 . 

 

Β5.    2 2 2020 4 4 2020 4 4 2020f εκx f x x εκ x x x εκ x x x          (1) 

    Γλωξίδνπκε όηη γηα θάζε x ηζρύεη όηη εκx x  θαη ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x 0 , άξα 

    4 4 4 4εκ x x εκ x x 0    . Όκωο 2020x 0  θαη ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x 0 , άξα ε (1) ηζρύεη  

     κόλν γηα x 0 . 

 

Θέμα Γ 
 

Γ1. 1ος τρόπος 

     
   x e x eln x e x 3

f x
x e

   
  



 ln x e

x e




   

x 3 1
ln x e x 3

x e x e


     

 
 

                 
1

f x x 3 ln x e x 3 f x x 3 ln x e
x e

             
 

          f x x 3 ln x e c, c     . Είλαη  f e 1 0 c 0    , νπόηε      f x x 3 ln x e   , x e . 

     2ος τρόπος 

    Έζηω ε ζπλάξηεζε        h x f x x 3 ln x e , x e     . 

    Η h είλαη παξαγωγίζηκε ζην  e, ωο πξάμεηο παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ κε  
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          
     

x e
ln x e x 3 x e ln x e x 31

h x f x ln x e x 3
x e x e x e


      

        
  

 

           
   

x e x e
ln x e x 3 ln x e x 31

h x f x ln x e x 3 0
x e x e x e

 
     

         
  

 

     h x c, c  . Είλαη          h e 1 f e 1 e 1 3 ln e 1 e 0 h x 0             

         f x x 3 ln x e    γηα θάζε x e . 

 

Γ2. Η f είλαη ζπλερήο ζην  3,e 1 ωο γηλόκελν ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ θαη παξαγωγίζηκε ζην  

     3,e 1  κε  
 

x e
ln x e x 3

f x , x e
x e


  

  


. 

    Είλαη          f 3 3 3 ln 3 e 0, f e 1 e 1 3 ln e        1 e   0 , δειαδή    f 3 f e 1  , 

    νπόηε ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα Rolle, ππάξρεη  μ 3,e 1  ηέηνην, ώζηε  f μ 0  . 

 

Γ3. Η f ΄ είλαη παξαγωγίζηκε ζην  e,  κε  

        
x 3 1 x

f x ln x e
x e x e

 
      

  

e x 

   
2 2

3 1 3 e
0

x ex e x e

 
  

 
 άξα ε f <   . 

    Γηα θάζε e x μ   είλαη    f x f μ 0    θαη γηα θάζε x μ  είλαη    f x f μ 0   . 

    Επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην  e,   , ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  e,μ  ,γλεζίωο αύμνπζα ζην  

    μ,  νπόηε έρεη ηνπηθό ειάρηζην ζην x μ . 

 

Γ4. Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε        θ x g x f x 2f x , x e     . 

    Είλαη    θ x 0 f x 0 x 3 ή x e 1        

   Γηα  3 x e 1   είλαη  x 3 0, 0 x e 1 ln x e 0         άξα γηα θάζε  x 3,e 1   είλαη  

      f x 0 θ x 0   , νπόηε ην δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη ην  

               
e 1 e 1 e 1 e 1

3 3 3 3
E Ω θ x dx 2f x dx 2 f x dx 2 x 3 ln x e dx

   

              

     
 

 
2

e 1x 3
E Ω 2 ln x e

32

  
    

  

 
0

2
e 1

3

x 3
dx

x e

 
 


 

     
2

e 1

3

x 6x 9
E Ω dx

x e

  
 

   

     
2

e 1

3

e 6e 9
E Ω x e 6 dx

x e

   
     

 
  

         
2

2
e 1x

E Ω ex 6x e 6e 9 ln x e
32

 
        
 

 

     
 

      
2

2
e 1 9

E Ω e 6 e 1 3e 18 e 6e 9 ln 3 e
2 2


           

 

    
     

2
22e 2e 1 27

E Ω e 5e 6 3e e 3 ln 3 e
2 2

 
           

         
2 2

2e 2e 1 2e 10e 12 27 6e
E Ω e 3 ln 3 e

2

      
      

          
2

23e 14e 16
E Ω e 3 ln 3 e

2

 
     

 

 

  

. .
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Θέμα Γ 
 

Γ1. 1ος τρόπος 

    Αλ ζηε ζρέζε    
2xf x e 3 x 1 2     ε ηζόηεηα δελ ηζρύεη γηα θάζε  x α,α  , ηόηε 

       
α α 2x

α α
f x dx e 3 x 1 2 dx

 
           

α
3 3 3α x

α
α

1
e 1 α 1 α 4α e x 1 2x

e 

           
 

 

  αe
α

1

e
    

3 3 α1 α 1 α 4α e       
3

α

1
1 α 2α

e
     

3
1 α 2α   

 

   
       

3 3 3 3
1 α 1 α 1 α 1 α        πνπ είλαη άηνπν.   

    Άξα    
2xf x e 3 x 1 2     γηα θάζε x α,α   θαη ηειηθά    

2xf x e 3 x 1 2, x      

 

   2ος τρόπος 

   Έζηω      
2xg x f x e 3 x 1 2, x      . 

            
αα α α2 3x x

α α α α

g x dx f x e 3 x 1 2 dx f x dx e x 1 2x
   

             
       

      
2α

α 3

αα

e 1
g x dx 1 α

e


    

3
1 α   

3α4α e 1 α     
3

α

1
2α 1 α

e
    2α   

    
α

α
g x dx 0


  

   Αλ ε ηζόηεηα  g x 0  δελ ηζρύεη γηα θάζε  x α,α  , ηόηε επεηδή  g x 0  ζα είλαη  
α

α
g x dx 0


       

    πνπ είλαη άηνπν. Άξα γηα θάζε  x α,α  είλαη        
2xg x 0 f x e 3 x 1 2, x α,α         θαη  

   ηειηθά     
2xf x e 3 x 1 2, x      

 

Γ2. Η f είλαη παξαγωγίζηκε ζην κε    xf x e 6 x 1     θαη   xf x e 6   . 

 

   Είλαη   xf x 0 e 6 x ln6       

   Γηα θάζε x ln6  είλαη  

      f x 0 f ,ln6   2  θαη γηα θάζε 

   x ln6 είλαη    f x 0 f ln6,   1 . 

   Είλαη  f ln6 6ln6   , 

       x

x x
lim f x lim e 6 x 1
 

     
 
θαη 

      

       
 

 x x

xx x x

6 x 1
lim f x lim e 6 x 1 lim e 1 1 0

e  

   
            
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 γηαηί 

   
 

x xx DLH x

6 x 1 6
lim lim 0

e e

 
 
 

 


  . 

   Σην δηάζηεκα  1Δ ,ln6   ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο θζίλνπζα, νπόηε έρεη  

   αληίζηνηρν ζύλνιν ηηκώλ ην    1f Δ 6ln6,    . Επεηδή  10 f Δ , ππάξρεη κνλαδηθό  

   1 1ξ Δ ηέηνην, ώζηε  1f ξ 0  . 

   Σην δηάζηεκα  2Δ ln6,   ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα, νπόηε έρεη  

   αληίζηνηρν ζύλνιν ηηκώλ ην    2f Δ 6ln6,    . Επεηδή  20 f Δ , ππάξρεη κνλαδηθό  

   2 2ξ Δ ηέηνην, ώζηε  2f ξ 0  . 
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   Επεηδή ε f είλαη παξαγωγίζηκε θαη ε εμίζωζε  f x 0  έρεη δύν ξίδεο, ε f έρεη δύν θξίζηκα  

   ζεκεία. 

 

Γ3.Γηα θάζε      
f

1 1 1x ξ f x f ξ 0 f ,ξ


      
2

1 ,  

   γηα θάζε      
f

1 1 1ξ x ln6 f x f ξ 0 f ξ ,ln6


      
2

2 , 

   γηα θάζε      
f

2 2 2ln6 x ξ f x f ξ 0 f ln6,ξ


      
1

2  θαη ηέινο γηα θάζε  

        
f

2 2 2x ξ f x f ξ 0 f ξ ,


      
1

1  

   Είλαη  f 0 5 0    , νπόηε 1ξ 0  γηαηί   0 f ,0  . 

   Είλαη 
 

   
1f ξ ,ln 6

1 1ξ 0 f ξ f 0 0   
2

, 
 

   
1 2f ξ ,ξ

2 2ξ 0 f ξ f 0 0   
2
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x 1 2 x 1 2
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    
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  

 
    

   Σην δηάζηεκα  1 1A ,ξ  ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα, άξα     1 1f A ,f ξ   

   Επεηδή  10 f A  ππάξρεη κνλαδηθό 1 1x A ηέηνην, ώζηε  1f x 0 . 

   Σην δηάζηεκα  2 1 2Α ξ ,ξ  αλήθεη ην 0, ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο θζίλνπζα νπόηε έρεη κνλαδηθή  

   ξίδα ην 0 αθνύ         2 2 1f 0 0 f A f ξ ,f ξ   . 

 

   Τέινο ζην δηάζηεκα  3 2Α ξ ,   ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα, νπόηε έρεη αληίζηνηρν  

   ζύλνιν ηηκώλ ην     3 2f Α f ξ ,  . Επεηδή  30 f Α  ππάξρεη κνλαδηθό 2 3x Α ηέηνην, ώζηε  

    2f x 0 .  Τειηθά ε f έρεη ηξείο ξίδεο, ηηο 1 2x ,x ,0 . 

 

Γ4.        2 2x 2 2 x 2 2e e 18 x 3 x 1 9 e e 3 x 1 2 e 18 x 11 e              
 

   
   2 2f x e 18 x 11 e     

   Η εθαπηνκέλε ηεο fC ζην x 2 έρεη εμίζωζε     y f 2 f 2 x 2     

      2 2y e 25 e 18 x 2       2 2y e 18 x e 11     

   Επεηδή  f ln6, 1  ε f είλαη θπξηή νπόηε βξίζθεηαη πάλω από θάζε εθαπηνκέλε ηεο ζην  

      2, ln6,   , δειαδή    2 2f x e 18 x 11 e     γηα θάζε x 2  

 

 

 

 

 

 

 


