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10ο Γιαγώνιζμα 

  16 - 5 - 2020 

Θέμα Α 
Α1. Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f, ε νπνία είλαη  ζπλερήο  ζε έλα δηάζηεκα Γ. Αλ  f x 0   ζε θάζε  εζσηεξηθό   

       ζεκείν x ηνπ Γ, ηόηε ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε όιν ην Γ.  

κνλάδεο 7 

Α2. Πόηε κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα  α,β  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ      

     ηεο;  

κνλάδεο 4 

Α3. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό: 

      « Υπάξρνπλ άπεηξεο ζπλαξηήζεηο πνπ είλαη παξαγσγίζηκεο ζην  θαη είλαη ίζεο κε ηε πξώηε ηνπο  

           παξάγσγν». 

   α) Δίλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

   β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

κνλάδεο 4 

Α4.Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηό ζαο ηελ έλδεημε Σωζηό ή  

       Λάθος δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε. 

     α) Αλ f, g είλαη δύν ζπλαξηήζεηο κε πεδία νξηζκνύ A, B αληίζηνηρα, ηόηε ε g f  νξίδεηαη αλ  

         f A B  . 

     β) Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην 0x  θαη ε ζπλάξηεζε g είλαη ζπλερήο ζην 0x , ηόηε ε ζύλζεζε  

        ηνπο g f είλαη ζπλερήο ζην 0x .  

     γ) Αλ κηα ζπλάξηεζε f δελ είλαη ζπλερήο ζην 
0x , ηόηε ε f δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

0x . 

     δ) Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην   θαη δελ είλαη αληηζηξέςηκε, ηόηε ππάξρεη θιεηζηό  

         δηάζηεκα  α,β  , ζην νπνίν ε f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle. 

     ε) Γηα θάζε ζπλάξηεζε f :   πνπ είλαη παξαγσγίζηκε θαη δελ παξνπζηάδεη αθξόηαηα, ηζρύεη  

          f x 0   γηα θάζε x . 

κνλάδεο 10 

 

Θέμα Β 
Οη πνιενδόκνη κηαο πόιεο εθηηκνύλ όηη, όηαλ ν πιεζπζκόο  ηεο πόιεο είλαη x εθαηνληάδεο ρηιηάδεο 

άηνκα, ζα ππάξρνπλ ζηελ πόιε    2f x 10 2 x x x 0    ρηιηάδεο απηνθίλεηα.  

Β1. Να απνδείμεηε όηη όηαλ απμάλεηαη ν πιεζπζκόο ηεο πόιεο απμάλεηαη θαη ν αξηζκόο ησλ  

       απηνθηλήησλ. 

κνλάδεο 5 

Β2. α) Να βξείηε ηελ αληίζηξνθε ηεο ζπλάξηεζεο f. 

κνλάδεο 9 

       β) Τη εθθξάδεη ε αληίζηξνθε  ηεο ζπλάξηεζεο f; 

κνλάδεο 2 

 

       γ) Να βξείηε ηνλ πιεζπζκό ηεο πόιεο όηαλ ν αξηζκόο ησλ απηνθίλεησλ είλαη 120000. 

κνλάδεο 4 

Β3. Αλ ν πιεζπζκόο ηεο πόιεο απμάλεηαη κε ξπζκό  
1

x΄ t
2 t

  όπνπ t 1  ν ρξόλνο ζε έηε θαη ηε      

      ρξνληθή ζηηγκή  t=1 ν πιεζπζκόο ηεο πόιεο είλαη 500000, λα βξείηε πνηα ρξνληθή ζηηγκή ζα  

      ππάξρνπλ 120000 απηνθίλεηα. 

κνλάδεο 5 

                                                                  (Γίλεηαη 7225 85  ) 
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Θέμα Γ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   3 2f x x , x .  

Γ1. Να βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο f.   

κνλάδεο 5 

Γ2. Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 

κνλάδεο 4 

Γ3. Γείμηε όηη γηα θάζε εθαπηόκελε ηεο fC   ππάξρεη αθξηβώο κία εθαπηόκελε θάζεηε ζε απηή.   

κνλάδεο 7 

Γ4.Έζησ ηα ζεκεία   A x,f x  θαη   B x,f x  , x 1 .Αλ ην ζεκείν Α μεθηλά από ηε ζέζε x 1  

     λα απνκαθξύλεηαη από ηνλ άμνλα y΄y κε ηαρύηεηα 0,4t  κνλάδεο κήθνπο ην δεπηεξόιεπην, όπνπ t ν  

     ρξόλνο ζε sec. 

     Τε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ην Α δηέξρεηαη από ην ζεκείν  8,4 , λα βξείηε : 

     α) ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ ηνπ ηξηγώλνπ ΟΑΒ, 

     β) ηελ ηαρύηεηα κε ηελ νπνία απνκαθξύλεηαη από ηνλ άμνλα x΄x. 

κνλάδεο 5+4  

 

Θέμα Γ 
 

Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f ,g :   γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη όηη: 

●  ε f είλαη ζπλερήο 

●           2 x x 2 x 2 2x 2x 2xf x 2xf x e 2f x e εκ f x x 1 e x e 2xe e             γηα θάζε x  

● 

 

 

3 2
xx x

3 2e g x
6 2 x xx x

e 2 g x e e 1
6 2


 

             γηα θάζε x . 

 

Γ1. Να δείμεηε όηη     xf x x 1 e  , x . 

κνλάδεο 7 

Γ2. Να δείμεηε όηη  
3 2

xx x
g x e

6 2

 
  
 

, x . 

κνλάδεο 7 

Γ3.Να κειεηήζεηε σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ηε ζπλάξηεζε      θ x f x g x , x   . 

κνλάδεο 5 

Γ4. Αλ γηα ηε ζπλάξηεζε h :  ηζρύεη:    
 3

h x

x 0

h x
lim e h x 1

6

 
    

 
, λα βξείηε ην  

x 0
limh x


. 

κνλάδεο 6 
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Λύζεις 
 

Θέμα Α 
 

Α1. Έζησ 1 2x ,x Γ  κε 1 2x x . Θα δείμνπκε όηη    1 2f x f x . Πξάγκαηη, ζην δηάζηεκα  1 2x ,x  ε  f      

       ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ. Δπνκέλσο, ππάξρεη  1 2μ x ,x  ηέηνην, ώζηε       

       
   2 1

2 1

f x f x
f μ

x x


 


, νπόηε έρνπκε       2 1 2 1f x f x f μ x x   . 

       Δπεηδή  f μ 0   θαη 2 1x x 0  , έρνπκε    2 1f x f x 0  , νπόηε    1 2f x f x . 

 

Α2. Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα  ,   ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ είλαη    

      παξαγσγίζηκε ζην  ,   θαη επηπιένλ ηζρύεη  
   

x

f x f
lim

x

 



     θαη    

   
x

f x f
lim

x

 



. 

 

Α3. α) Αιεζήο  β)       xf x f x f x ce , c     .     

 

Α4. α) Σ   β) Λ   γ) Σ   δ) Σ   ε) Λ 

 

 

Θέμα Β 
 

Β1. Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,  κε  
2

f x 10 
 2x 1

2



 

 

 2 2

10 2x 1
0

2 x x 2 x x


 

 
 θαη επεηδή ε f  

      είλαη ζπλερήο ζην  0, , είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα απηό. Δπνκέλσο ν αξηζκόο ησλ  

     απηνθηλήησλ ζηε πόιε απηή δηαξθώο απμάλεηαη. 

 

Β2. α) Δπεηδή ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  0, , είλαη 1-1 θαη αληηζηξέθεηαη. 

           
2

2 2 2 2 y
f x y 10 2 x x y, y 0 100 2 x x y x x

200
            

 

      

2
2 1 y 1

x x
4 200 4

       

2 2 21 y 50 1 y 50
x x

2 200 2 200

  
      

 
 

     
2 21 y 50 y 50 1

x x
2 200 200 2

 
      

      Άξα  
2

1 y 50 1
f y , y 0

200 2

 
   , νπόηε  

2
1 x 50 1

f x , x 0
200 2

 
   . 

 

     β) Η 1f  εθθξάδεη ηνλ πιεζπζκό ηεο πόιεο ζε εθαηνληάδεο ρηιηάδεο ζε ζρέζε κε ηνλ αξηζκό ησλ  

         απηνθηλήησλ ηεο ζε ρηιηάδεο. 

 

    γ)  
2

1 120 50 1 14.450 1 7.225 1 85 1 17 1
f 120 8

200 2 200 2 100 2 10 2 2 2

 
           , άξα ν πιεζπζκόο ηεο  

       πόιεο είλαη   800.000 άηνκα. 
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Β3. Γηα t 1  είλαη        
1

x t x t t x t t c, c
2 t


        . 

      Δίλαη  x 1 5 1 c 5 c 4      , άξα  x t t 4, t 1   . 

      Δπεηδή ε πόιε έρεη 120.000 απηνθίλεηα όηαλ ν πιεζπζκόο ηεο είλαη 800.000 άηνκα, είλαη  

       x t 8 t 4 8     t 4 t 16   . 

 

Θέμα Γ 
 

Γ1. Δίλαη   

 

2

3

2
3

2

3

x , x 0

f x x 0, x 0

x , x 0





  


  

 .  

     Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,   σο ζύλζεζε ησλ παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ  
1

3x  θαη 2x  κε  

      ηύπν  
1

3

3

2 2
f x x

3 3 x



   .  

      Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  ,0   σο ζύλζεζε ησλ παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ  2x  θαη  
1

3x   

      κε ηύπν    
1

3
3

2 2
f x x

3 3 x


     


.  

      Σην x 0 είλαη    
      3 2

x 0 x 0 x 0

f x f 0 f x x
lim lim lim

x 0 x x    


 


 

3 2

33 3x 0 x 0

x 1
lim lim

xx
  

     ζπλεπώο ε  

      f δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην x 0 . 

 

Γ2. Γηα x 0  είλαη  
1

3

3

2 2
f x x 0

3 3 x



    θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 0, είλαη γλεζίσο αύμνπζα  

      ζην  0, . Γηα x 0  είλαη    
1

3
3

2 2
f x x 0

3 3 x


      


θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 0, είλαη  

      γλεζίσο θζίλνπζα  ζην  ,0 . Η f έρεη ειάρηζην ην  f 0 0 . 

 

Γ3. Πξέπεη λα δείμνπκε όηη γηα θάζε 
*

1x   ππάξρεη κνλαδηθό
*

2x   ώζηε    1 2f x f x 1       

   Αλ 1 2x ,x 0  ηόηε 1 2f (x )f (x ) 0    απνξξίπηεηαη. 

   Αλ 1 2x ,x 0  ηόηε 1 2f (x )f (x ) 0    απνξξίπηεηαη 

   Αλ 1 2x ,x  εηεξόζεκνη έζησ 1 2x 0, x 0    ηόηε     1 2
3 3

1 2

2 2
f x f x 1 1

3 x 3 x
         


  

   3 3
1 23 x 3 x 4     

3
3

3 3
1 2 1 2 1 2 2

1

4 4 64 64
x x x x x x x

9 9 729 729x

 
           

 
άξα γηα θάζε  

   
*

1x   ππάξρεη κνλαδηθό
*

2x   ώζηε    1 2f x f x 1    .  

 

Γ4. Δίλαη      2 2x t 0,4t 0,2t x t 0,2t c, c
       . 

    Δπεηδή ην Α μεθηλά λα θηλείηαη από ην x 1 , είλαη  x 0 1 c 1    , άξα   2x t 0,2t 1  . 

    Όηαλ ην Α βξίζθεηαη ζηε ζέζε  8,4  είλαη    

       2 2

0 0 0 0x t 8 0,2t 1 8 t 35 t 35sec         
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    α) Δίλαη      
2 3 23f x x x f x     , νπόηε ην ηξίγσλν  

        ΟΑΒ έρεη εκβαδό: 

              3 21 1
E x AB OZ 2x f x x x , x 1

2 2
      .  

       Έζησ            
2 5

2 3 33E t x t x t x t x t x t , t 0     

       Δίλαη      
2

3
5

E t x t x t
3

  ,  

      νπόηε      
2 2

233 3
0 0 0 0

5 5 2 8 35
E t x t x t 8 0,4t 64 35 κ.κ. / sec

3 3 3 3
        

        

    β) Η απόζηαζε ηνπ Α από ηνλ άμνλα x΄x είλαη ην κήθνο  f x , νπόηε ε ηαρύηεηα κε ηελ νπνία  

       απνκαθξύλεηαη από ηνλ άμνλα x΄x, είλαη ην  f x . 

       Δίλαη         
2

2 233f x t x t άξα f t 0,2t 1 , t 0     θαη  
23

2 0,4t
f t

3 0,2t 1
  


, νπόηε 

        
3

2 0,4 35 2 35
f 35 κ.κ. / sec

3 158
     

 

Θέμα Γ 
 

Γ1.           2 x x 2 x 2 2x 2x 2xf x 2xf x e 2f x e εκ f x x 1 e x e 2xe e               

               2 x 2 2x 2x 2x 2 xf x 2f x e x 1 x e 2xe e εκ f x x 1 e              

                 2 x 2 2x 2 xf x 2f x e x 1 x 2x 1 e εκ f x x 1 e            

                 
2

2 x x 2 xf x 2f x e x 1 x 1 e εκ f x x 1 e             

             
2

x 2 xf x e x 1 εκ f x x 1 e          (1) 

     Έζησ     xf x x 1 e y   , ηόηε ε (1) γίλεηαη: 2 2y εκ y εκy y y 0       

            x xf x x 1 e 0 f x x 1 e , x        . 

 

Γ2.
 

 

3 2
xx x

3 2e g x
6 2 x xx x

e 2 g x e e 1
6 2


 

            
 

 

3 2
xx x

3 2e g x
6 2 xx x

e 1 g x e
6 2


 

     
 

     
 

 

    
 

 

3 2
xx x

3 2e g x
6 2 xx x

e g x e 1 0
6 2


 

     
 

     
 

   (2) 

    Έζησ  
3 2

xx x
e g x w, w

6 2

 
    

 
, ηόηε ε (2) γίλεηαη: we w 1 0     (3) 

    Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε   xa x e x 1, x    . 

    Η a είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε   xa x e 1 0 a     1 . Η (3) γίλεηαη: 

           
3 2 3 2

x xx x x x
a w a 0 w 0 e g x 0 g x e , x

6 2 6 2

    
             

   
 

 

 

Γ3. Δίλαη        
3 2 3 2

x x xx x x x
θ x f x g x x 1 e e x 1 e , x

6 2 6 2

     
             

   
. 
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   Η θ είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε  

    
2 3 2 2

x xx x x x
θ x x 1 e x 1 e

2 6 2 2

    
           

   
x 1

3 2x x

6 2
  x 1 x 3 x1

e x e
6

 
 

  
 
 

 

   Δίλαη   3 x 31
θ x 0 x e 0 x 0 x 0

6

          

   Γηα θάζε x 0  είλαη  θ x 0   θαη επεηδή ε θ είλαη ζπλερήο ζην  ,0 , είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  

   δηάζηεκα απηό. 

   Γηα θάζε x 0  είλαη  θ x 0   θαη επεηδή ε θ είλαη ζπλερήο ζην  0, , είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  

   δηάζηεκα απηό. Η θ έρεη κέγηζην ην  θ 0 1 . 

 

Γ4. Δπεηδή ε θ έρεη κέγηζην ην  θ 0 1 , γηα θάζε x ηζρύεη όηη  

         
3 2 3 2

x xx x x x
θ x 1 x 1 e 1 x 1 e 4

6 2 6 2

 
           

 
 

        Αληηθαζηζηώληαο ζηε ζρέζε (4) όπνπ x ην  h x  πξνθύπηεη όηη: 

        
   

   
3 2

h xh x h x
h x 1 e

6 2
      

        
     

 
2 3

h xh x h x
e h x 1

2 6
      

            
 

3

h x2
h x

h x 2 e h x 1
6

 
      

 
 

            
 
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h x h x
h x 2 e h x 1
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 
      

 
 

       
   

       
 
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h x h xh x h x
2 e h x 1 h x 2 e h x 1

6 6

   
               

   
 

      Δίλαη 
   

   
3

h x

x 0

h x
lim 2 e h x 1 2 1 1 0

6

 
       

 
,  

      
   

   
3

h x

x 0

h x
lim 2 e h x 1 2 1 1 0

6

  
             

, νπόηε από ην θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη  

        
x 0
limh x


. 

 

 

 

 


