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5ο Γιαγώνισμα Λύσεις 

 

  11 - 4 -2020 

Θέμα Α 
 

Α1. Αο ππνζέζνπκε όηη ε  f  παξνπζηάδεη ζην 0x  ηνπηθό κέγηζην. Δπεηδή ην 0x  είλαη εζσηεξηθό ζεκείν     

      ηνπ Γ θαη ε  f  παξνπζηάδεη ζ’ απηό ηνπηθό κέγηζην, ππάξρεη δ 0  ηέηνην, ώζηε  0 0x δ,x δ Γ     

      θαη    0f x f x , γηα θάζε  0 0x x δ,x δ   .     (1) 

      Δπεηδή, επηπιένλ, ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x , ηζρύεη      

        
       

0 0

0 0

0
x x x x

0 0

f x f x f x f x
f x lim lim

x x x x  

 
  

 
.  Δπνκέλσο, 

      — αλ  0 0x x δ,x  , ηόηε, ιόγσ ηεο (1), ζα είλαη  
   0

0

f x f x
0

x x





, νπόηε ζα έρνπκε 

        
   

0

0

0
x x

0

f x f x
f x lim 0

x x


  


          (2) 

      — αλ  0 0x x ,x δ  , ηόηε, ιόγσ ηεο (1), ζα είλαη 
   0

0

f x f x
0

x x





, νπόηε ζα έρνπκε 

        
   

0

0

0
x x

0

f x f x
f x lim 0

x x


  


.        (3) 

      Έηζη, από ηηο (2) θαη (3) έρνπκε  0f x 0  . Η απόδεημε γηα ηνπηθό ειάρηζην είλαη αλάινγε.       

 

Α2. Μηα ζπλάξηεζε f :A  ιέγεηαη ζπλάξηεζε 1 1 , όηαλ γηα νπνηαδήπνηε 1 2x ,x A  ηζρύεη ε  

       ζπλεπαγσγή:   αλ 1 2x x  ,  ηόηε    1 2f x f x . 

 

Α3.  
 

 

Α4. α) Ψεπδήο 

 

       β) Έζησ    2f x x 1, x 2,2     . Η f είλαη ζπλερήο ζην  2,2  , 

          ε εμίζσζε  f x 0  έρεη δύν ξίδεο ηηο -1, 1 ζην  2,2  όκσο  

            f 2 3, f 2 3    θαη    f 2 f 2 0    

 

 

Α5.α) Σ    β) i. Λ   ii. Σ    γ) Λ 

 

Θέμα Β 
 

Β1. Η f είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε σο πξάμεηο ζπλερώλ θαη παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ κε  

      παξάγσγν   x 1
f x e 2,x 1

x 1
     


. 

     H f είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε σο πξάμεηο ζπλερώλ θαη παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ κε  

     παξάγσγν  
 

x

2

1
f x e 0

x 1
   


 γηα θάζε x 1   άξα ε f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα 

     1,  . Ιζρύεη όηη  
1 1

x

x x

1
flim li

x 1
mx e 2

  

 
      

 
άξα θνληά ζην -1 ππάξρεη αξηζκόο  

α β γ δ 

Δ Α Β Γ 



www.Askisopolis.gr 

      
1

1, : f 0
2

 
     

 
 θαη επίζεο ηζρύεη 

1 1
f 0

2 e

 
    
 

 άξα έρνπκε  
1

f f 0
2

 
    

 
 άξα από ην  

     ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη  1 1

1
x 0, : f x 0

2

 
   

 
 θαη επεηδή  f m ζην  1,   ηόηε ην 

1x  είλαη  

     κνλαδηθό.  

     Γηα    
f

1 11 x x f x f x 0


      
m

 θαη γηα    
f

1 1x x f x f x 0


    
m

κε ηηο ηζόηεηεο λα ηζρύνπλ  

     κόλνλ γηα 
1x x  θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 

1x x  ηόηε πξνθύπηεη ν παξαθάησ πίλαθαο  

     κνλνηνλίαο: 

                x   

           1                             
1x                     

                f                       

 

                f  

 

  2  1 

                                                                                                     O.Δ. 

      H f παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ζην 
1x x  ην   1 1x ,f x . 

 

2
ος

 τρόπος 

 

      Η f είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε σο πξάμεηο ζπλερώλ θαη παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ κε  

      παξάγσγν   x 1
f x e 2,x 1

x 1
     


. 

     H f είλαη ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε σο πξάμεηο ζπλερώλ θαη παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ κε  

     παξάγσγν  
 

x

2

1
f x e 0

x 1
   


 γηα θάζε x 1   άξα ε f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα 

     1,  . Ιζρύεη όηη  
1 1

x

x x

1
flim li

x 1
mx e 2

  

 
      

 
θαη  

     
x x

x 1
lim lif x e 2 0 2

x 1
m

 

 
         

 
 νπόηε    f A ,     . 

    To  0 f A  νπόηε ππάξρεη  1 f 1x : f x 0
   θαη επεηδή  f m ζην  1,   ηόηε ην 

1x  είλαη  

     κνλαδηθό.  

     Γηα    
f

1 11 x x f x f x 0


      
m

 θαη γηα    
f

1 1x x f x f x 0


    
m

κε ηηο ηζόηεηεο λα ηζρύνπλ  

     κόλνλ γηα 
1x x  θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 

1x x  ηόηε πξνθύπηεη ν παξαθάησ πίλαθαο  

     κνλνηνλίαο: 

                x   

           1                             
1x                     

                f                       

 

                f  

 

  2  1 

                                                                                                     O.Δ. 

      H f παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ζην 
1x x  ην   1 1x ,f x . 

 

 

Β2. Δπεηδή ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα  11,x  θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα  

      1x ,  ηόηε πξνθαλώο ηα   2 1x 1,x   θαη  3 1x x ,0  είλαη νη κνλαδηθέο ξίδεο ηεο f  θαη  
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     ζπγθεθξηκέλα ε  2 1x 1,x  είλαη ε κνλαδηθή ξίδα ζην δηάζηεκα  11,x θαη ε  3 1x x ,0 είλαη ε  

     κνλαδηθή ξίδα ζην δηάζηεκα  1x , . 

    Σην δηάζηεκα  1x ,  ε f έρεη πξνθαλή ξίδα ην κεδέλ άξα ηζρύεη όηη 3x 0 . 

     Δπίζεο επεηδή ε f είλαη ζπλερήο θαη έρεη δύν κνλαδηθέο ξίδεο ηόηε κεηαμύ ησλ ξηδώλ ζα δηαηεξεί  

     ζηαζεξό πξόζεκν. Τν  2 3

1
x ,x

2
   θαη 

1 1
f ln 2 1 1 0

2 e

 
      
 

 γηαηί έρνπκε: 

    
1 1

1 0 1 e 1
e e
       πνπ ηζρύεη  θαη ln2 1 0 ln2 1 2 e       ηζρύεη. 

     Άξα ζην δηάζηεκα   2 3x ,x  ηζρύεη όηη  f x 0  θαη  1 2 3x x ,x  άξα  1f x 0 .    

 

B3. Δθαξκόδνπκε ΘΜΤ γηα ηελ f ζην δηάζηεκα  x,x 1 θαη έρνπκε όηη ππάξρεη  x,x 1  ηέηνην ώζηε  

        
   

   
f x 1 f x

f f x 1 f x
x 1 x

 
     

 
 

     1
ος

 τρόπος: Από Β1 ε f 1  ζην  1,  θαη έρνπκε: 

              
f

x x 11 1
x x 1 f x f f x 1 e 2 f x 1 f x e 2

x 1 x 2


                   

 

1

 

     Ιζρύεη x

x

1
lim e 2

x 1

 
    

 
 θαη  x 1

x

1
lim e 2

x 2





 
    

 
 άξα από θξηηήξην παξεκβνιήο  

      ηζρύεη    
x
lim f x 1 f x


        

      2
ος

 τρόπος: Ιζρύεη x x 1     δειαδή αθνύ ην μ εμαξηάηαη από ην x έζησ  x    θαη έρνπκε  

     
x
lim x


   θαη  
x
lim x 1


    άξα από θξηηήξην παξεκβνιήο  
x
lim x


    άξα όηαλ ην  

      x    ηόηε   άξα έρνπκε:            

                                                 
x

1
lim f x 1 f x lim f lim e 2

1



  

 
               

 

  3ος
 τρόπος:         x 1 x

x x
lim f x 1 f x lim e ln x 2 2x 2 1 e ln x 1 2x 1

 
                  

                          x

x

x 1
lim e e 1 ln 2 0 2

x 2

  
         

  
 αθνύ 

x 1
u

x 2

x x , u 1
u 1

x 1
lim ln limln u 0

x 2






  



 


. 

                        

                      
x x

x 1 x
lim lim 1

x 2 x 


 


 

 

Β4. Δπεηδή  f 0 0  ε fC δηέξρεηαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 

     Η εθαπηνκέλε ηεο fC ζην  O 0,0 είλαη ε επζεία ε:  y f 0 x y 2x   . 

    Γηα λα εθάπηεηαη ε ε ζηε hC , αξρηθά πξέπεη λα ππάξρεη ζεκείν 4x  ηέηνην, ώζηε  4h x 2  . 

    Δίλαη   x 1h x e 1    . Παξαηεξνύκε όηη  h 1 2  . Η εθαπηνκέλε ηεο hC ζην x 1  έρεη εμίζσζε 

        y h 1 h 1 x 1 y 2 2x 2 y 2x         , δειαδή είλαη ε ε. 

 

Β5. Αξθεί λα ππάξρνπλ 5 6x ,x 0  ηέηνηα, ώζηε    5 6f x f x 1    . 

     Δπεηδή ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα, γηα θάζε x 0 είλαη    f x f 0 2   , άξα    5 6f x f x 0    

    θαη δελ ππάξρνπλ ηέηνηα ζεκεία. 
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Θέμα Γ 
 

Γ1. Έζησ      
π π

θ x g x xh x εκx xζπλx, x ,
2 2

 
      

 
. 

     Δίλαη  θ x ζπλx ζπλx xεκx xεκx     . 

    Γηα 
π

x 0,
2

 
 
 

 είλαη  θ x 0   θαη γηα 
π

x ,0
2

 
  
 

 είλαη εκx 0 xεκx 0    άξα  θ x 0   γηα  

    θάζε 
π π

x ,0 0,
2 2

   
     
   

 θαη επεηδή ε θ είλαη ζπλερήο ζην 
π π

,
2 2

 
 
 

, είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  

    δηάζηεκα απηό. Γηα θάζε 
π π

x
2 2

    είλαη      
π π

θ θ x θ 1 θ x 1 θ x 1
2 2

   
           
   

 

 

Γ2.    
εκα εκβ

βg α αg β βεκα αεκβ
α β

      

      Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε  
εκx π

t x , x 0,
x 2

 
  

 
. Δίλαη  

 
2 2

θ xxζπλx εκx
t x

x x


   . 

     Γηα θάζε 
π

0 x
2

   είλαη    θ x θ 0 0    
π

t x 0 t 0,
2

 
   

 
2 . 

    Δίλαη    
εκα εκβ

α β t α t β βεκα αεκβ
α β

        

 

Γ3. Έρνπκε   
1 x 1

g h h gD
2

, / x , ,
2 2 2 2

x D / h x D x
2

            
         

 
      

      
 θαη επίζεο    

       
1 x 1

h g g hD
2

, / x , ,
2 2 2 2

x D / g x D x
2

            
         

 
      

      
, άξα 

fD   ,
2 2

  
 
 

 

    Άξα                  f x g h x h g x g h x h g x x x          

 

      Μονοτονία της f. 

   

       1
ος

  τρόπος (Χωρίς παραγώγοσς): 

     Γηα θάζε 
1 2x ,x 0,

2

 
 
 

 κε 1 2x x   

     -    
xx

1 2 1 2x x x x


         
m]

  (3)  γηαηί  
2 10 x x 1

2


        

     -    
x x

1 2 1 2x x x x
 

        
m ]

  (4)  γηαηί 
1 20 x x 1

2


       

            1 23 4 : f x f x f 0,
2

 
    

 
] . Γηα θάζε 

1 2x ,x ,0
2

 
  
 

 κε     

     
 

       
1 2

Άf

1 2 1 2 1 2 1 2
x , x 0, /2

x x x x f x f x f x f x f ,0
2



   

 
            

 

2

1  

      (ΣΧΟΛΙΟ: Θα κπνξνύζακε όπσο δνπιέςακε ζην δηάζηεκα 0,
2

 
 
 

 λα δνπιέςνπκε νκνίσο θαη ζην     

       δηάζηεκα ,0
2

 
 
 

 όκσο κε ην δεδνκέλν όηη είλαη άξηηα ηειεηώλνπκε πνιύ πην γξήγνξα). 

       Καη επεηδή είλαη ζπλερήο ζην κεδέλ ηόηε ην  f 0 1 1    είλαη νιηθό κέγηζην. 
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       2
ος

  τρόπος (Με παραγώγοσς): 

      Η f είλαη παξαγσγίζηκε σο ζύλζεζε θαη πξάμεηο παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ κε παξάγσγν: 

     
       f x x x x x ,x ,

2 2

  
            

 
  

     Σην δηάζηεκα 0,
2

 
 
 

 έρνπκε όηη  x, x 0,1 0,
2

 
     

 
 θαη  

           x , x 0,1 0,
2

 
       

 
 άξα      x , x 0       αθνύ κέζα ζηνπο      

     ηξηγσλνκεηξηθνύο αξηζκνύο έρνπκε γσλίεο 1
νπ

 ηεηαξηεκνξίνπ άξα ηζρύεη  f x 0   γηα θάζε x 0,
2

 
 
 

  

      θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 0,
2

 
 
 

ηόηε ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 0,
2

 
 
 

. 

    Γηα θάζε 
1 2x ,x ,0

2

 
  
 

 κε     

      
 

       
1 2

Άf

1 2 1 2 1 2 1 2
x , x 0, /2

x x x x f x f x f x f x f ,0
2



   

 
            

 

2

1  

   (ΣΧΟΛΙΟ: Θα κπνξνύζακε όπσο δνπιέςακε ζην δηάζηεκα 0,
2

 
 
 

 λα δνπιέςνπκε νκνίσο θαη ζην     

     δηάζηεκα ,0
2

 
 
 

 όκσο κε ην δεδνκέλν όηη είλαη άξηηα ηειεηώλνπκε πνιύ πην γξήγνξα). 

    Καη επεηδή είλαη ζπλερήο ζην κεδέλ ηόηε ην  f 0 1 1    είλαη νιηθό κέγηζην. 

 
     Δπίζεο ην πξόζεκν ηεο παξαγώγνπ ζα κπνξνύζε λα δεηρηεί θαη κε ηελ παξαθάησ πην ρξνλνβόξα      

     δηαδηθαζία: 

     Γηα θάζε 
1 2x ,x ,0 :

2

 
  
 

 

      - 1 x 0 0 x 1      , 0 x 1 1 x 0     ,  
x

1 x 0 x 0


       
m

 

      -     
x

0 x 1 0 1 x 1


        
]

  

     Γηα θάζε 
1 2x ,x 0,

2

 
 
 

 είλαη   0 x 1 1 x 0      ,  0 x 1 1 x 0      

    -  
x

0 x 1 x 0


      
m

,    
x

0 x 1 0 1 x 1


        
]

  

     Άξα πξνθύπηεη ν παξαθάησ πίλαθαο: 

 x   
                    

2


                              0                              

2


                        

 x                                   

 x                                 

  x                                  

  x                                  

  x x                                    

   x x                                    

  f x                                 

  

               f x     1   2 
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     Γ4. 
  
  

           
x

ln f x 1 ln x ln x f x 1 0
x

   
             

    

 

     Έζησ ε ζπλάξηεζε            g x ln x ln x f x 1,x 0,
2

 
           

 
 

     Θα βξνύκε ηελ κνλνηνλία ηεο g κε δύν ηξόπνπο: 

     1
ος

 τρόπος (Χωρίς Παραγώγοσς): 

      Γηα θάζε 
1 2x ,x 0,

2

 
 
 

 κε 1 2x x   

     -     
x xx

1 2 2 10 x x 1 0 x x 1
2

 
             
m m]

        

                   
x ln x

2 1 2 10 x x 1 ln x ln x
2

 
                    
m m

  

        1 2ln x ln x           (5)   

    -    
x x

2 1 2 10 x x 1 0 x x 1
2 2

  
                

m] ]

   

                  
ln xx

1 2 1 20 x x 1 ln x ln x


                 
m]

  

        1 2ln x ln x          (6) 

     -        
f

1 2 1 2f x f x f x 1 f x 1     
]

    (7) 

               1 25 6 7 :g x g x g 0,
2

 
     

 
]  

 

2
ος

 τρόπος (Με Παραγώγοσς): 

     

 
   
  

   
  

 
x x

g x f x
x x

 
     

    
     

  

       

 

  
  

   
 

  
     

2 2

x x x
x

x x
x x x x

x x

   
  

    
        

     
 

 

     

   
    

     2 2

x xx x
x x x x

x x x x

     
        

          

  

     Ιζρύεη  g x 0   ζην 0,
2

 
 
 

 επεηδή    x, x, x , x 0,
2

 
      

 
 άξα επεηδή ε g είλαη  

     ζπλερήο ζην 0,
2

 
 
 

 ηόηε ε g είλαη γλεζίσο θζίλνπζα. 

     Η g είλαη ζπλερήο σο ζύλζεζε θαη πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ θαη έρνπκε: 

     -       
 
1

g 0 ln 1 ln 1 1 ln 1 0
1

 
            

   γηαηί     

                         
   
1 1

1 1 1 ln 0
1 1

  
             

 θαη 1 0    

     -   g ln 1 1 1 0
2

 
      

 
   γηαηί       0 1 1 1 ln 1 0

4


         

m

 θαη       

     1 1    
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    Άξα από ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη  0 0x 0, : g x 0
2

 
  
 

  όκσο ε g είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  

    0,
2

 
 
 

 άξα ην xo είλαη ε κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο ζην δηάζηεκα απηό. 

 

Θέμα Γ 
 

Γ1. Γηα θάζε x ηζρύεη όηη:                  2 22f x f x 2g x g x 2g 2x f x g x g 2x
          

          2 2f x g x g 2x c, c     

     Γηα x 0 είλαη      2 2f 0 g 0 g 0 c 1 1 c c 0        , νπόηε      2 2f x g x g 2x , x    

 

Γ2.  Δίλαη      2 2f x g x g 2x    
2

x x 2x 2x
2 e e e e

f x
2 2

   
   
 

 

      
2x 2x 2x 2x

2 e 2 e e e
f x

4 2

   
    

2x 2x 2x 2x
2 e e e 2 e

f x
2 4

   
    

       
2

2x 2x 2x 2x 2x 2x x x
2 2e 2e e 2 e e 2 e e e

f x
4 4 2

          
    

 
 

x xe e
f x

2


   (1) 

      Η f έρεη κνλαδηθή ξίδα ην x 0  γηαηί γηα 
x x

x x e e
x 0 2x 0 x x e e 0

2


 

           θαη 

     γηα 
x x

x x e e
x 0 2x 0 x x e e 0

2


 

          , νπόηε γηα x 0 είλαη  f x 0  

     ή 

      Δίλαη    
x x

x x x x
e e

f x 0 f x 0 0 e e 0 e e x x 2x 0 x 0
2



 


                  

      Καηά ζπλέπεηα ε f σο ζπλερήο ζην δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα πνπ νη  

      ξίδεο ηεο ρσξίδνπλ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο, δειαδή δηαηεξεί πξόζεκν ζηα δηαζηήκαηα  ,0  θαη  

      0, . Έηζη έρνπκε 4 πεξηπηώζεηο: 

x          0            

1)  f x    + 

2)  f x  +   

3)  f x  + + 

4)  f x      

     

     Άξα έρνπκε γηα θάζε πεξίπησζε: 

   1)  
x xe e

f x
2


 , x     2)  

x xe e
f x

2

 
 , x  

   3)  

x x

x x

x x

e e
, x 0e e 2

f x
2 e e

, x 0
2







 
 

  
 



   4)  

x x

x x

x x

e e
, x 0e e 2

f x
2 e e

, x 0
2







 
 

   
 



 

 

Γ3. Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε  
x xe e

f x 0
2


    άξα ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην , νπόηε  

       είλαη 1-1. 

      Αξρηθά ζα βξνύκε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 1f  πνπ είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f. 
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     Δίλαη    
x x x x

x x x x

e e e e
lim f x lim , lim f x lim

2 2

 

   

 
      . 

     Η f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην , νπόηε         
x x

f A lim f x , lim f x ,
 

      

     Γηα θάζε x A  έζησ  f x y, y  

xx x e
x x 2x xe e

y e e 2y e 1 2ye
2

 


         

      
2

2x x 2 2 x 2 x 2e 2ye y 1 y e y 1 y e y 1 y             

     Άιια γηα θάζε x  είλαη 
x x x x

x x e e e e
e y e 0

2 2

  
     , άξα    

     x 2e y 1 y    x 2e y 1 y     (2) 

     Δίλαη 2 2 2 2 2 2 2 2y y 1 y y 1 y y 1 y 1 y y 1 y y 1 0                  

    Οπόηε γηα θάζε
 
y  από ηε ζρέζε (2) πξνθύπηεη όηη  2x ln y 1 y    

    Οπόηε   1f :f A   

  
1f :   κε 

                              1 2f x ln x 1 x     

 

Γ4. Έζησ ε ζπλάξηεζε      θ x g kx kg x , x   . 

     Η θ είλαη παξαγσγίζηκε ζην σο απνηέιεζκα πξάμεσλ θαη ζύλζεζεο παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ  

     κε            θ x kg kx kg x k g kx g x         

    Αιιά      
x x x x x xe e e e e e

g x g x g x 0 g
2 2 2

    
         1  

    Οπόηε γηα 
 

            
k 1 0 g

x 0 k 1 x 0 kx x g kx g x k g kx g x 0 θ x 0
  

                 
1

 

    θαη επεηδή ε θ είλαη ζπλερήο, είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  0, . 

    Δίλαη         2 4 2 4g kx g kx k g x g x , k 1      

         2 2 4 4g kx kg x g kx kg x              

      
 θ 0,

2 4θ x θ x


 
1

 2 4 2 4 2 2x x x x 0 x 1 x 0           x 1,0 0,1    

 

 

 

 


