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Τρίγωνα 
 

                               Κριτήρια ισότητας τριγώνων                    
Θέμα 2ο 

 

12635. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ και Μ είναι το μέσο της βάσης του ΒΓ. Στις 

προεκτάσεις των πλευρών ΑΒ, ΑΓ προς τα Β,Γ αντίστοιχα, παίρνουμε τα τμήματα ΒΔ και ΓΕ 

ώστε ΒΔ=ΓΕ.  

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΜΒΔ και ΜΓΕ είναι ίσα.  

β) Να αποδείξετε ότι η γωνία ΜΔΕ είναι ίση με τη γωνία ΜΕΔ.  

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΜΒΔ και ΜΓΕ έχουν: 
- ΜΒ = ΜΓ  (Μ μέσο του ΒΓ) 

- ΒΔ = ΓΕ (υπόθεση) 

- ΔΒΜ ΕΓΜ  ως παραπληρωματικές των ίσων γωνιών Β, Γ του ισοσκελούς  

                          τριγώνου ΑΒΓ 

Σύμφωνα με το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

β) Επειδή τα τρίγωνα ΜΒΔ και ΜΓΕ είναι ίσα έχουν και ΜΔ = ΜΕ, οπότε το 

τρίγωνο ΜΔΕ είναι ισοσκελές. Οι γωνίες ΜΔΕ και ΜΕΔ  είναι ίσες γιατί 

βρίσκονται στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου ΜΔΕ. 

 

12636. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ και Μ είναι το μέσο  

της βάσης ΒΓ. Στις προεκτάσεις των πλευρών ΑΒ, ΑΓ παίρνουμε τα τμήματα  

ΒΔ, ΓΕ αντίστοιχα ώστε ΒΔ=ΓΕ.  

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΜΒΔ και ΜΓΕ είναι ίσα.     

β) Να αποδείξετε ότι η γωνία ΜΔΕ είναι ίση με τη γωνία ΜΕΔ.    

γ) Αν η ΑΜ τέμνει την ΔΕ στο σημείο Ζ να αποδείξετε ότι η ΑΖ είναι  

κάθετη στην ΔΕ.  

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΜΒΔ και ΜΓΕ έχουν: 
- ΜΒ = ΜΓ  (Μ μέσο του ΒΓ) 

- ΒΔ = ΓΕ (υπόθεση) 

- ΔΒΜ ΕΓΜ  ως παραπληρωματικές των ίσων γωνιών Β, Γ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ 

Σύμφωνα με το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

β) Επειδή τα τρίγωνα ΜΒΔ και ΜΓΕ είναι ίσα έχουν και ΜΔ = ΜΕ, οπότε το τρίγωνο ΜΔΕ είναι 

ισοσκελές. Οι γωνίες ΜΔΕ και ΜΕΔ  είναι ίσες γιατί βρίσκονται στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου 

ΜΔΕ. 

 

γ) Είναι ΑΒ = ΑΓ και ΒΔ = ΓΕ, οπότε προσθέτοντας κατά μέλη προκύπτει: 

ΑΒ ΒΔ ΑΓ ΓΕ ΑΔ ΑΕ     , δηλαδή το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές. Η ΑΜ είναι διάμεσος στο 

ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, οπότε είναι και διχοτόμος της γωνίας Α. Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΔΕ η ΑΖ είναι 

διχοτόμος της γωνίας Α, οπότε είναι και ύψος του τριγώνου, δηλαδή ΑΖ ΔΕ . 
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12705.Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ τέτοιο, ώστε ΑΓ = 2ΑΒ. Η διχοτόμος του ΑΔ  

τέμνει την διάμεσο ΒΕ στο σημείο Ζ. Να αποδείξετε ότι:  

α) 
2


    .   

β) ΔΒ = ΔΕ.  

γ) ΑΖ  ΒΕ  

 

Λύση 

 

α) Επειδή η ΒΕ είναι διάμεσος, το Ε είναι μέσο της ΑΓ, οπότε 
ΑΓ

ΑΕ
2

  (1). Από την υπόθεση είναι 

ΑΓ
ΑΓ 2ΑΒ ΑΒ

2
   (2). Από τις σχέσεις (1), (2) προκύπτει ότι 

ΑΓ
ΑΒ ΑΕ

2
   

 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΕ έχουν: 

- ΑΒ = ΑΕ από το α σκέλος 

- 1 2Α Α  γιατί η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Α 

- την πλευρά ΑΔ κοινή 

Σύμφωνα με το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΕ είναι ίσα. 

Άρα, απέναντι από τις ίσες γωνίες 1 2Α , Α  έχουμε αντίστοιχα ίσες πλευρές δηλαδή ΔΒ = ΔΕ.  

 

γ) Το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισοσκελές με ΑΒ = ΑΕ και η ΑΖ είναι διχοτόμος του. Επομένως, η ΑΖ είναι και 

ύψος , άρα ΑΖ  ΒΕ. 

 

13518.Δίνονται τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ του σχήματος  

με ΑΓ = Α΄Γ΄ και ΑΒ = Α΄Β΄.  

Αν οι διάμεσοι ΒΔ και Β΄Δ΄ είναι ίσες, να αποδείξετε ότι: 

α) ˆ ˆ                            
β) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι ίσα.  

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και Α΄Β΄Δ΄ έχουν:  
- ΒΔ = Β΄Δ΄, από υπόθεση,  

- ΑΒ = Α΄Β΄, από υπόθεση,  

- ΑΔ = Α΄Δ΄, ως μισά των ίσων πλευρών ΑΓ και Α΄Γ΄ αντίστοιχα.  

Επομένως, τα τρίγωνα είναι ίσα γιατί έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία. Άρα Α Ά επειδή είναι 

απέναντι από τις ίσες πλευρές ΒΔ και Β΄Δ΄ αντίστοιχα.  

 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ έχουν:  

- ΑΒ = Α΄Β΄, από υπόθεση,  

- ΑΓ = Α΄Γ΄, από υπόθεση,  

- Α Ά , από το προηγούμενο ερώτημα. 

Επομένως, τα τρίγωνα είναι ίσα επειδή έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες σε αυτές 

γωνίες ίσες. 
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13826.Τα τρίγωνα ΑΒΚ και ΓΔΛ του σχήματος έχουν  

ΑΒ = ΓΔ = ΑΚ= ΓΛ και ˆ ˆ   . 

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΚ και ΓΔΛ είναι ίσα και ότι έχουν  

ΒΚ = ΔΛ.  

β) Έστω ότι Λ και Κ είναι τα μέσα των ΒΚ και ΔΛ αντίστοιχα:  

i. Να εξετάσετε αν τα τμήματα ΒΛ, ΛΚ και ΚΔ είναι ίσα.  

   Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.  

ii. Να αποδείξετε ότι οι ΑΛ και ΓΚ είναι κάθετες στην ευθεία ΚΛ.  

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΑΒΚ και ΓΔΛ έχουν: 
- ΑΒ = ΓΛ από την υπόθεση 

- ΑΚ = ΓΔ από την υπόθεση και  

- Α Γ  από την υπόθεση 

Σύμφωνα με το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΑΒΚ και ΓΔΛ είναι ίσα, οπότε είναι και ΒΚ = ΔΛ, γιατί είναι 

πλευρές που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες Α και Γ.  

 

β) i. Αφού Λ και Κ είναι μέσα των ΒΚ και ΓΔ αντίστοιχα, τότε θα ισχύει ότι ΒΛ = ΛΚ και ΛΚ = ΚΔ, 

οπότε θα είναι ΒΛ = ΛΚ = ΚΔ.  

 

ii. Αφού τα τρίγωνα ΑΒΚ και ΓΔΛ είναι ισοσκελή με ΑΒ = ΑΚ και ΓΔ = ΓΛ και Λ, Κ τα μέσα των 

βάσεων τους ΒΚ, ΔΛ αντίστοιχα, τότε τα ΑΛ και ΓΚ είναι διάμεσοι στις βάσεις τους, οπότε θα είναι και 

ύψη, οπότε είναι κάθετα σε αυτές, δηλαδή το ΑΛ είναι κάθετο στο ΒΚ και το ΓΚ είναι κάθετα στο ΔΛ.  

Επομένως οι ΑΛ και ΓΚ είναι κάθετες στην ευθεία ΚΛ .  

 

34493. Έστω δύο ισοσκελή τρίγωνα ΑΒΓ  AB A   και Α΄Β΄Γ΄  A B A     . 

α) Να αποδείξετε ότι αν ισχύει AB A B   και ˆ ˆ    , τότε τα τρίγωνα είναι ίσα. 

β) Να αποδείξετε ότι αν ισχύει A A     και ˆ ˆ    , τότε τα τρίγωνα είναι ίσα. 

Λύση 

 

α) Επειδή τα τρίγωνα είναι ισοσκελή, τότε αν AB A B  , θα είναι 

AΓ AB A B A Γ      .Τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ έχουν: 

  1) AB A B   

  2) AΓ A Γ   και 

  3) ˆ ˆΑ Α , άρα με βάση το κριτήριο Π-Γ-Π  τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

β) Επειδή τα τρίγωνα είναι ισοσκελή με βάσεις τις ΒΓ και  

Β΄Γ΄ έχουν τις γωνίες της βάσης  τους ίσες, δηλαδή  
ˆ ˆΒ Γ  και ˆ ˆΓ Β  . Όμως ˆ ˆΒ Β , άρα  ˆ ˆ ˆ ˆΓ Β Β Γ    . 

Τα τρίγωνα ΑΒΓ και  Α΄Β΄Γ΄ έχουν: 

  1) AΓ A Γ   

  2)  AB A B  και 

  3) ˆ ˆΑ Α  γιατί ˆ ˆ ˆ ˆΓ Β Β Γ     (έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία              

       προς μία, οπότε και οι τρίτες γωνίες των τριγώνων είναι ίσες) 

Άρα με βάση το κριτήριο ΓΠΓ τα τρίγωνα είναι ίσα. 
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34511. Στο διπλανό σχήμα είναι ˆ̂   , ˆ ˆ    και AB A  , 

να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ είναι ίσα. 

β) Οι γωνίες ε και ζ είναι ίσες 

 

 

 

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ έχουν: 
- AB AΓ  

- την πλευρά ΑΔ κοινή και 

- ˆˆ ˆˆ ˆBΑΔ α β δ γ ΓΑΔ      

Με βάση το κριτήριο Π-Γ-Π τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

β) Τα τρίγωνα ΕΔΑ και ΖΔΑ έχουν 

-  την πλευρά ΑΔ κοινή 

-  ˆ ˆΕΔΑ ΑΔΖ  γιατί τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΔ είναι ίσα και 

-  ˆβ γ  (υπόθεση) 

Σύμφωνα με το κριτήριο ΓΠΓ τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και ˆε̂ ζ  

 

34773. Θεωρούμε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με AB A   και Κ εσωτερικό  

σημείο του τριγώνου τέτοιο, ώστε KB K  .  

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. τα τρίγωνα ΒΑΚ και ΚΑΓ είναι ίσα. 

ii. η ΑΚ είναι διχοτόμος της γωνίας ΒΑΓ. 

γ) Η προέκταση της ΑΚ τέμνει την ΒΓ στο Ε. Να αποδείξετε ότι η ΚΕ είναι  

διάμεσος του τριγώνου ΒΚΓ. 

 Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΒΑΚ και ΚΑΓ έχουν: 
- την πλευρά ΑΚ κοινή 

- AB A   και 

- KB K  . 

-Με βάση το κριτήριο Π-Π-Π τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

β) Επειδή τα τρίγωνα ΒΑΚ και ΚΑΓ είναι ίσα, έχουν και 1 2
ˆ ˆ   , άρα η ΑΕ είναι 

διχοτόμος  της γωνίας ΒΑΓ.  

 

γ) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές η ΑΕ θα είναι και ύψος και διάμεσος. Άρα η 

ΚΕ είναι διάμεσος στο ισοσκελές τρίγωνο ΒΚΓ. 

 

34774. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με AB A   και ΑΜ η  

διάμεσός του. Στην προέκταση της πλευράς ΒΓ και προς τα δύο  

της άκρα, θεωρούμε σημεία Δ και Ε αντίστοιχα έτσι ώστε B E   .  

Να αποδείξετε ότι: 

α) ˆ ˆ   . 

β) τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ίσα.  

γ) η ΑΜ είναι και διάμεσος του τριγώνου ΑΔΕ.   

Λύση 
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α) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΓ, είναι ˆ ˆ   . Είναι 

εξ εξB 180 B 180       

 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ έχουν: 

  1) AB AΓ  

  2) εξ εξ
ˆ ˆΒ Γ  και 

  3) BΔ ΓE  

Με βάση το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

γ) Επειδή BM MΓ  και BΔ ΓE , είναι και BM BΔ MΓ ΓE ΔM ME     , άρα το Μ είναι μέσο 

του ΔΕ, οπότε η ΑΜ είναι διάμεσος στο τρίγωνο ΑΔΕ. 

 

34780. Στις προεκτάσεις των πλευρών ΒΑ και ΓΑ τριγώνου ΑΒΓ, παίρνουμε τα τμήματα 

A AB   και AE A  . Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι ίσα. 

β) Αν ΑΜ είναι η διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ και η προέκταση της ΑΜ τέμνει την ΕΔ στο Ζ, να 

δείξετε ότι: 

i. Τα τρίγωνα ΑΔΖ και ΑΒΜ είναι ίσα. 

ii. Z
2


  .  

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ έχουν: 
  1) AΔ AB  

  2) AE AΓ  

  3) ˆ ˆBΑ Γ Δ Α E  ως κατακορυφήν 

   Με βάση το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

β) i. Τα τρίγωνα ΑΔΖ και ΑΒΜ έχουν: 

  1) AΔ AB  

  2) ˆ ˆBΑ M Δ Α Z ως κατακορυφήν και  

  3) ˆΒ̂ Δ  γιατί τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι ίσα. 

Με βάση το κριτήριο ΓΠΓ τα τρίγωνα ΑΔΖ και ΑΒΜ είναι ίσα. 

 

ii. Επειδή τα τρίγωνα ΑΔΖ και ΑΒΜ είναι ίσα έχουν και Z BM  . Όμως 
AB

BM
2

  και AB E  γιατί 

τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι ίσα, άρα 
E

Z
2


  . 

 

34784. Θεωρούμε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με AB A   και σημείο Μ εσωτερικό  του τριγώνου 

τέτοιο, ώστε MB M  . Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΒΑΜ και ΜΑΓ είναι ίσα.  

β) Η ευθεία ΑΜ διχοτομεί τη γωνία ˆ . 

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΒΑΜ και ΜΑΓ έχουν: 
  1) την πλευρά ΑΚ κοινή 

  2) AB AΓ  και 

  3) MB MΓ . 

   Με βάση το κριτήριο Π-Π-Π τα τρίγωνα είναι ίσα. 
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β) Επειδή τα τρίγωνα ΒΑΜ και ΚΑΓ είναι ίσα, έχουν και 1 2
ˆ ˆ   , άρα η ΑΜ είναι διχοτόμος της γωνίας 

ΒΑΓ, άρα είναι ύψος και διάμεσος του. 

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΒΜΓ, η ΑΔ είναι ύψος και διάμεσος, άρα είναι και διχοτόμος της γωνίας ΒΚΓ. 

 

36099. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  AB A   και στις ίσες πλευρές ΑΒ, ΑΓ παίρνουμε 

αντίστοιχα τμήματα 
1

A AB
3

   και 
1

AE A
3

  . Αν Μ είναι το μέσο της ΒΓ, να αποδείξετε ότι: 

α) τα τμήματα ΒΔ και ΓΕ είναι ίσα. 

β) τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΜΕΓ είναι ίσα. 

γ) το τρίγωνο ΔΕΜ είναι ισοσκελές.  

Λύση 

 
α) Επειδή AB A   και A AE , είναι και AB A A AE B E        
 

β) Τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΜΕΓ έχουν: 

  1) B E   

  2) BM M   γιατί το Μ είναι μέσο της ΒΓ και 

  3) ˆ ˆ    γιατί βρίσκονται στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ. 

Με βάση το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα είναι ίσα. 

γ) Επειδή τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΜΕΓ είναι ίσα, έχουν και M ME , οπότε το 

τρίγωνο ΜΔΕ είναι ισοσκελές. 

 

36100.Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΚΑΒ (ΚΑ=ΚΒ) και ΚΓ διχοτόμος της γωνίας ̂ .Στην 

προέκταση της ΒΑ (προς το Α) παίρνουμε σημείο Λ και στην προέκταση της ΑΒ (προς το Β) 

παίρνουμε σημείο Μ, έτσι ώστε ΑΛ=ΒΜ. Να αποδείξετε ότι:  

α) το τρίγωνο ΚΛΜ είναι ισοσκελές. 

β) η ΚΓ είναι διάμεσος του τριγώνου ΚΛΜ . 

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΚΑΛ και ΚΒΜ έχουν: 
1) ΚΑ = ΚΒ (υπόθεση) 

2) ΑΛ = ΝΒΜ (υπόθεση) 

3) ˆ ˆΚΑΛ ΚΒΜ  (παραπληρωματικές των ίσων γωνιών Α, Β του ισοσκελούς τριγώνου ΚΑΒ) 

Με βάση το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και 

ΚΛ = ΚΜ, οπότε το τρίγωνο ΚΛΜ είναι ισοσκελές . 

 

β) Η ΚΓ είναι διχοτόμος της γωνίας της κορυφής του ισοσκελούς τριγώνου 

ΚΑΒ, οπότε είναι και διάμεσός του, δηλαδή ΓΑ= ΓΒ (1). Επειδή τα 

τρίγωνα ΚΑΛ και ΚΒΜ είναι ίσα, έχουν και ΑΛ = ΒΜ (2). 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις σχέσεις (1), (2) προκύπτει ότι ΓΛ = ΓΜ, άρα η 

ΚΓ είναι διάμεσος του τριγώνου ΚΛΜ . 

 

36104. Δίνεται γωνία xΟy και η διχοτόμος της Οδ. Θεωρούμε σημείο Μ της Οδ και σημεία Α και 

Β στις ημιευθείες Οx και Οy αντίστοιχα, τέτοια, ώστε OA OB . Να αποδείξετε ότι: 

α) MA MB     
β) Η Οδ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΜΒ. 

Λύση 
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α) Τα τρίγωνα ΒΜΟ και ΑΜΟ έχουν: 
  1) Την πλευρά ΟΜ κοινή 

  2) OA OB  και 

  3) 1 2O O  γιατί η Οδ είναι διχοτόμος της γωνίας Ο. 

   Με βάση το κριτήριο Π-Γ-Π τα τρίγωνα είναι  

   ίσα, οπότε έχουν και MA MB . 

 

β) Επειδή τα τρίγωνα ΒΜΟ και ΑΜΟ είναι ίσα,  

έχουν και 1 2M M , άρα η Οδ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΜΒ. 

 

36110. Αν στο σχήμα που ακολουθεί είναι ˆ ˆ ˆA B B    και  

OA OB O O     ,τότε  να αποδείξετε ότι: 

α) A B    
β) το Μ είναι μέσο του ΒΔ, όπου Μ το σημείο τομής των τμημάτων  

ΟΓ και ΒΔ.  

Λύση 

 

α) Έστω ότι ˆ ˆ ˆ ˆA B B φ       . 

Τα τρίγωνα ΑΟΓ και ΒΟΔ έχουν: 

  1) OA OB  

  2) O O    και 

  3) ˆ ˆ ˆA B 2φ       

Με βάση το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και A B  . 

 

β) Στο ισοσκελές τρίγωνο ΒΟΔ η ΟΜ είναι διχοτόμος της γωνίας της κορυφής του, άρα είναι και 

διάμεσος, δηλαδή το Μ είναι μέσο του ΒΔ. 

 

36170. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με AB A  . Στις προεκτάσεις των πλευρών ΒΑ και ΓΑ 

(προς το Α) θεωρούμε τα σημεία Ε και Δ  

αντίστοιχα τέτοια, ώστε A A   . Να αποδείξετε ότι: 

α) BE     β) B E     γ) ˆ ˆE B     

Λύση 

 
α) Επειδή AB A   και AE A   είναι και  
   AB AE A A BE      

 

β) Τα τρίγωνα ΔΒΓ και ΕΒΓ έχουν: 

  1) την πλευρά ΒΓ κοινή 

  2) BE   

  3) EB B   γιατί βρίσκονται στη βάση ΒΓ του ισοσκελούς  τριγώνου ΑΒΓ. 

Με βάση το κριτήριο Π-Γ-Π τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και B E  . 

 

γ) Επειδή τα τρίγωνα ΔΒΓ και ΕΒΓ είναι ίσα, έχουν και B E B    . 

 

36333. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Ε το μέσο της διαμέσου του ΑΜ.  

Αν B 2BE  , να αποδείξετε ότι: 

α) ˆ ˆA B E   .  

β) AB E  .   

 

 

Λύση 
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α) Είναι
B 2BE

BM BE
2 2


   , άρα το τρίγωνο ΒΕΜ είναι ισοσκελές με βάση την ΕΜ και έχει 1 1E M . 

Όμως 1AEB 180 E   και  1EM 180 M   , άρα AEB EM  . 

 
β) Τα τρίγωνα ΑΕΒ και ΕΜΓ έχουν: 

  1) AE EM  γιατί το Ε είναι μέσο του ΑΜ 

  2) BE BM M    και 

  3) AEB EM   

Με βάση το κριτήριο Π-Γ-Π τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και AB E  . 

 

Θέμα 4ο 
 

14880. Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ με AB A   και B   .  

Αν Ε το σημείο τομής των προεκτάσεων των ΒΑ και ΓΔ και Ζ το  

σημείο τομής των προεκτάσεων των ΔΑ και ΓΒ, να αποδείξετε ότι: 

α) Η ΓΑ είναι διχοτόμος της γωνίας ΒΓΔ. 

β) Z E  .  

γ) EZ B . 

 

 

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΓ έχουν: 
   1) AB AΔ  

   2) ΓB ΓΔ  και 

   3) τη πλευρά ΓΑ κοινή, άρα  

από το κριτήριο ΠΠΠ τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και BΓA AΓΔ ,  BAΓ ΔAΓ .  

Άρα η ΓΑ είναι διχοτόμος της γωνίας ΒΓΔ. 

 

β) Τα τρίγωνα ΖΑΓ και ΕΑΓ έχουν: 

   1) τη πλευρά ΑΓ κοινή 

   2) BΓA AΓΔ  και 

   3) ZAΓ EAΓ  γιατί ZAB EAΔ  ως κατακορυφήν και BAΓ ΔAΓ  

Άρα λόγω του ΓΠΓ τα τρίγωνα είναι ίσα οπότε και ΓZ ΓE . 

 

γ) Επειδή τα Α,Γ ισαπέχουν από τα Β και Δ, ανήκουν στη μεσοκάθετο του ΒΔ. Στο ισοσκελές τρίγωνο 

ΓΖΕ η ΓΑ είναι διχοτόμος της γωνίας Γ, όποτε είναι ύψος και διάμεσος του τριγώνου. Επειδή ΓA BΔ  

και ΓA EZ , είναι EZ BΔ . 

 

37095. Δίνεται οξεία γωνία xΟψ και δύο ομόκεντροι κύκλοι  1O,  και  

 2O, με 1 2   , που τέμνουν την Οx στα σημεία Κ,Α και την Οψ  

στα Λ,Β αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 

α) A BK  . 

β) Το τρίγωνο ΑΡΒ είναι ισοσκελές, όπου Ρ το σημείο τομής των ΑΛ,ΒΚ.  

γ) Η ΟΡ διχοτομεί τη γωνία ˆx . 

 

 

Λύση 
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α) Τα τρίγωνα ΑΟΛ και ΒΟΚ έχουν: 

   1) 
2OA OB ρ   

   2) 
1OK O ρ    και 

   3) τη γωνία O  κοινή 

Από το κριτήριο ισότητας τριγώνων ΠΓΠ τα τρίγωνα ΑΟΛ και ΒΟΚ είναι ίσα, οπότε έχουν και 

A BK . 

 

β) Επειδή OA OB , το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές, άρα OAB OBA (1) 

Επειδή τα τρίγωνα ΑΟΛ και ΒΟΚ είναι ίσα, ισχύει ότι: OA OBK   (2) 

Από (1)-(2) έχουμε: OAB OA OBA OBK PAB PBA      , οπότε το τρίγωνο ΡΑΒ είναι 

ισοσκελές. 

 

γ) Τα τρίγωνα ΟΡΑ και ΟΡΒ έχουν: 

   1) OA OB  

   2) τη πλευρά ΟΡ κοινή και 

   3) PA PB (τρίγωνο ΑΡΒ ισοσκελές) 

Από το κριτήριο ΠΠΠ τα τρίγωνα ΟΡΑ και ΟΡΒ είναι ίσα  οπότε έχουν και AOP BOP , δηλαδή η ΟΡ 

είναι διχοτόμος της γωνίας xOψ . 

 

37124.Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με    . Στην προέκταση της ΑΒ  

(προς το Β) θεωρούμε σημείο  Ε  έτσι  ώστε     ΑΕ=ΑΓ.   

Στην  πλευρά  ΑΓ  θεωρούμε  σημείο  Δ  έτσι  ώστε    .  

Αν τα τμήματα ΔΕ και ΒΓ τέμνονται στο Κ και η προέκταση της ΑΚ  

τέμνει την ΕΓ στο  Μ, να αποδείξετε ότι: 

 α)    . 

 β)   . 

 γ) Η ΑΚ είναι διχοτόμος της γωνίας Α. 

 δ) Η ΑΜ είναι μεσοκάθετος της ΕΓ. 

Λύση 

 

α) To τρίγωνο ΕΑΓ είναι ισοσκελές (ΑΕ=ΑΓ)   οπότε ˆ ˆ    (1).       
Τα τρίγωνα ΒΕΓ και ΔΕΓ, έχουν : 

      i)   ΕΓ κοινή 

      ii)  BE=ΔΓ (διαφορές των ίσων τμημάτων ΑΕ, ΑΒ και ΑΓ, ΑΔ αντίστοιχα) 

      iii) ˆ ˆ   από τη σχέση (1) 

Σύμφωνα με το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΒΕΓ και ΔΕΓ είναι ίσα οπότε έχουν και ΒΓ=ΔΕ 

 

β) To τρίγωνο ΕΚΓ είναι ισοσκελές( ˆ ˆ    από την  ισότητα των τριγώνων ΒΕΓ και ΔΕΓ) οπότε 

ΕΚ=ΚΓ (2) 

Τα τρίγωνα ΒΕΚ και ΔΚΓ έχουν: 

      i)   ΕΚ=ΚΓ (από τη σχέση (2)) 

      ii)  BE=ΔΓ (διαφορές των ίσων τμημάτων ΑΕ,ΑΒ και ΑΓ,ΑΔ αντίστοιχα) 

      iii) ˆ ˆ   (Διαφορές των ίσων γωνιών ˆ ˆ,   και ˆ ˆ, αντίστοιχα) 

Σύμφωνα με το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΒΕΚ και ΔΚΓ είναι ίσα, οπότε είναι και ΒΚ=ΚΔ. 

 

γ) Τα τρίγωνα ΑΒΚ και ΑΚΔ έχουν τρείς πλευρές ίσες μία προς μία (ΒΚ=ΚΔ,ΑΚ κοινή και ΑΒ=ΑΔ) άρα 

είναι ίσα. Επομένως ˆ ˆ    οπότε η ΑΚ είναι διχοτόμος της γωνίας ̂ . 

 

δ) Το τρίγωνο ΑΕΓ είναι ισοσκελές και η ΑΜ διχοτόμος της γωνίας ̂  άρα η ΑΜ είναι  

μεσοκάθετος της ΕΓ. 
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Θέμα 3ο 
 

12069. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) παίρνουμε στην πλευρά ΑΒ σημείο Δ, ώστε  

ΔΒ = 2ΑΔ, και στην πλευρά ΑΓ σημείο Ε, ώστε ΕΓ= 2ΑΕ. Το Μ είναι το μέσο της πλευράς ΒΓ 

του τριγώνου ΑΒΓ.  

α) Να αποδείξετε ότι:  

i. Τα τμήματα ΔΒ και ΕΓ είναι ίσα.  

ii. Το τρίγωνο ΜΔΕ είναι ισοσκελές.   

β) Αν Ρ το σημείο τομής των τμημάτων ΒE και ΓΔ να δείξετε ότι:   

i. Οι γωνίες ˆ ˆ    είναι ίσες.   

ii. Το τμήμα ΡΜ διχοτομεί τη γωνία .  

Λύση 
 

α) i. Επειδή ΔΒ = 2ΑΔ, είναι 
1 2

ΑΔ ΑΒ και ΔΒ ΑΒ
3 3

  . 

Επειδή ΕΓ= 2ΑΕ είναι 
1 2

ΑΕ ΑΓ και ΕΓ ΑΓ
3 3

  . 

Επειδή ΑΒ = ΑΓ είναι και ΔΒ = ΕΓ. 

 

ii. Τα τρίγωνα ΔΒΜ και ΕΜΓ έχουν: 

   - ΔΒ = ΕΓ 

   - ΜΒ = ΜΓ γιατί το Μ είναι μέσο του ΒΓ 

   - Β Γ  γιατί βρίσκονται στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ. 

Σύμφωνα με το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΔΒΜ και ΕΜΓ είναι ίσα, οπότε έχουν και ΔΜ = ΕΜ. 

Επομένως το τρίγωνο ΜΔΕ είναι ισοσκελές. 

 

β) i. Τα τρίγωνα ΔΒΓ και ΕΒΓ έχουν: 

   - ΒΓ πλευρά κοινή 

   - ΔΒ = ΕΓ 

   - Β Γ  

Σύμφωνα με το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΔΒΓ και ΕΒΓ είναι ίσα οπότε έχουν και  

ΓΒΕ ΒΓΔ . 

 

ii. Επειδή ΓΒΕ ΒΓΔ , το τρίγωνο ΡΒΓ είναι ισοσκελές με βάση την ΒΓ. Επειδή η ΡΜ είναι διάμεσος που 

αντιστοιχεί στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου ΡΒΓ, είναι και διχοτόμος του τριγώνου, δηλαδή το τμήμα 

ΡΜ διχοτομεί τη γωνία ΒΡΓ . 
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Κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων 
Θέμα 2ο 

 

12149. Δίνονται τα αμβλυγώνια τρίγωνα ΑΒΓ  ˆ 90   και  

Α΄Β΄Γ΄  ˆ ΄ 90  με γ = γ΄ και β = β΄.  

Αν τα ύψη ΒΗ και Β΄Η΄ των τριγώνων ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ αντίστοιχα  

είναι ίσα, να αποδείξετε ότι: 

α) ˆ ˆ΄ ΄ ΄   .   

β) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι ίσα.  

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΗΑ και Β΄Η΄Α΄ έχουν: 
- BH = B΄Η΄, από υπόθεση  

- γ = γ΄, από υπόθεση 

Επομένως είναι ίσα, επειδή είναι ορθογώνια και έχουν την υποτείνουσα και μία κάθετη πλευρά αντίστοιχα 

ίσες μία προς μία. Άρα και οι γωνίες που είναι απέναντι από τις ίσες πλευρές ΒΗ και Β΄Η΄ είναι ίσες, 

δηλαδή ΒΑΗ Β΄ΆΗ΄ . 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ έχουν: 

- γ = γ΄, από υπόθεση  

- β = β΄, από υπόθεση 

- ΒΑΓ Β΄ΆΓ΄ ως παραπληρωματικές των ίσων γωνιών ΒΑΗ και Β΄ΆΗ΄. 

Επομένως, τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι ίσα, αφού έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις 

περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες. 

 

 

13517.Δίνονται δύο οξυγώνια τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ με  

ˆ ˆ   , ˆ ˆ   .Αν τα ύψη τους ΒΗ και ΕΘ είναι ίσα  

τότε να αποδείξετε ότι:  

α) ΑΒ = ΔΕ.  

β) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσα .  

 

 

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΗ και ΔEΘ έχουν: 
- ΒΗ = ΕΘ από την υπόθεση, 

- ΑΒΗ ΑΕΘ γιατί τα δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία, οπότε και οι τρίτες γωνίες 

τους είναι ίσες 

Επομένως, τα τρίγωνα ΑΒΗ και ΔEΘ είναι ίσα, γιατί είναι ορθογώνια και έχουν μια κάθετη πλευρά τους 

και την προσκείμενη σε αυτή οξεία γωνία αντίστοιχα ίσες μία προς μία. Επομένως, θα έχουν τις 

υποτείνουσες ίσες, δηλαδή ΑΒ = ΔΕ (1).  

 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ έχουν:  

- ΑΒ =ΔΕ, από (1),  

- Α Δ  υπόθεση 

- ΑΒΓ ΔΕΖ  υπόθεση. 

Επομένως τα τρίγωνα είναι ίσα γιατί έχουν μια πλευρά και τις προσκείμενες σε αυτή γωνίες ίσες μία προς 

μία. 
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13533.Δίνεται ισοσκελές και αμβλυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με   

ΑΒ = ΑΓ. Η κάθετη στην ΑΒ στο σημείο Α τέμνει την πλευρά  

ΒΓ στο σημείο Δ και η κάθετη στην ΑΓ στο σημείο Α τέμνει  

την πλευρά ΒΓ στο σημείο Ε. Να αποδείξετε ότι:  

α) τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ίσα.  

β) το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές.  

γ) ΒΕ = ΓΔ.  

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ έχουν: 

- ΑΒ = ΑΓ υπόθεση 

- Β Γ  γιατί βρίσκονται στη βάση ΒΓ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ 

Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ίσα, γιατί είναι ορθογώνια και έχουν μια κάθετη πλευρά και την 

προσκείμενη σε αυτή οξεία γωνία ίσες μία προς μία.  

 

β) Από την ισότητα των τριγώνων ΑΒΔ και ΑΓΕ προκύπτει ότι ΑΔ = ΑΕ ως πλευρές που βρίσκονται 

απέναντι από τις ίσες γωνίες τους Β,Γ αντίστοιχα. Άρα το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές.  

 

γ) Από την ισότητα των τριγώνων ΑΒΔ και ΑΓΕ έχουμε ότι ΒΔ = ΓΕ (1) ως πλευρές που βρίσκονται 

απέναντι από τις ίσες γωνίες τους ΒΑΔ  και ΓΑΕ  αντίστοιχα.  

Λόγω της (1) είναι ΒΕ = ΒΔ − ΔΕ = ΓΕ − ΔΕ = ΓΔ.  

 

34387.Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και οι διχοτόμοι του ΒΔ και ΓΕ των γωνιών Β 

και Γ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:  

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΒΓΔ και ΓΒΕ είναι ίσα.  

β) Έστω ΕΗ και ΔΖ οι κάθετες από τα σημεία Ε και Δ αντίστοιχα στη ΒΓ.  

Να αποδείξετε ότι ΕΗ = ΔΖ.  

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΒΓΔ και ΓΒΕ έχουν: 
1) τη πλευρά ΒΓ κοινή 

2) ˆ ˆΒ Γ  γιατί βρίσκονται στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ 

3) 2 2
ˆ ˆΒ Γ γιατί είναι μισά ίσων γωνιών. 

Σύμφωνα με το κριτήριο ισότητας τριγώνων ΓΠΓ τα τρίγωνα ΒΓΔ και ΓΒΕ είναι ίσα.  

 

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΗΕ και ΑΖΔ έχουν τη γωνία Α κοινή και τις πλευρές ΑΕ 

και ΑΔ ίσες γιατί ΑΒ ΑΓ  και ΒΕ = ΓΔ από τη προηγούμενη σύγκριση, οπότε με 

αφαίρεση κατά μέλη προκύπτει ότι  

ΑΕ = ΑΔ. 

Τα δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν τις υποτείνουσες τους ίσες και μια οξεία τους γωνία 

ίση, οπότε είναι ίσα. Κατά συνέπεια έχουν και  ΕΗ = ΔΖ. 

 

 

 

34401. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  AB A   και τα ύψη του ΒΔ και ΓΕ. Να αποδείξετε 

ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΒΔΓ και ΓΕΒ είναι ίσα. 

β) A AE  . 

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΔΓ και ΓΕΒ έχουν: 
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  1) την πλευρά ΒΓ κοινή και  

  2) B Γ  γιατί βρίσκονται στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ 

Άρα τα τρίγωνα έχουν την υποτείνουσα και μια οξεία γωνία ίσες και είναι ίσα. 

 

β) Επειδή τα τρίγωνα ΒΔΓ και ΓΕΒ είναι ίσα, έχουν και BE ΓΔ . 

Όμως είναι AB AΓ ,άρα είναι και AB BE AΓ ΓΔ AE AΔ     . 

 

 

34404. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  AB A   και το μέσο Μ της βάσης του ΒΓ. Φέρουμε  

τις αποστάσεις ΜΚ και ΜΛ του σημείου Μ από τις ίσες πλευρές του τριγώνου ΑΒΓ. Να 

αποδείξετε ότι: 

α) MK M  . 

β) Η ΑΜ είναι διχοτόμος της γωνίας ΚΜΛ. 

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΜΚΒ και ΜΛΓ έχουν: 
    1) MB MΓ  γιατί το Μ είναι μέσο του ΒΓ και 

    2) B Γ  βρίσκονται στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και MK MΛ . 

 

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΚΜ και ΑΛΜ έχουν: 

  1) την πλευρά ΑΜ κοινή και    

  2) MK MΛ ,  

Δηλαδή  τα τρίγωνα έχουν μια κάθετη πλευρά ίση και μια οξεία γωνία του ενός είναι ίση με μια οξεία 

γωνία του άλλου, άρα είναι ίσα, οπότε έχουν και 1 2M M , δηλαδή η ΑΜ είναι διχοτόμος της γωνίας 

ΚΜΛ. 

 

 

34405. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με AB A  .Από το μέσο Μ της βάσης του ΒΓ φέρουμε 

κάθετα τμήματα ΜΔ και ΜΕ στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 

α) M ME  . 

β) το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές. 

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΜΔΒ και ΜΕΓ έχουν: 
1) MB MΓ  γιατί το Μ είναι μέσο του ΒΓ και 

2) B Γ  βρίσκονται στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου.  

Δηλαδή  τα τρίγωνα έχουν τις υποτείνουσες τους ίσες  και μια οξεία γωνία του ενός 

είναι ίση με μια οξεία γωνία του άλλου, άρα είναι ίσα, οπότε έχουν και MΔ ME . 

 

β) Επειδή τα τρίγωνα ΜΔΒ και ΜΕΓ είναι ίσα, έχουν και ΔB EΓ . 

Όμως AB AΓ , άρα και AB ΔB AΓ EΓ AΔ AE     , οπότε το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές. 

 

 

34496. Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη του ΒΔ και ΓΕ που αντιστοιχούν στις πλευρές του 

ΑΓ και ΑΒ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 

α) Αν το τρίγωνο είναι ισοσκελές με AB A  , τότε τα ύψη ΒΔ και ΓΕ είναι ίσα. 

β) Αν τα ύψη ΒΔ και ΓΕ είναι ίσα, τότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με AB A  .   

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΕΓ και ΒΔΓ έχουν: 
1) την πλευρά ΒΓ κοινή και 
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2) B Γ  γιατί το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΓ, αφού έχει AB AΓ  

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και BΔ ΓE . 

 

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΕΓ και ΒΔΓ έχουν: 

  1) την πλευρά ΒΓ κοινή και 

  2) BΔ ΓE                    

Δηλαδή  τα τρίγωνα έχουν τις υποτείνουσες τους ίσες  και μια κάθετη πλευρά του ενός 

είναι ίση με μια κάθετη πλευρά του άλλου, άρα είναι ίσα, οπότε έχουν και B Γ .  

Το τρίγωνο ΑΒΓ έχει δύο γωνίες του ίσες, οπότε είναι ισοσκελές και έχει AB AΓ . 

 

 

34497. Σε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουμε τη διάμεσο ΑΜ (προς το Μ) κατά ίσο τμήμα 

ΜΔ. Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΒΜ και ΜΓΔ είναι ίσα. 

β) Τα σημεία Α και Δ ισαπέχουν από την πλευρά ΒΓ. 

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΑΒΜ και ΜΓΔ έχουν: 
  1) AM MΔ  

  2) BM MΓ  γιατί το Μ είναι μέσο της ΒΓ και 

  3) AMB ΔMΓ  ως κατακορυφήν 

Με βάση το κριτήριο Π-Γ-Π τα τρίγωνα είναι ίσα. 

  

β) Έστω ΑΕ και ΔΗ οι αποστάσεις των Α,Δ από τη ΒΓ. 

   Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΕΜ και ΜΔΗ έχουν: 

  1) AM MΔ  

  2) AMB ΔMΓ   

Επειδή τα τρίγωνα έχουν τις υποτείνουσες τους ίσες και μια οξεία γωνία του ενός 

είναι ίση με μια οξεία γωνία του άλλου τριγώνου είναι ίσα, οπότε έχουν και 

AE ΔH . 

 

34499. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ˆ 90  και ΒΔ η διχοτόμος της γωνίας Β. Από το Δ 

φέρουμε   και έστω Ζ το σημείο στο οποίο η ευθεία ΕΔ τέμνει την προέκταση της ΒΑ 

(προς το Α). Να αποδείξετε ότι: 

α)   
β) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΖΕΒ είναι ίσα. 

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΕΔ έχουν: 
   1) τη πλευρά ΒΔ κοινή 

   2) 1 2Β Β  λόγω της διχοτόμησης 

Άρα τα δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν τις υποτείνουσες τους ίσες και μια οξεία γωνία 

του ενός τριγώνου είναι ίση με μια οξεία γωνία του άλλου, οπότε είναι ίσα, κατά 

συνέπεια έχουν και ΑΒ ΒΕ . 

 

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και ΖΕΒ έχουν: 

   1) Τη γωνία Β κοινή 

   2) ΑΒ ΒΕ  

Άρα τα δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν μια κάθετη πλευρά τους ίση και μια οξεία γωνία του ενός τριγώνου 

είναι ίση με μια οξεία γωνία του άλλου, οπότε είναι ίσα. 
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36329. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ΜΔ, ΝΕ οι μεσοκάθετοι των πλευρών του  

ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Αν M NE   τότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές.  

β) Αν AB A   τότε M NE  . 

 

 

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΜΔ και ΑΕΝ έχουν: 
  1) M ME   και   

  2) τη γωνία Α κοινή, άρα  

έχουν μια κάθετη πλευρά και μια οξεία γωνία τους ίση, οπότε είναι ίσα και έχουν 

AB A
AM AN AB A

2 2


      , δηλαδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 

 

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΜΔ και ΑΕΝ έχουν: 

  1) AM AN   γιατί είναι μισά των ίσων πλευρών ΑΒ και ΑΓ και   

  2) τη γωνία Α κοινή, άρα 

έχουν την υποτείνουσα και μια οξεία γωνία τους ίση, οπότε είναι ίσα και έχουν M ME . 

 

 

36330. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και από σημείο Μ της πλευράς ΒΓ φέρουμε  

τα κάθετα τμήματα ΜΔ και ΜΕ στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Αν είναι M ME  , τότε τα τρίγωνα ΑΜΔ και ΑΜΕ είναι ίσα. 

β) Αν είναι AB A   και Μ το μέσο του ΒΓ, τότε M ME  .  

 

 

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΜΔ και ΑΜΕ έχουν: 
1) την πλευρά ΜΑ κοινή και  

2) M ME , δηλαδή έχουν τις υποτείνουσες και μια κάθετη πλευρά τους ίση, οπότε είναι ίσα. 

 

β) Αν AB A  , το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΜΔΒ και ΜΕΓ έχουν: 

  1) B    γιατί βρίσκονται στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ και 

  2) MB MΓ , γιατί το Μ είναι μέσο του ΒΓ 

Άρα τα δύο τρίγωνα έχουν τις υποτείνουσες και μια οξεία γωνία τους ίση, οπότε είναι ίσα και έχουν 

MΔ ME . 

 

36331. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με τη γωνία Α ορθή και από το μέσο  

Μ της πλευράς ΒΓ φέρουμε τα κάθετα τμήματα ΜΔ και ΜΕ στις πλευρές ΑΒ  

και ΑΓ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:  

α) Αν ΜΔ = ΜΕ τότε:  

i. τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ είναι ίσα. 

ii. το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές.  

β) Αν ΑΒ = ΑΓ τότε ΜΔ = ΜΕ.  

Λύση 

 
α) i. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ έχουν:  
- ΜΔ = ΜΕ  
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- ΜΒ = ΜΓ, διότι Μ μέσο της ΒΓ.  

Άρα τα δύο τρίγωνα έχουν δύο αντίστοιχες πλευρές τους ίσες οπότε είναι ίσα. 

 

ii. Από τα ίσα τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ προκύπτει ότι Β Γ  , διότι είναι απέναντι από τις ίσες πλευρές 

ΜΔ και ΜΕ. Άρα ΑΒΓ ισοσκελές τρίγωνο.  

 

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ έχουν:  

- ΜΒ = ΜΓ, διότι Μ μέσο της ΒΓ  

- Β Γ , ως προσκείμενες στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ.  

Άρα τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ είναι ίσα, οπότε ισχύει ΜΔ = ΜΕ ως απέναντι από τις ίσες γωνίες Β, Γ . 

 

36332. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με AB A  .  

Στην προέκταση της ΒΓ (προς το Γ) θεωρούμε σημείο Δ και στην  

προέκταση της ΓΒ (προς το Β) θεωρούμε σημείο Ε έτσι ώστε BE  .  

Από το Δ φέρουμε ΔΗ κάθετη στην ευθεία ΑΓ και από το Ε φέρουμε  

ΕΖ κάθετη στην ευθεία ΑΒ. Να αποδείξετε ότι: 

α) A AE             

β) EZ H    

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ έχουν:  
1) AB A   

2) BE   και 

3) ABE A   παραπληρωματικές των ίσων γωνιών Β και Γ του 

ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ. Με βάση το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα είναι 

ίσα, οπότε έχουν και A AE . 

 

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΕΒΖ και ΓΗΔ έχουν: 

1) BE   και 

2) EBZ H   κατακορυφήν με τις ίσες γωνίες Β και Γ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ. 

Τα δύο τρίγωνα έχουν μια κάθετη πλευρά και μια οξεία γωνία τους ίση, οπότε είναι ίσα και έχουν 

EZ H . 

 

36344.Έστω κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ. Σε σημείο Ν του κύκλου  

φέρουμε την εφαπτόμενή του, και εκατέρωθεν του Ν θεωρούμε σημεία  

Α και Β, τέτοια ώστε ΝΑ=ΝΒ. Οι ΟΑ και ΟΒ τέμνουν τον κύκλο στα Κ  

και Λ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:  

α) Το τρίγωνο ΑΟΒ είναι ισοσκελές.  

β) Το σημείο Ν είναι μέσο του τόξου ΚΛ.  

 

Λύση 

 
α) Επειδή η ΑΒ είναι εφαπτομένη του κύκλου, ισχύει ότι ΑΒ ΟΝ . Στο τρίγωνο ΟΑΒ η ΟΝ είναι ύψος 

και διάμεσος, οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 
 

β) Η ΟΝ εκτός από ύψος και διάμεσος είναι και διχοτόμος της γωνίας ΒΟΑ, άρα ΒΟΝ ΝΟΑ . 

Επειδή σε ίσες επίκεντρες γωνίες ενός κύκλου αντιστοιχούν ίσα τόξα, είναι ΚΝ ΝΛ , οπότε το Ν είναι 

μέσο του   τόξου ΚΛ. 
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36345. Έστω κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ. Θεωρούμε διάμετρο ΑΒ  

και τυχαίο σημείο Γ του κύκλου. Αν ΑΕ κάθετο στην ΟΓ και ΓΔ κάθετο  

στην ΑΟ να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΔΟΕ είναι ισοσκελές. 

β) Η ΟΖ διχοτομεί τη γωνία ΑΟΓ και προεκτεινόμενη διέρχεται από το  

μέσο του τόξου ΑΓ.  

 

 

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΕΟ και ΓΔΟ έχουν: 
   1) OA O ρ    και  

   2) τη γωνία Ο κοινή, 

δηλαδή τα δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν τις υποτείνουσες τους ίσες και μία οξεία γωνία τους ίση, άρα 

είναι ίσα. Οπότε και    άρα το τρίγωνο ΟΔΕ είναι ισοσκελές. 

 

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΖΔΟ και ΖΕΟ έχουν: 

   1)    και 

   2) τη πλευρά ΟΖ κοινή,  

δηλαδή έχουν τις υποτείνουσες τους ίσες και μια κάθετη πλευρά τους ίση, οπότε είναι ίσα, άρα έχουν και 

   , δηλαδή η ΟΖ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΟΓ. Επειδή οι γωνίες ΑΟΖ και ΖΟΓ είναι 

επίκεντρες και είναι ίσες, τότε και τα αντίστοιχα τόξα ΑΘ και ΘΓ είναι ίσα, οπότε το Θ είναι μέσο του 

τόξου ΑΓ. 

 

37012. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  AB A   .  

Στα σημεία Β και Γ της ΒΓ φέρουμε προς το ίδιο μέρος της ΒΓ τα τμήματα  

B B   και E B    τέτοια, ώστε B E   .  

Αν Μ το μέσο της ΒΓ, να αποδείξετε ότι: 

α) τα τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ είναι ίσα. 

β) A AE  . 
 

 

Λύση 
 

α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΔΜ και ΓΕΜ έχουν:  
  1) B E   και  2) BM M   γιατί το Μ είναι μέσο της ΒΓ 

Τα δύο τρίγωνα έχουν τις κάθετες πλευρές τους μία προς μία ίσες, οπότε είναι ίσα. 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΕΓ έχουν: 

1) B E   

2) AB A   και 

3) AB BM B 90 A E        (οι γωνίες Β και Γ είναι στη βάση του  

                                                                 ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ και είναι ίσες) 

Με βάση το κριτήριο Π-Γ-Π τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και A AE  
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Θέμα 4ο 
 

1707. Στο τρίγωνο ΑΒΓ του διπλανού σχήματος, η κάθετη από το  

μέσο Μ της ΒΓ τέμνει την προέκταση της διχοτόμου ΑΔ στο σημείο Ε.  

Αν Θ,Ζ είναι οι προβολές του Ε στις ΑΒ,ΑΓ, να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΕΒΓ είναι ισοσκελές. 

β) Τα τρίγωνα ΘΒΕ και ΖΓΕ είναι ίσα. 

γ) ˆ ˆA E A E 180    . 

 

 

Λύση 

 
α) Στο τρίγωνο ΕΒΓ η ΕΜ είναι ύψος και διάμεσος, οπότε το τρίγωνο είναι 

ισοσκελές. 
2ος τρόπος: Ε σημείο της μεσοκαθέτου του ΒΓ, οπότε ισαπέχει από τα άκρα 

του. 

 

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΘΒΕ και ΕΖΓ έχουν: 

1) EB E      

2) E EZ  γιατί το Ε ανήκει στη διχοτόμο ΑΕ της γωνίας Α, οπότε  

                        ισαπέχει από τις πλευρές της γωνίας. 

Άρα τα τρίγωνα έχουν τις υποτείνουσες τους ίσες και μια κάθετη πλευρά του ενός τριγώνου, είναι ίση με 

μια κάθετη πλευρά του άλλου, οπότε είναι ίσα. 

 

γ) Επειδή τα τρίγωνα ΘΒΕ και ΕΓΖ είναι ίσα είναι και A E BE   (1) 

Είναι 
 1

BE ABE 180 A E ABE 180        

 

 

1875. Θεωρούμε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, και την ευθεία ε  

της εξωτερικής διχοτόμου της γωνίας Α. Η κάθετη στη  

πλευρά ΑΒ στο Β τέμνει την ε στο Κ και την ευθεία ΑΓ στο Ζ.  

Η κάθετη στη πλευρά ΑΓ στο Γ τέμνει την ε στο Λ και την  

ευθεία ΑΒ στο Ε. 

α) Να αποδείξετε ότι:   

i. AZ AE     ii. AK A      
β) Ένας μαθητής κοιτώντας το σχήμα, διατύπωσε την άποψη ότι η ΑΘ είναι διχοτόμος της 

γωνίας  Α του τριγώνου ΑΒΓ, όπου Θ το σημείο τομής των ΚΖ,ΕΛ. Συμφωνείτε με την 

παραπάνω σκέψη του μαθητή ή όχι; Δικαιολογήστε πλήρως την απάντησή σας.   

Λύση 

 
α)i. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΖ και ΑΓΕ έχουν: 
1) τη γωνία Α κοινή  

2) AB A   (ίσες πλευρές του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ) 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα οπότε και AE AZ , AE AZB  . 

 

ii. Τα τρίγωνα ΕΑΛ και ΚΑΖ έχουν: 

1) AE AZ  

2) AE AZB   και 

3) εξ

1
EA KAZ A A

2
      (ή με σύγκριση των τριγώνων ΚΑΒ και ΛΑΓ) 

Από το κριτήριο ΓΠΓ τα τρίγωνα είναι ίσα οπότε και AK A  . 
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β) Είναι ABZ A E 90    και AB A B    ( στη βάση του ισοσκελούς ΑΒΓ), άρα και 

ABZ AB A E A B B B         . Τότε το τρίγωνο ΒΘΓ είναι ισοσκελές και B . 

Όμως τα ΒΘ,ΘΓ είναι οι αποστάσεις του Θ από τις πλευρές της γωνίας Α, οπότε το Θ ανήκει στη 

διχοτόμο της γωνίας Α. Δηλαδή η ΑΘ είναι διχοτόμος της A . 

 

 

13839.Τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΔ και ΒΓ τέμνονται στο σημείο Ε έτσι  

ώστε ΑΕ=ΓΕ και ΒΕ=ΕΔ.  

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΓΔΕ είναι ίσα.  

β) Να αποδείξετε ότι οι αποστάσεις ΕΗ και ΕΘ του σημείου Ε από τις πλευρές  

ΑΒ και ΓΔ, αντίστοιχα, είναι ίσες.  

γ) Αν οι προεκτάσεις των ΑΒ και ΓΔ προς τα Α και Γ αντίστοιχα τέμνονται  

στο Ζ, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΒΔΖ είναι ισοσκελές. 

 

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΓΔΕ έχουν:  
-  ΑΕ=ΓΕ (υπόθεση)  

-  ΒΕ=ΔΕ (υπόθεση)  

-  ΑΕΒ ΓΕΔ  (ως κατακορυφήν)  

Σύμφωνα με το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΓΔΕ είναι ίσα 

 

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΗΕ και ΕΘΓ έχουν: 

-  ΑΕ = ΓΕ 

- Α Γ  (από σύγκριση ερωτήματος α) αφού βρίσκονται  

                απέναντι από τις ίσες πλευρές ΕΒ και ΕΔ)  

Τα τρίγωνα είναι ίσα, γιατί είναι ορθογώνια, που έχουν την 

υποτείνουσα και μια οξεία γωνία ίσες μία προς μία, άρα και 

ΕΗ=ΕΘ ως πλευρές απέναντι από τις ίσες γωνίες Α και Γ 

αντίστοιχα.  

 

γ)  

 

 

 

 

 

 

 

 

Από την ισότητα των τριγώνων του α) ερωτήματος έχουμε ότι ΑΒΕ ΓΔΕ αφού βρίσκονται απέναντι από 

τις ίσες πλευρές ΑΕ και ΕΓ αντίστοιχα. Από υπόθεση έχουμε ΕΒ=ΕΔ άρα το τρίγωνο ΕΒΔ είναι 

ισοσκελές με βάση ΒΔ συνεπώς οι προσκείμενες στη βάση γωνίες θα είναι ίσες μεταξύ τους, δηλαδή 

ΕΒΔ ΕΔΒ . Το τρίγωνο ΒΔΖ είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΔ αφού οι προσκείμενες στη βάση γωνίες, 

ΖΒΔ και ΖΔΒ , είναι ίσες μεταξύ τους ως άθροισμα ίσων γωνιών: 

ΑΒΕ ΕΒΔ ΓΔΕ ΕΔΒ  ΖΒΔ ΖΔΒ      
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37094. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη του ΒΕ και ΓΔ που αντιστοιχούν στις πλευρές ΑΓ και ΑΒ 

αντίστοιχα. Δίνεται η ακόλουθη πρόταση: 

Π: Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με AB A  , τότε τα ύψη ΒΕ και ΓΔ που αντιστοιχούν 

στις ίσες πλευρές του είναι ίσα. 

α) Να εξετάσετε αν ισχύει η πρόταση Π αιτιολογώντας την απάντησή  σας. 

β) Να διατυπώσετε την αντίστροφη πρόταση της Π και να αποδείξετε ότι ισχύει.  

γ) Να διατυπώσετε την πρόταση Π και την αντίστροφή της ως ενιαία πρόταση. 

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΓΔ και ΒΕΓ έχουν: 
   1) τη πλευρά ΒΓ κοινή και 

   2) AB A B    γιατί βρίσκονται στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ. 

Άρα τα τρίγωνα έχουν τις υποτείνουσας τους ίσες και μια κάθετη πλευρά του ενός 

τριγώνου, είναι ίση με μια κάθετη πλευρά του άλλου, οπότε είναι ίσα. 

Επομένως είναι και BE  . 

 

β) Π΄: Αν δύο ύψη τριγώνου είναι ίσα, τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές με ίσες τις πλευρές στις οποίες 

αντιστοιχούν τα ύψη. 

Απόδειξη 

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΔΓ και ΒΕΓ έχουν: 

1) τη πλευρά ΒΓ κοινή   και    2) BE   

άρα τα τρίγωνα είναι ίσα οπότε έχουν και AB A B   . Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ έχει δύο γωνίες ίσες,  

είναι ισοσκελές με AB A  . 

 

γ) Ένα τρίγωνο είναι ισοσκελές αν και μόνο αν τα ύψη που αντιστοιχούν στις ίσες πλευρές του είναι ίσα. 
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                Ισοσκελές τρίγωνο – Μεσοκάθετος – Διχοτόμος    (10 ασκήσεις) 
Θέμα 2ο 

 

34424.Θεωρούμε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και Ι το σημείο τομής των διχοτόμων των 

γωνιών ˆ ˆ   .Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΒΙΓ είναι ισοσκελές.  

β) Οι γωνίες ˆ ˆ  είναι ίσες.  

γ) Η ευθεία ΑΙ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΒΓ. 

Λύση 

 

α) Επειδή οι ΒΙ, ΓΙ είναι διχοτόμοι των γωνιών ˆ ˆΒ και Γ αντίστοιχα, ισχύι ότι 

2

Β
Β

2
  και 2

Γ
Γ

2
 . Όμως ˆ ˆΒ Γ γιατί βρίσκονται στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ, οπότε 

2 2Β Γ . Το τρίγωνο ΒΙΓ έχει δύο γωνίες ίσες, οπότε είναι ισοσκελές. 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΙΒ και ΑΙΓ έχουν: 

-  ΑΒ = ΑΓ (υπόθεση) 

-  ΒΙ = ΙΓ γιατί το τρίγωνο ΙΒΓ είναι ισοσκελές με βάση ΒΓ 

- 1 1Β Γ  γιατί είναι ίσες με το μισό των ίσων γωνιών ˆ ˆΒ και Γ  

Σύμφωνα με το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΑΙΒ και ΒΙΓ είναι ίσα, οπότε έχουν και 

ΑΙΒ ΑΙΓ . 

 

γ) Επειδή ΑΒ = ΑΓ και ΙΒ = ΙΓ, τα σημεία Α και Ι ισαπέχουν από τα άκρα του τμήματος ΒΓ, οπότε η 

ευθεία ΑΙ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΒΓ. 

 

34503. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ˆ 90   η διχοτόμος της γωνίας Γ τέμνει την πλευρά 

ΑΒ στο σημείο Δ. Από το Δ φέρουμε προς την πλευρά ΒΓ την κάθετο ΔΕ, η οποία τέμνει τη ΒΓ 

στο σημείο Ε. Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΔΓΕ είναι ίσα.  

β) Το Γ ισαπέχει από τα σημεία Α και Ε και η ευθεία ΓΔ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΑΕ.  

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΓΔ και ΔΓΕ έχουν: 
-  την πλευρά ΓΔ κοινή 

-  1 2Γ Γ  λόγω διχοτόμησης της γωνίας Γ. 

Άρα τα δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν την υποτείνουσα τους ίση και μια οξεία γωνία του 

ενός είναι ίση με μια οξεία γωνία του άλλου, οπότε είναι ίσα. 

 

β) Επειδή τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΓΔΕ είναι ίσα, έχουν  ΓΑ = ΓΕ και ΔΑ = ΔΕ. Δηλαδή τα 

σημεία Γ, Δ ισαπέχουν από τα άκρα του τμήματος ΔΕ, επομένως η ευθεία ΓΔ είναι 

μεσοκάθετος του ΔΕ. 

 

34507. Θεωρούμε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με AB A  . 

Οι μεσοκάθετοι των ίσων πλευρών του τέμνονται στο Μ και  

προεκτεινόμενες τέμνουν τη βάση ΒΓ στα Η και Ζ. 

α) Να συγκρίνετε τα τρίγωνα ΔΒΗ και ΕΖΓ. 

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΜΖΗ είναι ισοσκελές. 

  

Λύση 
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α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΒΗ και ΕΖΓ έχουν: 
1) B E    γιατί είναι μισά των ίσων πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

2) B    βρίσκονται στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ. 

Επομένως τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

β) Επειδή τα τρίγωνα ΔΒΗ και ΕΓΖ είναι ίσα, έχουν και Z H .  

Το τρίγωνο ΜΖΗ έχει δύο γωνίες ίσες, άρα είναι ισοσκελές. 

 

 

34514. Έστω κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ με ΒΑ = ΒΓ και ˆ ˆ   . 

Να αποδείξετε ότι: 

α) BA B A   . 

β) Το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισοσκελές. 

γ) Η ευθεία ΒΔ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΑΓ.   

Λύση 

 

α) Επειδή BA BΓ , το τρίγωνο ΒΑΓ είναι ισοσκελές με  βάση την ΑΓ, άρα BAΓ BΓA . 

 

β) Επειδή A Γ  και BAΓ BΓA , είναι και 1 1A BAΓ Γ BΓA A Γ     , 

άρα το τρίγωνο ΔΑΓ  

είναι ισοσκελές με βάση την ΑΓ και είναι ΔA ΔΓ . 

 

γ) Επειδή BA B   και A  , τα σημεία Β,Δ ισαπέχουν από τα Α,Γ, άρα η 

ΒΔ είναι μεσοκάθετος του ΑΓ. 

 

 

34516. Αν για το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  AB A   του σχήματος  

ισχύουν ˆ̂    και ˆ̂   , να γράψετε μια απόδειξη για καθέναν από  

τους παρακάτω ισχυρισμούς: 

α) Τα τρίγωνα ΑΕΒ και ΑΕΓ είναι ίσα. 

β) Το τρίγωνο ΓΕΒ είναι ισοσκελές.  

γ) Η ευθεία ΑΔ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΒΓ.  

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΑΕΒ και ΑΕΓ έχουν: 
  1) την πλευρά ΑΕ κοινή 

  2) γ δ (υπόθεση)  και 

  3)  ΑΒ=ΑΓ (υπόθεση) 

Με βάση το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

β) Επειδή τα τρίγωνα ΑΕΒ και ΑΕΓ είναι ίσα, έχουν και EB EΓ , άρα το 

τρίγωνο ΕΒΓ είναι ισοσκελές με βάση την ΒΓ. 

 

γ) Επειδή τα τρίγωνα ΑΕΒ και ΑΕΓ είναι ίσα, έχουν και AB AΓ , δηλαδή το Α ισαπέχει από τα Β και Γ 

οπότε βρίσκεται στη μεσοκάθετο του ΒΓ. Επειδή EB EΓ , το Ε ισαπέχει από τα Β,Γ άρα βρίσκεται στη 

μεσοκάθετο του ΒΓ. Επειδή τα Α,Ε βρίσκονται στη μεσοκάθετο του ΒΓ, η ΑΔ είναι η μεσοκάθετος του 

τμήματος αυτού. 
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36102. Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ με BA B   και A   .  

Οι διαγώνιοι ΑΓ, ΒΔ του τετράπλευρου είναι ίσες και τέμνονται κάθετα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Η ΒΔ είναι διχοτόμος των γωνιών Β και Δ του τετράπλευρου ΑΒΓΔ.  

β) Η ΒΔ είναι μεσοκάθετος του τμήματος ΑΓ. 

 

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΓΔ έχουν: 
  1) BA B   

  2) A   και 

  3) τη πλευρά ΒΔ κοινή 

Με βάση το κριτήριο Π-Π-Π τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν AB B     και A B B   , δηλαδή 

η ΒΔ είναι διχοτόμος των γωνιών Β και Δ του τετράπλευρου ΑΒΓΔ.     

 

β) Επειδή BA B   και A  , τα σημεία Α και Γ ισαπέχουν από τα Β,Δ, άρα ανήκουν στη 

μεσοκάθετο του ΑΓ. Οπότε η ΒΔ είναι η μεσοκάθετος του ΑΓ. 

 

36341. Δίνεται γωνία xΑy και η διχοτόμος της Αδ.  

Από τυχαίο σημείο Β της Αx φέρνουμε κάθετη στη διχοτόμο,  

η οποία τέμνει την Αδ στο Δ και την Αy στο Γ. Να αποδείξετε ότι: 

α) AB A  . 

β) Το τυχαίο σημείο Ε της Αδ ισαπέχει από τα Β και Γ.  

 

 

 

Λύση 

 
α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ η ΑΔ είναι διχοτόμος και ύψος, άρα  

το τρίγωνο είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΓ, επομένως AB A  . 

 

β) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές η ΑΔ θα είναι και διάμεσος. 

Επειδή η ΑΔ είναι κάθετη στο μέσο Δ της ΒΓ, είναι μεσοκάθετη της ΒΓ. Επειδή κάθε σημείο της 

μεσοκαθέτου ισαπέχει από τα άκρα του τμήματος, το ίδιο ισχύει και για το τυχαίο σημείο Ε της Αδ. 

 

36226. Στο διπλανό σχήμα έχουμε το χάρτη μιας περιοχής όπου είναι  

κρυμμένος ένας θησαυρός. Οι ημιευθείες Αχ και Αy παριστάνουν δύο  

ποτάμια και στα σημεία Β και Γ βρίσκονται δύο πλατάνια. 

Να προσδιορίσετε γεωμετρικά τις δυνατές θέσεις του θησαυρού,  

αν είναι γνωστό ότι: 

α) ισαπέχει από τα δύο πλατάνια. 

β) ισαπέχει από τα δύο ποτάμια.  

γ) ισαπέχει και από τα δύο πλατάνια και από τα δύο ποτάμια.  

Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας σε κάθε περίπτωση.  

Λύση 
 

α) Γνωρίζουμε ότι τα σημεία που ισαπέχουν  από δύο    σημεία Β και Γ, 

βρίσκονται στη μεσοκάθετο του τμήματος ΒΓ. Κατά συνέπεια ο θησαυρός 

βρίσκεται πάνω στη μεσοκάθετο μ του ΒΓ. 
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β) Για να ισαπέχει ο θησαυρός από τα δύο ποτάμια, θα ισαπέχει από τις 

πλευρές Αχ και Αy της γωνίας xΑy,άρα θα βρίσκεται στη διχοτόμο της 

γωνίας αυτής. 

 

 

 

 

 

γ) Αν ο θησαυρός ισαπέχει και από τα δύο πλατάνια και από τα δύο ποτάμια, 

τότε ανήκει και στη μεσοκάθετο του ΒΓ και στη  διχοτόμο Αδ της γωνίας xΑy, 

άρα ο θησαυρός  

βρίσκεται στο σημείο τομής Ζ των Αδ, μ. 

 

 

 

Θέμα 4ο 
 

 

13854.Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ). Οι διχοτόμοι ΒΔ και ΓΕ  

των γωνιών Β και Γ αντίστοιχα, τέμνονται στο σημείο Ο.  

α) Να αποδείξετε ότι ΒΔ=ΓΕ.  

β) Από τα σημεία Ε και Δ φέρνουμε κάθετες ΕΛ και ΔΚ στις πλευρές ΑΓ και  

ΒΓ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: ΔΚ=ΕΛ.  

γ) Να εντοπίσετε και να σχεδιάσετε σημείο Ζ της πλευράς ΒΓ που η απόστασή  

του από το σημείο Ε να ισούται με την απόσταση των σημείων Δ και Κ  

αιτιολογώντας πλήρως την απάντησή σας.  

Λύση 
 

α) Τα τρίγωνα ΒΔΓ και ΒΕΓ έχουν: 
-  τη ΒΓ κοινή πλευρά 

- ΑΒΓ ΑΓΒ ως προσκείμενες στη βάση ΒΓ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ 

- ΔΒΓ ΕΓΒ  ως μισά των ίσων γωνιών ΑΒΓ και ΑΓΒ  

Τα τρίγωνα είναι ίσα γιατί έχουν μια πλευρά και τις προσκείμενες σε αυτή γωνίες ίσες μία προς μία, άρα 

ΒΔ=ΓΕ ως απέναντι πλευρές των ίσων γωνιών ΑΓΒ και ΑΒΓ . 

 

β) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΔΚ και ΓΕΛ  έχουν: 

- ΒΔ = ΓΕ από το προηγούμενο ερώτημα 

- ΔΒΚ ΕΓΛ ως μισά των ίσων γωνιών ΑΒΓ και ΑΓΒ  

Τα τρίγωνα είναι ίσα γιατί είναι ορθογώνια, που έχουν την υποτείνουσα και μια οξεία 

γωνία ίσες μία προς μία, άρα ΔΚ=ΕΛ ως απέναντι πλευρές των ίσων γωνιών ΚΒΔ  και 

ΛΓΕ .  

 

γ) Αναζητούμε ένα σημείο Ζ της πλευράς ΒΓ το οποίο να ικανοποιεί τη σχέση 

ΖΕ=ΔΚ.  

Από το β) ερώτημα έχουμε ότι ΔΚ=ΕΛ συνεπώς το σημείο Ζ που αναζητούμε θα πρέπει να ικανοποιεί τη 

σχέση ΖΕ=ΕΛ. Το σημείο Ε ανήκει στη διχοτόμο της γωνίας ΑΓΒκαι ΕΛ είναι η απόστασή του από την 

πλευρά ΓΑ, η οποία είναι ίση με την απόσταση του σημείο Ε από τη άλλη πλευρά, ΒΓ, της γωνίας. 

Συνεπώς το ζητούμενο σημείο Ζ θα είναι το ίχνος της κάθετης από το σημείο Ε στην πλευρά ΒΓ. 
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37823.Δίνεται οξυγώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΓ=ΒΓ).  

Η μεσοκάθετη ε της ΑΓ τέμνει την προέκταση της ΑΒ (προς το μέρος  

του Β) στο σημείο Μ  και την ΑΓ  στο Ζ. Στην προέκταση της ΜΓ  

(προς το μέρος του Γ) παίρνουμε σημείο Ε τέτοιο ώστε ΓΕ=ΒΜ. 

α) Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ισοσκελές.  

β) Να δειχτεί ότι τα τρίγωνα ΑΓΕ και ΓΒΜ είναι ίσα.  

γ) Να δειχτεί ότι το τρίγωνο ΑΜΕ είναι ισοσκελές.  
 

Λύση 
 

α) Επειδή το σημείο Μ ανήκει στη μεσοκάθετο του ΑΓ, ισαπέχει από τα σημεία Α και Γ, δηλαδή  

ΜΑ = ΜΓ, οπότε το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ισοσκελές. 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΓΕ και ΓΒΜ έχουν: 

  1) ΓΕ = ΒΜ (υπόθεση) 

  2) ΑΓ = ΒΓ  

  3) ˆ ˆΕΓΑ ΓΒΜ  γιατί 

ΑΜΓ ισοσκελές ΑΒΓ ισοσκελές
με βάση την ΑΓ με βάση την ΑΒ

ˆˆ ˆ ˆ ˆΕΓΑ 180 ΑΓΜ 180 ΓΑΜ 180 ΑΒΓ ΓΒΜ       ,  

Σύμφωνα με το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΑΓΕ και ΓΒΜ είναι ίσα. 

 

γ) Επειδή τα τρίγωνα ΑΓΕ και ΓΒΜ είναι ίσα, έχουν και ΜΓ= ΑΕ. Όμως ΜΓ = ΜΑ από το α σκέλος, άρα  

ΑΕ = ΜΑ, οπότε το τρίγωνο ΑΜΕ είναι ισοσκελές. 
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Ανισοτικές σχέσεις 
2ο Θέμα 

 

34396. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ˆ 90   η διχοτόμος της γωνίας Γ τέμνει την πλευρά ΑΒ 

στο σημείο Δ. Από το Δ φέρουμε προς την πλευρά ΒΓ την κάθετο ΔΕ, η οποία τέμνει τη ΒΓ στο 

σημείο Ε. Να αποδείξετε ότι: 

α) A E   .   

β) A B   . 

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΓ και ΓΔΕ έχουν: 

  1) την πλευρά ΓΔ κοινή και 

  2) 1 2    λόγω της διχοτόμησης της γωνίας Γ. 

   Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και A E . 

 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΕΒ η ΔΒ είναι η υποτείνουσα, άρα είναι η μεγαλύτερη 

πλευρά του τριγώνου, δηλαδή B E  , όμως A E , άρα B A   . 

 

 

34415. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με AB A  . 

Οι διχοτόμοι των εξωτερικών γωνιών Β και Γ τέμνονται στο σημείο  

Μ και Κ,Λ είναι αντίστοιχα τα μέσα των ΑΒ και ΑΓ. Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΒΜΓ είναι ισοσκελές με MB M  . 

β) MK M  . 

 

 

Λύση 

 
α) Επειδή οι ΒΜ και ΓΜ είναι διχοτόμοι των εξωτερικών γωνιών Β και Γ 

αντίστοιχα, έχουμε:
εξ εξB 180 B 180 Γ Γ

MBΓ MΓB
2 2 2 2

 
     . 

Το τρίγωνο ΜΓΒ έχει δύο γωνίες του ίσες και είναι ισοσκελές με βάση την ΒΓ, 

άρα MB MΓ . 

 

β) Τα τρίγωνα ΚΒΜ και ΛΓΜ έχουν: 

  1) KB ΛΓ  γιατί είναι μισά των ίσων πλευρών ΑΒ και ΑΓ 

  2) MB MΓ  και 

  3) KBM B MBΓ Γ MΓB ΛΓM      

Με βάση το κριτήριο Π-Γ-Π τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και MK MΛ . 

 

 

34502. Στο διπλανό σχήμα, η ΑΔ είναι διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ και  

το Ε είναι σημείο στην προέκταση της ΑΔ, ώστε E A   .  

Να αποδείξετε ότι: 

α) AB E  .  

β) 
AB A

A
2

 
  . 

 

 

Λύση 
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α) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΔΓΕ έχουν: 

  1) AΔ ΔE  

  2) BΔ ΔΓ  γιατί το Δ είναι μέσο της ΒΓ και 

  3) AΔB EΔΓ  ως κατακορυφήν 

Με βάση το κριτήριο Π-Γ-Π τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και AB ΓE  (1). 

 

β) ΑΕ ΑΔ ΔΕ ΑΕ 2ΑΔ     

Από την τριγωνική ανισότητα στο τρίγωνο ΑΓΕ ισχύει ότι: 
(1)

ΑΕ ΑΕ ΑΓ ΑΕ ΑΒ ΑΓ 2ΑΔ ΑΒ ΑΓ        
AB AΓ

AΔ
2


 . 

 

36168. Στο διπλανό σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με ορθή  

τη γωνία Α και η γωνία Γ είναι μικρότερη της γωνίας Β.  

Η ΒΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Β, η ΔΕ είναι κάθετη στην ΒΓ.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) A E   . 

β) A   . 

γ) A AB  . 

Λύση 
 

α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΒ και ΒΔΕ έχουν: 

 

  1) την πλευρά ΒΔ κοινή και 

  2) 1 2B B  λόγω της διχοτόμησης της γωνίας Β. 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και A E . 

 

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΕΓ η ΔΓ είναι η υποτείνουσα, άρα είναι  η μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου, 

δηλαδή E , όμως A E , άρα A  . 

 

γ) Γνωρίζουμε ότι απέναντι από άνισες γωνίες βρίσκονται ομοίως άνισες πλευρές, άρα  

στο τρίγωνο ΑΒΓ επειδή B  είναι και AB A  . 

 

Θέμα 4ο 
 

1749. Θεωρούμε δύο σημεία Α και Β τα οποία βρίσκονται στο ίδιο μέρος ως προς μια ευθεία ε, 

τέτοια ώστε η ευθεία ΑΒ δεν είναι κάθετη στην ε. Έστω A  το συμμετρικό του Α ως προς την 

ευθεία ε. 

α) Αν η BA  τέμνει την ευθεία ε στο σημείο Ο, να αποδείξετε ότι: 

i. Η ευθεία ε διχοτομεί τη γωνία AOA . 

ii. Οι ημιευθείες ΟΑ και ΟΒ σχηματίζουν ίσες οξείες γωνίες με την ευθεία ε. 

β) Αν Κ είναι ένα άλλο σημείο πάνω στην ευθεία ε, να αποδείξετε ότι: 

i. KA KA               

ii. KA KB AO OB     

Λύση 

 

α) i. Επειδή στο τρίγωνο OAA η ΟΔ  είναι ύψος και διάμεσος, 

το τρίγωνο είναι ισοσκελές και  η ΟΔ είναι διχοτόμος της 

γωνίας AOA . 

 

ii. Επειδή το τρίγωνο ΑΔΟ είναι ορθογώνιο, η γωνία AOΔ   

είναι οξεία. Είναι ΔOA BOZ   ως κατακορυφήν και  



www.Askisopolis.gr                                                                                                           Ανισοτικές σχέσεις 

30 

 

ΔOA 90  , άρα και BOZ 90 .  

Άρα οι ζητούμενες οξείες γωνίες είναι οι AOΔ , BOZ  και είναι ίσες. 

 

β) i. Επειδή το Κ ανήκει στη μεσοκάθετο του AA ισχύει ότι: KA KA . 

    ii. Στο τρίγωνο KBA  από τη τριγωνική ανισότητα, ισχύει ότι:  

KA KB BA KA KB OA OB KA KB OA OB             

 

 

13751.Στο διπλανό σχήμα οι ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλληλες.  

Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι οξυγώνιο, ενώ το ΔΕΖ είναι αμβλυγώνιο με  

ˆ 90  .Ισχύει επίσης ότι ΑΓ = ΔΖ.  

α) i. Να σχεδιάσετε τα ύψη των τριγώνων από τις κορυφές Α και Δ  

ονομάζοντας τα ΑΗ και ΔΘ αντίστοιχα.  

ii. Να αποδείξετε ότι ΗΓ = ΘΖ.  

β) Να δικαιολογήσετε γιατί ΕΖ < ΒΓ.  

Λύση 
 

α) i.  

 

 

 

 

 

 

 

ii. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΗΓ και ΔΘΖ έχουν: 

 ΑΘ = ΔΘ, ως αποστάσεις παραλλήλων ευθειών  

 ΑΓ = ΔΗ, από την υπόθεση 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, γιατί είναι ορθογώνια με ίσες υποτείνουσες και μία κάθετη πλευρά ίση. Οπότε 

και οι άλλες κάθετες πλευρές τους είναι ίσες, δηλαδή ΗΓ = ΘΖ.  

 

β) Το σημείο Η είναι εσωτερικό του τμήματος ΒΓ γιατί το τρίγωνο είναι οξυγώνιο, οπότε ΗΓ < ΒΓ.  

Το σημείο Θ είναι εξωτερικό του τμήματος ΕΖ γιατί η γωνία Ε είναι αμβλεία, οπότε ΕΖ < ΘΖ.  

Από το α) ii. ερώτημα βρήκαμε ότι ΘΓ = ΘΗ. Άρα ΕΖ < ΘΖ, ΗΓ = ΘΓ και ΗΓ < ΒΓ, επομένως ΕΗ < ΒΓ. 
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Σχετική θέση ευθείας – κύκλου 

Θέμα 2ο 
 

13759.Δίνεται κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ = 6. Έστω d η απόσταση του κέντρου Ο του 

κύκλου από μια ευθεία (ε). Να βρείτε τη σχετική θέση του κύκλου και της ευθείας (ε) στις εξής 

περιπτώσεις:  

α) d = 3.                 β) d = 6.                 γ) d = 9.  

Λύση 
 

α) Επειδή η απόσταση d = 3 του κέντρου από την ευθεία (ε) είναι μικρότερη από 

την ακτίνα ρ = 6 του κύκλου, η ευθεία (ε) έχει δύο κοινά σημεία με τον κύκλο, 

δηλαδή είναι τέμνουσα του κύκλου. 

 

 

 

β) Επειδή η απόσταση d = 6 του κέντρου από την ευθεία (ε) είναι ίση με την ακτίνα  

ρ = 6 του κύκλου, η ευθεία (ε) έχει ένα κοινό σημείο με τον κύκλο, δηλαδή είναι 

εφαπτόμενη του κύκλου.  

 

 

 

γ) Επειδή η απόσταση d = 9 του κέντρου από την ευθεία (ε) είναι μεγαλύτερη με 

την ακτίνα ρ = 6 του κύκλου, η ευθεία (ε) δεν έχει κοινά σημεία με τον κύκλο, 

δηλαδή είναι εξωτερική του κύκλου. 

 

 

 

13817.Δίνεται κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ.  

Σε σημείο Β του κύκλου φέρουμε εφαπτόμενη ευθεία (ε).  

Θεωρούμε στην ευθεία (ε) δύο σημεία Α και Γ εκατέρωθεν του Β  

έτσι ώστε ΒΑ < ΒΓ και από τα σημεία αυτά, φέρουμε τα  

εφαπτόμενα τμήματα ΑΖ και ΓΜ στον κύκλο.  

α) Να γράψετε τα ευθύγραμμα τμήματα τα οποία είναι ίσα,  

αιτιολογώντας την απάντησή σας.  

β) Να αποδείξετε ότι ΑΓ = ΑΖ + ΜΓ.  

 

Λύση 

 
α) Από τα δεδομένα τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΑΖ είναι εφαπτόμενα στον κύκλο από σημείο εκτός  

αυτό, άρα είναι ίσα, δηλαδή ΑΒ = ΑΖ.  

Όμοια από το σημείο Γ που είναι εκτός του κύκλου τα ευθύγραμμα τμήματα ΓΒ,ΓΜ είναι εφαπτόμενα σε 

αυτόν, άρα ΓΒ =ΓΜ . 

 

β) Λόγω του ερωτήματος (α) έχουμε ΑΓ = ΑΒ + ΒΓ = ΑΖ + ΜΓ. 

 

 

36095. Από εξωτερικό σημείο Ρ ενός κύκλου (Ο, ρ) φέρνουμε τα  

εφαπτόμενα τμήματα ΡΑ και ΡΒ. Αν Μ είναι ένα τυχαίο εσωτερικό 

 σημείο του ευθυγράμμου τμήματος ΟΡ, να αποδείξετε ότι: 

α) τα τρίγωνα ΡΑΜ και ΡΜΒ είναι ίσα. 

β) ˆ ˆM O M O   . 

 

Λύση 
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α) Τα τρίγωνα ΡΑΜ και ΡΜΒ έχουν:  

  1) τη πλευρά ΡΜ κοινή 

  2) PA PB  γιατί είναι τα εφαπτόμενα τμήματα που  

                       άγονται από το Ρ προς τον κύκλο 

  3) 1 2P P  γιατί η διακεντρική ευθεία ΡΟ διχοτομεί  

                    την γωνία των εφαπτομένων 

   Με βάση το κριτήριο Π-Γ-Π τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

β) Επειδή τα τρίγωνα ΡΑΜ και ΡΜΒ είναι ίσα, έχουν και 1 1A B . 

Όμως OAM OBM 90   γιατί οι ακτίνες που καταλήγουν στα σημεία επαφής είναι κάθετες στις 

εφαπτομένες, άρα 1 1MAO 90 A 90 B MBO     . 

 

36098. Στο διπλανό σχήμα δίνεται κύκλος (Ο,R) και τα εφαπτόμενα  

τμήματα ΜΑ και ΜΒ. Προεκτείνουμε την ΑΜ κατά τμήμα  

ΜΓ=ΜΑ και την ΟΜ κατά τμήμα ΜΔ=ΟΜ.  

α) Να αποδείξετε ότι ΜΒ = ΜΓ.  

β) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΟΜΒ και ΜΓΔ είναι ίσα. 

 

Λύση 

 
α) Τα εφαπτόμενα τμήματα ΜΑ και ΜΒ που άγονται από το Μ προς τον κύκλο είναι μεταξύ τους ίσα.  

Ακόμη ΜΑ = ΜΓ, οπότε είναι και ΜΒ = ΜΓ. 

 

β) Η διακεντρική ευθεία ΜΟ διχοτομεί τη γωνία ΑΜΒ των εφαπτομένων, δηλαδή ΑΜΟ ΟΜΒ . 

Όμως ΑΜΟ ΓΜΔ  ως κατακορυφήν, άρα ΑΜΟ ΓΜΔ . 

Τα τρίγωνα ΟΜΒ και ΜΓΔ έχουν: 

- ΟΜ=ΜΔ (υπόθεση) 

- ΜΒ = ΜΓ 

- ΑΜΟ ΓΜΔ  

Σύμφωνα με το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΟΜΒ και ΜΓΔ είναι ίσα 

 

 

36338. Δίνονται δύο ομόκεντροι κύκλοι με κέντρο Ο και ακτίνες ρ  

και R (ρ<R). Οι χορδές ΔΓ και ΖΕ του κύκλου (Ο,R) εφάπτονται  

στον κύκλο (0,ρ) στα σημεία Α και Β αντίστοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι ZE  . 

β) Αν οι ΔΓ και ΖΕ προεκτεινόμενες τέμνονται στο σημείο Κ,  

να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΚΕΓ είναι ισοσκελές. 

 

 

Λύση 

 
α) Έστω ΟΑ και ΟΒ οι ακτίνες του κύκλου (Ο, ρ) που 

καταλήγουν στα σημεία επαφής με τις εφαπτομένες.  

Τότε OA ΓΔ  και OB EZ . 

Τα ΟΑ, ΟΒ είναι αποστήματα των χορδών ΓΔ και ΕΖ στον κύκλο 

(Ο,R) και είναι ίσα  OA OB ρ  , άρα και οι χορδές ΓΔ και ΕΖ 

είναι ίσες. 

 

β) Επειδή τα ΚΑ, ΚΒ είναι εφαπτόμενα τμήματα από το Κ προς τον 

κύκλο (Ο, ρ), είναι  μεταξύ τους ίσα. 

Επειδή τα ΟΑ, ΟΒ είναι αποστήματα των χορδών ΓΔ και ΕΖ, τα σημεία Α και Β είναι μέσα  
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των χορδών και επειδή οι χορδές είναι ίσες, είναι και AΓ BE . 

Είναι KA KB  και AΓ BE , άρα και KA AΓ KB BE KΓ KE     , οπότε το τρίγωνο ΚΓΕ είναι 

ισοσκελές. 

 

 

36354. Έστω κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ. Από σημείο εκτός του κύκλου,  

φέρουμε τα εφαπτόμενα τμήματα ΑΒ και ΑΓ.  

Τα σημεία Ε και Δ είναι τα αντιδιαμετρικά σημεία των Β και Γ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ είναι ίσα.  

β) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ίσα.  

 

 

Λύση 
 

α) Επειδή οι εφαπτομένες ενός κύκλου είναι κάθετες στις ακτίνες στα σημεία επαφής, οι γωνίες ΑΒΕ και 

ΑΓΔ είναι ορθές. 

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ έχουν: 

  1) AB AΓ   γιατί τα εφαπτόμενα τμήματα που άγονται από  

                        σημείο εκτός κύκλου προς αυτόν είναι ίσα και 

  2) BE ΓΔ 2ρ   

Άρα τα δύο τρίγωνα έχουν τις κάθετες πλευρές τους μία προς μία ίσες, οπότε είναι ίσα. 

 

β) Τα τρίγωνα ΟΒΔ και ΟΓΕ έχουν: 

  1) OB OE ρ  ,   

  2) OΔ OΓ ρ   και  

  3) BOΔ ΓOE  ως κατακορυφήν. 

Με βάση το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και BΔ ΓE . 

Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ  έχουν: 

  1) AB AΓ  

  2) AΔ AE γιατί τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΓΔ είναι ίσα και 

  3) BΔ ΓE  

Με βάση το κριτήριο ΠΠΠ τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

 

Θέμα 4ο 
 

1751. Έστω ότι ο κύκλος  O,  εφάπτεται των πλευρών του τριγώνου  

ΡΓΕ στα σημεία Α,Δ και Β. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. P AP   

ii. P PE E     
β) Αν A BE  , να αποδείξετε ότι 

i. Το τρίγωνο ΡΓΕ είναι ισοσκελές.  

ii. Τα σημεία Ρ, Ο και Δ είναι συνευθειακά. 

Λύση 

 
α) i. Τα ΓΑ,ΓΔ είναι εφαπτόμενα τμήματα που άγονται από το Γ προς τον  κύκλο, οπότε ΓA ΓΔ .  

Είναι PΓ PA AΓ PΓ PA ΓΔ     . 
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ii. Τα ΕΒ, ΕΔ είναι εφαπτόμενα τμήματα που άγονται από το Ε προς τον κύκλο, 

οπότε EB EΔ . Όμοια ΡΑ,ΡΒ εφαπτόμενα τμήματα από το Ρ και ισχύει 

PA PB . 

Όμως PΓ ΓΔ PA PA PΓ ΓΔ      και   

PB PE BE PE ΔE    , άρα PΓ ΓΔ PE ΔE   . 

 

β) i. Αν AΓ BE , τότε AΓ ΓΔ ΔE BE   . 

Είναι PΓ ΓΔ PA  , PE PB ΔE  , οπότε PΓ PE , άρα το τρίγωνο ΡΓΕ είναι 

ισοσκελές. 

    

 ii. Επειδή OA OB ρ  και OA PΓ, OB PB  , το Ο ισαπέχει από τις πλευρές 

ΡΓ, ΡΕ της  γωνίας Ρ, οπότε βρίσκεται στη διχοτόμο της γωνίας.  

Επειδή το τρίγωνο ΡΓΕ είναι ισοσκελές και το ΡΔ είναι διάμεσος, θα είναι και 

διχοτόμος  της γωνίας Ρ. Άρα τα Ο,Δ ανήκουν στη διχοτόμο της γωνίας Ρ, οπότε τα 

σημεία Ρ,Ο,Δ  είναι συνευθειακά. 

 

 

1752.Θεωρούμε κύκλο κέντρου Ο και εξωτερικό σημείο του Ρ . Από το Ρ φέρνουμε τα 

εφαπτόμενα τμήμα ΡΑ και ΡΒ. Η διακεντρική ευθεία ΡΟ τέμνει τον κύκλο στο σημείο Λ. Η 

εφαπτόμενη του κύκλου στο Λ τέμνει τα ΡΑ και ΡΒ στα σημεία Γ και Δ αντίστοιχα. Να 

αποδείξετε ότι:  

α) το τρίγωνο ΡΓΔ είναι ισοσκελές.  

β) ΓΑ= ΔΒ.     

γ) η περίμετρος του τριγώνου ΡΓΔ είναι ίση με ΡΑ+ ΡΒ.  

Λύση 
 

α) Επειδή η ΓΔ είναι εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο Λ, ισχύει ότι 

ΓΔ ΡΟ . Επειδή η διακεντρική ευθεία ΡΟ διχοτομεί την γωνία ΓΡΔ 

των εφαπτομένων, στο τρίγωνο ΡΓΔ, το ΡΛ είναι ύψος και διχοτόμος, 

οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

 

β) Επειδή τα εφαπτόμενα τμήματα ΡΑ και ΡΒ είναι ίσα και οι πλευρές 

ΡΓ και ΡΔ του ισοσκελούς τριγώνου ΡΓΔ είναι επίσης ίσες, ισχύει ότι: 

ΡΑ ΡΓ ΡΒ ΡΔ ΓΑ ΔΒ      

 

γ) Τα ΓΑ, ΓΛ είναι εφαπτόμενα τμήματα από το Γ προς τον κύκλο, οπότε είναι ίσα. 

Τα ΔΒ, ΔΛ είναι εφαπτόμενα τμήματα από το Δ προς τον κύκλο, οπότε είναι ίσα. 

Αν Π η περίμετρος του τριγώνου ΡΓΔ, είναι Π=ΡΓ+ΓΔ+ΡΔ=ΡΓ+ΓΛ+ΛΔ+ΡΔ=ΡΓ+ΓΑ+ΔΒ+ΡΔ=ΡΑ+ΡΒ 
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Σχετική θέση δύο κύκλων 

Θέμα 2ο 
 

12417. Έστω δύο κύκλοι (Κ, R) και (Λ, r), με R=3, r=2 και ΚΛ=4. Να αποδείξετε ότι:  

α) Οι κύκλοι (Κ, R) και (Λ, r) τέμνονται σε δύο σημεία, έστω Α και Β.  

β) ˆ ˆ  . 

Λύση 

 
α) Είναι R r 5 και R r 1    .  

Επειδή R r ΚΛ R r     οι κύκλοι τέμνονται σε δύο σημεία  

Α και Β.   

β) Στο τρίγωνο ΚΑΛ είναι ΚΛ > ΑΚ και επειδή απέναντι από 

άνισες πλευρές σε ένα τρίγωνο βρίσκονται ομοίως άνισες γωνίες, 

ισχύει ότι ΚΑΛ ΑΛΚ . 

 

 

13757.Δίνονται δύο κύκλοι (Κ,2) και (Λ,5).  

α) Να υπολογίσετε το μήκος της διακέντρου ΚΛ, αν οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά.  

β) Να υπολογίσετε το μήκος της διακέντρου ΚΛ, αν οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά.  

γ) Μεταξύ ποιων τιμών βρίσκεται το μήκος της διακέντρου ΚΛ, αν ο κύκλος (Κ,2) βρίσκεται στο 

εσωτερικό του κύκλου (Λ,5);  

Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.  

δ) Μεταξύ ποιων τιμών βρίσκεται το μήκος της διακέντρου ΚΛ, αν οι κύκλοι τέμνονται; Να 

αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Λύση 

 
Έστω R = 5 και ρ = 2.  

α) Αν οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά, τότε για τη διάκεντρο ΚΛ έχουμε : ΚΛ = R + ρ = 5 + 2 = 7. 

 

β) Αν οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά, τότε για τη διάκεντρο ΚΛ έχουμε : ΚΛ = R - ρ = 5 - 2 = 3.  

 

γ) Για να είναι ο κύκλος (Κ,2) στο εσωτερικό του κύκλου (Λ,5) θα πρέπει ΚΛ < R –ρ, δηλαδή  

ΚΛ < 5- 2 ή ΚΛ < 3.  

 

δ) Για να τέμνονται οι κύκλοι θα πρέπει R- ρ < ΚΛ < R + ρ, δηλαδή 5 – 2 < ΚΛ < 5 + 2 ή 3 < ΚΛ < 7. 

 

 

13758.Δίνονται δύο κύκλοι (Κ,3) και (Λ,8). Να βρείτε τη σχετική θέση των δύο κύκλων, 

αιτιολογώντας την απάντησή σας, όταν:  

α) ΚΛ = 13.  β) ΚΛ = 2.  γ) ΚΛ = 5.  

δ) ΚΛ = 11.  ε) ΚΛ = 9. 

Λύση 

 
 

Έστω R = 8 και ρ = 3. Υπολογίζουμε τη διαφορά και το άθροισμα των δύο 

ακτίνων, δηλαδή  

R - ρ = 8 - 3 = 5 και R + ρ = 8 + 3 = 11.  

 

α) Επειδή η διάκεντρος ΚΛ = 13 έχει μεγαλύτερο μήκος από το άθροισμα 

των δύο ακτίνων R + ρ = 11, ο κύκλος (Λ,8) βρίσκεται στο εξωτερικό του 

κύκλου (Κ,3) 

 



www.Askisopolis.gr                                                                                                                             Κύκλος 

36 

 

 

 

 

β) Επειδή η διάκεντρος ΚΛ = 2 έχει μικρότερο μήκος από τη διαφορά των δύο 

ακτίνων R - ρ = 5, ο κύκλος (Κ,3) βρίσκεται στο εσωτερικό του κύκλου (Λ,8). 

 

 

 

γ) Επειδή η διάκεντρος ΚΛ = 5 έχει ίσο μήκος με τη διαφορά των δύο ακτίνων  

R - ρ = 5, οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά. 

 

 

 

 

 

δ) Επειδή η διάκεντρος ΚΛ = 11 έχει ίσο μήκος με το άθροισμα των δύο 

ακτίνων R + ρ = 11, οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά.  

 

 

 

ε) Επειδή η διάκεντρος ΚΛ = 9 έχει μήκος μεταξύ της διαφοράς R - ρ = 5 και του 

αθροίσματος των δύο ακτίνων R + ρ = 11, οι κύκλοι τέμνονται. 

 

 

13835. Τα σημεία Α, Κ και Λ δε βρίσκονται στην ίδια ευθεία. Το σημείο Α  

απέχει 4 από το Κ και 5 από το Λ.  

α) Να αποδείξετε ότι 1< ΚΛ < 9.  

β) Να βρείτε ένα σημείο Β του επιπέδου διαφορετικό από το Α, που να  

απέχει 4 από το Κ και 5 από το Λ. 

Λύση 

 
α) Τα τρία μη συνευθειακά σημεία Α, Κ και Λ ορίζουν το τρίγωνο ΑΚΛ.  

Λόγω της τριγωνικής ανισότητας ισχύει ότι  

ΑΛ ΑΚ ΚΛ ΑΛ ΑΚ    5 − 4 < ΚΛ < 5 + 4 1 < ΚΛ < 9.  

 

β) Το ζητούμενο σημείο είναι σημείο του κύκλου (Κ, 4) και του κύκλου (Λ, 5). 

Σχεδιάζουμε δύο κύκλους: ο ένας έχει κέντρο το Κ και ακτίνα 4 και ο άλλος 

έχει κέντρο το Β και ακτίνα 5. Από το α)ερώτημα για τη 

διάκεντρο των κύκλων έχουμε ότι: 

ΑΛ ΑΚ ΚΛ ΑΛ ΑΚ R ρ ΚΛ R ρ         , 

όπου R είναι η ακτίνα του κύκλου με κέντρο το Λ και ρ είναι 

η ακτίνα του κύκλου με κέντρο το Κ.  

Άρα οι κύκλοι τέμνονται σε δύο σημεία. Το ένα είναι το Α και 

το άλλο είναι το Β, που είναι και το ζητούμενο σημείο. 
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13836.α) Στο παρακάτω σχήμα για τους κύκλους (Α, ρ) και (Β, R)  

              ισχύει ρ < R. 

              Να αποδείξετε ότι B A AB    .  

           β) Ο χάρτης ενός κρυμμένου θησαυρού έχει δύο σταθερά  

              σημεία Α και Β, τα οποία απέχουν μεταξύ τους 6.  

              Επίσης γράφει ότι ο θησαυρός είναι κρυμμένος σε ένα  

              σημείο το οποίο απέχει 3 από το Α του χάρτη και 5 από  

              το Β του χάρτη. Ποια είναι τα σημεία του χάρτη στα οποία  

              μπορεί να είναι κρυμμένος ο θησαυρός; 

Λύση 
 

α) Οι κύκλοι είναι τεμνόμενοι. Άρα ισχύει R ρ δ R ρ    , όπου ρ είναι η ακτίνα του κύκλου με κέντρο 

το Α, R είναι η ακτίνα του κύκλου με κέντρο Β και δ η διάκεντρός τους.  

Όμως η διάκεντρος είναι η ΑΒ και επιπλέον ισχύουν ΑΓ = ρ και ΒΔ = R.  

Επομένως ΒΔ ΑΓ ΑΒ ΒΔ ΑΓ    .  

 

β) Ο θησαυρός, επειδή απέχει 3 από το Α και 5 από το Β είναι σε 

σημείο του κύκλου με κέντρο το Α και ακτίνα 3 και σε σημείο του 

κύκλου με κέντρο το Β και ακτίνα 5.  

Σχεδιάζουμε δύο κύκλους (Α, ρ) και (Β, R) με ρ = 3 και R = 5.  

Τότε η ΑΒ = 6 είναι η διάκεντρος του κύκλου και ισχύει  

R ρ ΑΒ R ρ     γιατί αντικαθιστώντας έχουμε 5 − 3 < 6 < 5 + 3, 

που είναι αληθές.  

Επομένως οι κύκλοι είναι τεμνόμενοι δηλαδή έχουν δύο κοινά σημεία 

τα Ε και Ζ.  

Αυτά τα σημεία έχουν την ιδιότητα να απέχουν 3 από το Α και 5 από το Β, άρα είναι τα σημεία που 

μπορεί να κρύβεται ο θησαυρός. 

 

Θέμα 4ο 
 

13823.α) Στο διπλανό σχήμα για τους κύκλους (Α, ρ) και (Β, R)  

ισχύει ρ < R και ΑΒ = 6.  

i. Να αποδείξετε ότι:  . 

ii. Παρακάτω γράφονται οι ιδιότητες 1 και 2.  

Ποιο σημείο από τα Κ και Γ έχει την ιδιότητα 1, ποιο την  

ιδιότητα 2 και ποιο έχει και τις δύο;  

Ιδιότητα 1: «Το σημείο απέχει R από το Β.»  

Ιδιότητα 2: «Το σημείο απέχει ρ από το Α.»  

Να αιτιολογήσετε τις απαντήσεις σας.  

β) Ο χάρτης ενός κρυμμένου θησαυρού έχει δύο σταθερά σημεία Α και Β, τα οποία απέχουν 

μεταξύ τους 6. Επίσης γράφει ότι ο θησαυρός είναι κρυμμένος σε ένα σημείο το οποίο απέχει 3 

από το Α του χάρτη και 2 από το Β του χάρτη. Μπορεί να είναι σωστή η πληροφορία που δίνει ο 

χάρτης για να βρει κανείς το θησαυρό; 

Λύση 

 
α) i. Οι κύκλοι είναι τεμνόμενοι. Άρα ισχύει 𝑅 − 𝜌 < 𝛿 < 𝑅 + 𝜌, όπου ρ είναι η ακτίνα του κύκλου με 

κέντρο το Α, R είναι η ακτίνα του κύκλου με κέντρο Β και δ η διάκεντρός τους.  

Όμως η διάκεντρος είναι η ΑΒ και επίσης 𝜌 = 𝛢𝛤 και 𝑅 = 𝐵𝐾. Επομένως 𝛣𝐾 − 𝛢𝛤 < 𝛢𝛣 < 𝛣𝐾 + 𝛢𝛤.  

 

ii. Το σημείο Κ έχει μόνο την ιδιότητα 1, γιατί είναι σημείο του κύκλου (Β, R) και όχι του κύκλου (Α, ρ). 

Το σημείο Γ έχει και τις δύο ιδιότητες γιατί είναι σημείο και των δύο κύκλων, δηλαδή απέχει ρ από το Α 

και R από το Β. 
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β) Έστω Α και Β τα δύο σημεία του χάρτη. 

Σύμφωνα με την οδηγία το σημείο του θησαυρού ανήκει σε ένα κύκλο 

κέντρου Α και ακτίνας 3 και σε κύκλο κέντρου Β και ακτίνας 2. Επειδή 

απέχει 3 από το Α και 2 από το Β θα είναι το σημείο τομής των δύο 

αυτών κύκλων, αν υπάρχει. Όμως η απόσταση των σημείων Α και Β 

που είναι η διάκεντρος των κύκλων (Α,3) και (Β,2) είναι 6, δηλαδή 

είναι μεγαλύτερη από το άθροισμα των ακτίνων τους. Αυτό σημαίνει ότι οι κύκλοι δεν έχουν κοινά 

σημεία και μάλιστα ο ένας είναι εξωτερικός του άλλου. Συνεπώς η οδηγία δεν είναι σωστή, γιατί δεν 

υπάρχει σημείο του επιπέδου (άρα και του χάρτη) για το οποίο να ισχύει αυτό που περιγράφει η οδηγία. 

 

13846.Δίνεται το διπλανό σχήμα με τους κύκλους (Α, ρ) και (Β, R)  

με R > ρ. Επίσης ΑΒ = 9.  

α) Να αποδείξετε ότι R + ρ < 9.    

β) Να σχεδιάσετε ένα τρίγωνο ΚΛΜ με ΚΛ να είναι ίση με ρ και η  

πλευρά ΛΜ να είναι ίση με R. Να περιγράψετε τον τρόπο που το  

σχεδιάσατε και να αποδείξετε ότι η τρίτη πλευρά του είναι  

μικρότερη από 9.  

γ) Έστω το τρίγωνο ΚΛΜ που σχεδιάσατε στο β) ερώτημα. Πόσα σημεία του επιπέδου έχουν και 

τις δύο ιδιότητες Ι1 και Ι2 που περιγράφονται παρακάτω;  

Ι1: «Η απόσταση των σημείων από το Κ είναι ίση με ρ».  

Ι2: «Η απόσταση των σημείων από το Μ είναι ίση με R».  

Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.   

Λύση 
 

α) Οι κύκλοι δεν έχουν κοινά σημεία και είναι ο ένας στο εξωτερικό του άλλου και η διάκεντρός τους 

είναι το ευθύγραμμο ΑΒ. Άρα ισχύει 𝑅 + 𝜌 < 𝛢𝛣 ή 𝑅 + 𝜌 < 9.  

 

β) Έστω Γ σημείο του κύκλου με κέντρο Α και ακτίνα ρ και Δ σημείο του κύκλου με κέντρο Β και ακτίνα 

R, όπως στο παρακάτω σχήμα. Με το διαβήτη «μεταφέρουμε» τα ΑΓ=ρ και ΒΔ=R έτσι ώστε να 

σχηματίζονται τα ευθύγραμμα τμήματα ΚΛ και ΛΜ. Στη συνέχεια σχεδιάζουμε και την ΚΜ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ισχύει ότι ΛΜ > ΚΛ , γιατί R > ρ. Άρα από την τριγωνική ανισότητα για το τρίγωνο ΚΛΜ έχουμε ότι  

𝛬𝛭 − 𝛫𝛬 < 𝛫𝛭 < 𝛬𝛭 + 𝛫𝛬 ή 𝑅 − 𝜌 < 𝛫𝛭 < 𝑅 + 𝜌.  

Όμως από το α) έχουμε ότι 𝑅 + 𝜌 < 9. Άρα 𝛫𝛭 < 9.  

Δηλαδή η τρίτη πλευρά του τριγώνου είναι μικρότερη 

από 9.  

γ) Έστω το τρίγωνο ΚΛΜ που έχουμε σχεδιάσει. Τα 

σημεία του επιπέδου που έχουν την ιδιότητα Ι1 είναι τα 

σημεία του κύκλου με κέντρο Κ και ακτίνα ρ, ενώ τα 

σημεία του επιπέδου που έχουν την ιδιότητα Ι2 είναι τα 

σημεία του κύκλου με κέντρο Μ και ακτίνα R. 

Επομένως, τα σημεία του επιπέδου που έχουν και τις δύο 

ιδιότητες Ι1 και Ι2 είναι εκείνα που βρίσκονται και στους 

δύο αυτούς κύκλους. Δηλαδή είναι τα κοινά σημεία των 

δύο κύκλων. 

Όπως έχουμε αποδείξει στο προηγούμενο ερώτημα 𝑅 − 𝜌 < 𝛫𝛭 < 𝑅 + 𝜌 όπου ΚΜ η διάμετρος των δύο 

κύκλων. Επομένως οι κύκλοι είναι τεμνόμενοι οπότε έχουν δύο σημεία τομής. 

Άρα δύο σημεία είναι τα ζητούμενα σημεία τα Λ και Ν. 
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Θέμα 3ο 
 

13702.Δίνονται δυο κύκλοι (Κ, ρ1) και (Λ, ρ2) που εφάπτονται εξωτερικά σε σημείο Α. Μια 

ευθεία (ε) εφάπτεται εξωτερικά στους δυο κύκλους σε σημεία Β και Γ αντίστοιχα. Αν η 

εσωτερική εφαπτομένη των κύκλων στο σημείο επαφής τους Α τέμνει την ευθεία (ε) σε σημείο 

Μ, να αποδείξετε ότι:  

α) τα σημεία Α, Β και Γ ανήκουν σε κύκλο του οποίου να προσδιορίσετε το κέντρο και την 

ακτίνα.  

β) ο κύκλος που διέρχεται από τα σημεία Α, Β και Γ εφάπτεται στη διάκεντρο ΚΛ των κύκλων 

(Κ, ρ1) και (Λ, ρ2).  

Λύση 
 

Έστω οι κύκλοι (Κ, ρ1) και (Λ, ρ2) που εφάπτονται εξωτερικά σε σημείο Α, (ε) η ευθεία η οποία 

εφάπτεται εξωτερικά στους δυο κύκλους σε σημεία τους Β και Γ αντίστοιχα, (ζ) η κοινή εσωτερική 

εφαπτομένη των κύκλων στο σημείο επαφής τους Α και Μ το 

σημείο στο οποίο τέμνει την ευθεία (ε) 

 

α) Το σημείο Α είναι σημείο της διακέντρου ΚΛ και τα Β, Γ είναι 

σημεία επαφής της κοινής εξωτερικής εφαπτομένης των δυο 

κύκλων με αυτούς, οπότε τα τρία σημεία Α, Β και Γ δεν είναι 

συνευθειακά. Άρα τα σημεία Α, Β και Γ θα είναι σημεία ενός 

μοναδικού κύκλου. Το σημείο Μ είναι εξωτερικό σημείο των 

κύκλων (Κ, ρ1) και (Λ, ρ2) ως σημείο τομής των κοινών 

εφαπτομένων τους από τα δεδομένα. Είναι ΜΒ = ΜΑ ως 

εφαπτόμενα τμήματα του κύκλου (Κ, ρ1) από το σημείο Μ. Επίσης 

είναι ΜΑ = ΜΓ ως εφαπτόμενα τμήματα του κύκλου (Λ, ρ2) από 

το σημείο Μ. Οπότε θα είναι ΜΒ = ΜΑ = ΜΓ (= κ). Άρα ο κύκλος που ζητείται να κατασκευαστεί θα έχει 

κέντρο το σημείο Μ και ακτίνα ίση με κ. 

 

β) Επειδή οι κύκλοι (Κ, ρ1) και (Λ, ρ2) εφάπτονται εξωτερικά 

στο Α, η κοινή εφαπτομένη τους (ζ) είναι κάθετη στην ακτίνα 

ΚΑ και κάθετη στην ακτίνα ΛΑ αντίστοιχα. Και επειδή το 

σημείο Α είναι σημείο της διακέντρου ΚΛ, η εφαπτομένη (ζ) των 

δυο κύκλων στο Α θα είναι κάθετη στη διάκεντρο ΚΛ. Η ακτίνα 

ΜΑ (=κ) του κύκλου που σχεδιάζεται με κέντρο το Μ έχει ως 

φορέα την εφαπτομένη (ζ) των δυο κύκλων στο σημείο επαφής 

τους Α, οπότε η ακτίνα ΜΑ θα είναι κάθετη στη διάκεντρο ΚΛ. 

Άρα ο κύκλος που διέρχεται από τα σημεία Α, Β και Γ θα 

εφάπτεται της διακέντρου ΚΛ στο σημείο Α. 

 

 

 



www.Askisopolis.gr                                                                                                                     Παραλληλία 

40 

 

Παραλληλία 

Θέμα 2ο 
 

12710.Δίνεται το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόμος του ΒΕ.  

Εξωτερικά του τριγώνου ΑΒΓ κατασκευάζουμε το ορθογώνιο και  

ισοσκελές τρίγωνο ΑΓΔ με υποτείνουσα τη ΓΔ έτσι, ώστε τα σημεία  

Β και Δ να βρίσκονται εκατέρωθεν της ευθείας ΑΓ. Να αποδείξετε ότι:  

α) ΒΕ // ΑΔ.    

β) οι γωνίες ΕΒΔ και ΑΔΒ είναι ίσες.  

γ) το τρίγωνο ΒΑΔ είναι ισοσκελές.  

Λύση 

 
α) Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο, οπότε η διχοτόμος ΒΕ είναι και ύψος, δηλαδή η ΒΕ είναι κάθετη 

στην ΑΓ. Το τρίγωνο ΓΑΔ είναι ορθογώνιο στην κορυφή Α , οπότε η ΑΔ είναι κάθετη στην ΑΓ.  

Τα ευθύγραμμα τμήματα ΒΕ και ΑΔ είναι κάθετα στην ΑΓ, οπότε είναι μεταξύ τους παράλληλα.  

 

β) Οι γωνίες ΕΒΔ και ΑΔΒ είναι εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΒΕ και ΑΔ που τέμνονται από την ΒΔ, 

άρα είναι ίσες.  

 

γ) Από το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε ΑΒ = ΑΓ = ΒΓ και από το ισοσκελές τρίγωνο ΓΑΔ έχουμε  

ΑΓ = ΑΔ, οπότε ΑΒ = ΑΔ, επομένως το τρίγωνο ΒΑΔ είναι ισοσκελές. 

 

 

13534.Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ < ΑΓ. Η μεσοκάθετος της πλευράς  

ΒΓ τέμνει την πλευρά ΑΓ στο σημείο Δ και η παράλληλη από το Δ  

προς τη ΒΓ τέμνει την πλευρά ΑΒ στο σημείο Ε. Να αποδείξετε ότι:  

α) το τρίγωνο ΒΓΔ είναι ισοσκελές.  

β) η ΔΕ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆ .  

 

 

Λύση 

 
α) Το σημείο Δ ανήκει στη μεσοκάθετο του τμήματος ΒΓ, άρα ισαπέχει  

από τα άκρα του, δηλαδή ΔΒ = ΔΓ.  

Συνεπώς το τρίγωνο ΒΓΔ είναι ισοσκελές.  
 

β) Είναι  1 1 1   ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΔΕ, ΒΓ που 

τέμνονται από την ΒΔ και  2 2    ως εντός εκτός και επι τα αυτά 

μέρη των παραλλήλων ΔΕ, ΒΓ που τέμνονται από την ΑΓ. 

Όμως 1    επειδή το τρίγωνο ΔΒΓ είναι ισοσκελές με βάση την ΒΓ, οπότε από τις σχέσεις (1), (2) 

προκύπτει ότι 1 2  , επομένως η ΔΕ είναι διχοτόμος της γωνίας  . 

 

 

13748.Σε τρίγωνο ΑΒΓ θεωρούμε το μέσο Δ της πλευράς ΑΓ.  

Φέρουμε τμήμα ΔΕ ίσο και παράλληλο με την πλευρά ΒΓ όπως  

φαίνεται στο σχήμα.  

Προεκτείνουμε την ΑΓ προς το μέρος του Γ και παίρνουμε σημείο Ζ  

τέτοιο ώστε  ΓΖ = ΔΓ. Να αποδείξετε ότι:  

α) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΖΕΔ είναι ίσα.  

β) ΑΒ // ΕΖ.   

Λύση 
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α) Για το τμήμα ΔΖ έχουμε: ΔΖ = ΔΓ + ΓΖ = 2ΔΓ.  
Όμως το Δ είναι το μέσο του ΑΓ, άρα 2ΔΓ =ΑΓ, οπότε θα είναι ΔΖ = ΑΓ (1).  

Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΖΕΔ έχουν:  

 ΒΓ = ΔΕ, από την υπόθεση  

 ΑΓ = ΔΖ, από τη σχέση (1)  

   , ως γωνίες εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΒΓ και ΔΕ που τέμνονται από την ΔΓ.  

Άρα είναι ίσα γιατί έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες γωνίες στις πλευρές αυτές 

ίσες από το κριτήριο ΠΓΠ. 

 

β) Από την ισότητα των τριγώνων ΑΒΓ και ΖΕΔ, προκύπτει ότι    γιατί είναι γωνίες που 

βρίσκονται απέναντι από τις ίσες πλευρές ΒΓ και ΕΔ αντίστοιχα. Όμως, είναι γωνίες εντός εναλλάξ των  

ΑΒ και ΕΖ που τέμνονται από την ΑΖ, άρα ΑΒ // ΕΖ. 

 

 

34399. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  AB A   φέρουμε τη διχοτόμο ΑΔ  

και μια ευθεία (ε) παράλληλη προς τη ΒΓ, που τέμνει τις πλευρές ΑΒ και  

ΑΓ στα σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 

α) Το τρίγωνο ΑΕΖ είναι ισοσκελές. 

β) Τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΑΖΔ είναι ίσα. 

 

Λύση 

 

α) Είναι AEZ B  ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΕΖ, ΒΓ  

που τέμνονται από την ΑΒ και AZE    ως εντός εκτός και  επί τα αυτά μέρη των 

παραλλήλων ΕΖ, ΒΓ που τέμνονται από την ΑΓ. Όμως B   αφού το τρίγωνο 

ΑΒΓ είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΓ, άρα AEZ AZE , οπότε το τρίγωνο ΑΕΖ 

έχει δύο γωνίες του ίσες και είναι ισοσκελές με βάση την ΕΖ. 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΑΖΔ  έχουν: 

  1) την πλευρά ΑΔ κοινή 

  2) 1 2A A  γιατί η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Α και 

  3) AE AZ  επειδή το τρίγωνο ΑΕΖ είναι ισοσκελές με βάση την ΕΖ. 

Με βάση το κριτήριο Π-Γ-Π τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

 

34776. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 

( ˆ 90  ). Έστω Δ σημείο της πλευράς ΑΓ τέτοιο, ώστε η  

διχοτόμος ΔΕ της γωνίας ΑΔΒ να είναι παράλληλη στην πλευρά ΒΓ. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i) ˆ ˆ   και ˆ ˆ   .  

ii) Το τρίγωνο ΒΔΓ είναι ισοσκελές.  

β) Αν ˆ 60  να υπολογίσετε τη γωνία Γ. 

Λύση 

 

α) i) Οι γωνίες ,  είναι εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΔΕ. ΒΓ που τέμνονται από την ΔΒ, οπότε 

είναι ίσες. Οι γωνίες ˆ,  είναι εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΔΕ, ΒΓ που 

τέμνονται από την ΑΓ, οπότε είναι ίσες. 
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ii) Επειδή ΔΕ διχοτόμος της γωνίας ΑΔΒ είναι , τότε λόγω του προηγούμενου σκέλους είναι 

και ˆ   , οπότε το τρίγωνο ΔΒΓ είναι ισοσκελές. 

 

β) Είναι ˆ 30
2


      

 

 

34777. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  AB A   και η διάμεσός του ΑΜ.  

Φέρουμε ημιευθεία x B  προς το ημιεπίπεδο που δεν ανήκει το Α και  

παίρνουμε σε αυτήν τμήμα AB  . 

α) Να αποδείξετε ότι η γωνία ˆ  είναι ίση με τη ˆ .  

β) Να αποδείξετε ότι: 

i) ΓΔ//ΑΜ 

ii) Η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας ΜΑΓ. 

 

 

 

Λύση 

 
α) Είναι AB  και AB A  , άρα A  , οπότε το τρίγωνο ΑΓΔ είναι  

ισοσκελές με βάση την ΑΔ, άρα έχει και A A   . 

 

β) i) Η ΑΜ είναι διάμεσος στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ που αντιστοιχεί στη βάση 

του, άρα είναι και ύψος του τριγώνου.  

Είναι B   και AM B  , άρα AM . 

 

ii) Είναι 1  ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΓΔ,  ΑΜ που τέμνονται 

από την ΓΒ και A A   , άρα είναι και 1   , δηλαδή η ΑΔ είναι 

διχοτόμος της γωνίας ΜΑΓ. 

 

 

34779. Στις προεκτάσεις των πλευρών ΒΑ (προς το Α) και ΓΑ (προς το Α) τριγώνου ΑΒΓ, 

παίρνουμε τα τμήματα A AB   και AE A  . Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι ίσα.  

β) E B  . 

Λύση 
 

α) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ έχουν: 
  1) A AB  

  2) AE A   

  3) 1 2A A  ως κατακορυφήν 

Με βάση το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

β) Επειδή τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ είναι ίσα, έχουμε  και E  . Οι γωνίες 

αυτές όμως είναι εντός εναλλάξ των ΔΕ, ΒΓ που τέμνονται από την ΕΓ, άρα οι 

ΔΕ, ΒΓ είναι παράλληλες. 
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4ο Θέμα 
 

1744. Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  AB A   φέρουμε τις διαμέσους  

ΒΔ και ΓΕ. Μια ευθεία ε παράλληλη στη βάση ΒΓ τέμνει τις πλευρές  

ΑΒ και ΑΓ στα Ζ και Η αντίστοιχα και τις διαμέσους ΒΔ και ΓΕ στα  

σημεία Θ και Κ αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) BZ H    .    

β) τα τρίγωνα ΖΒΘ και ΗΚΓ είναι ίσα. 

γ) ZK H  . 

Λύση 

 

α) Είναι AZH AB   ως εντός εκτός και επί  τα αυτά μέρη των παραλλήλων ε, ΒΓ που τέμνονται από  

την ΑΒ. Όμοια AHZ A B  ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ε, ΒΓ που τέμνονται 

από την ΑΓ. Όμως AB A B    γιατί το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές άρα και AHZ AZH , οπότε το 

τρίγωνο ΑΖΗ είναι ισοσκελές και AZ AH .Επειδή AB A   και  AZ AH , είναι και 

AB AZ A AH BZ H     . 

 

β) Αρχικά θα συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ για να βρούμε στοιχεία που θα χρησιμοποιήσουμε 

παρακάτω. Αυτά  έχουν: 

   1) AB A   

   2) 
AB A

AE A
2 2


     και  

   3) τη γωνία Α κοινή 

Λόγω του κριτηρίου ισότητας Π-Γ-Π, τα τρίγωνα είναι ίσα οπότε έχουν και AB A E   . 

Τα τρίγωνα ΖΒΘ και ΗΚΓ έχουν: 

   1) BZ H  

   2) AB A E    και 

   3) BZ KH   ως παραπληρωματικές των ίσων γωνιών AH Z  και AZH . 

Από το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΖΒΘ και ΗΚΓ είναι ίσα. 

 

γ) Είναι ZK Z K KH K H      .(ΖΘ=ΗΚ από την ισότητα των τριγώνων ΖΒΘ και ΗΚΓ) 

 

 

1818. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με AB A  , η διχοτόμος του ΑΔ και ευθεία  

ε παράλληλη από το Β προς την ΑΓ. Από το μέσο Μ της ΒΓ φέρνουμε  

ευθεία παράλληλη στην ΑΔ η οποία τέμνει την ΑΓ στο σημείο Ζ, την  

ευθεία ε στο σημείο Λ και την προέκταση της ΒΑ στο σημείο Ε.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΕΖ και ΒΛΕ είναι ισοσκελή. 

β) B Z  .   

γ) AE A B   .  

 

Λύση 

 

α) Είναι  E BA   ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη  των παραλλήλων ΑΔ, ΕΜ που τέμνονται από 

την ΒΕ και  EZA A    ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΔ,ΕΜ που τέμνονται από την ΑΓ. Επειδή 
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BA A    γιατί η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας Α, είναι και E EZA , οπότε το τρίγωνο ΑΕΖ είναι 

ισοσκελές. 

Είναι EZA B E   ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΑΓ, ΒΛ που τέμνονται από την 

ΕΛ. Άρα E B E  και το τρίγωνο ΒΛΕ είναι ισοσκελές. 

 

β) Τα τρίγωνα ΒΜΛ και ΖΜΓ έχουν: 

1) BM M   

2) ZM BM    ως κατακορυφήν και 

3) BM Z M    ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΓ,ΒΛ που τέμνονται από την ΒΓ. 

Σύμφωνα με το κριτήριο ΓΠΓ, τα τρίγωνα ΒΜΛ και ΖΜΓ είναι ίσα. Άρα B Z . 

 

γ) Είναι AE AZ A Z A B       

 

 

13699.Δίνονται δυο κύκλοι (Κ, ρ1) και (Λ, ρ2) που εφάπτονται εξωτερικά σε σημείο Α. Έστω ότι 

μια ευθεία (ε) εφάπτεται εξωτερικά στους δυο κύκλους σε σημεία τους Β και Γ αντίστοιχα και 

ότι η εσωτερική εφαπτομένη (ζ) των κύκλων στο σημείο επαφής τους Α τέμνει την ευθεία (ε) σε 

σημείο Μ. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

  i. οι ευθείες ΚΒ και ΛΜ τέμνονται σε σημείο, έστω Δ. 

  ii. το τρίγωνο ΔΚΛ είναι ισοσκελές.  

γ) Με ποια σχέση πρέπει να συνδέονται οι ακτίνες ρ1 και ρ2 των δύο κύκλων ώστε το ισοσκελές 

τρίγωνο ΔΚΛ να είναι ορθογώνιο; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

Λύση 
 

α) i. Επειδή ΚΒ, ΛΓ ακτίνες κύκλων στα σημεία επαφής Β και Γ 

με την (ε), είναι          . Άρα ΚΒ//ΛΓ. 

Η ΛΜ τέμνει τη ΛΓ στο Λ, επομένως θα τέμνει και κάθε 

άλλη παράλληλη προς αυτήν οπότε και την ΛΜ. 

 

ii. Η διακεντρική ευθεία ΜΛ διχοτομεί τη γωνία των 

ακτίνων που καταλήγουν στα σημεία επαφής Α, Γ, 

δηλαδή ˆ ˆ   (1). 

Επειδή ΚΔ//ΛΓ είναι ˆ ˆ   (2) ως εντός εναλλάξ 

των παραλλήλων ΚΔ, ΛΓ που τέμνονται από την ΔΛ. 

Από τις σχέσεις (1), (2) προκύπτει ότι ˆ ˆ   , 

οπότε το τρίγωνο ΔΚΛ είναι ισοσκελές. 

 

γ) Το ισοσκελές τρίγωνο ΔΚΛ είναι ορθογώνιο όταν ˆ 90  . Τότε το ΒΚΛΓ είναι ορθογώνιο οπότε οι 

απέναντι πλευρές του είναι ίσε, δηλαδή ΚΒ = ΛΓ 1 2  . 

 

13752.Σε τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ 90  θεωρούμε τυχαίο σημείο Δ της  

πλευράς ΑΓ. Φέρουμε τμήμα ΔΕ ίσο και παράλληλο με την πλευρά ΒΓ  

και από το σημείο Ε φέρουμε τμήμα ΕΗ ίσο και παράλληλο με την  

πλευρά ΑΒ, όπως φαίνεται στο σχήμα.  

α) Ένας μαθητής κάνει τους παρακάτω διαδοχικούς συλλογισμούς.  

Να χαρακτηρίσετε Σ (Σωστό) ή Λ (Λάθος) κάθε έναν από αυτούς.  

1. Οι γωνίες ˆ  και ˆ  είναι γωνίες με πλευρές παράλληλες.  

2. Οπότε    .  
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3. Τα τρίγωνα ΔΕΗ και ΑΒΓ είναι ίσα.  

4. Το τμήμα ΔΗ είναι ίσο με το τμήμα ΑΓ.  

β) Να αιτιολογήσετε τους χαρακτηρισμούς σας (Σ ή Λ) που αφορούν τους ισχυρισμούς 2. και 3.  

γ) Αν στα δεδομένα παραλείψουμε τη συνθήκη ˆ 90  , να συγκρίνετε  

τα τμήματα ΑΓ και ΔΗ για τα διάφορα είδη της γωνίας   και να  

δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας.  

Λύση 

 
α) 1. Σ     2. Λ     3. Λ    4. Λ 
 

β) Η απάντηση στον συλλογισμό 2. είναι λάθος. Προεκτείνουμε την ΖΕ και τη ΒΓ και έστω Η το σημείο 

τομής τους. Τότε:  

   ως εντός εκτός και επί τα αυτά γωνίες των παραλλήλων ΔΕ και ΒΗ που τέμνονται από την 

ΖΗ.  

180     γιατί είναι γωνίες εντός και επί τα αυτά των παραλλήλων ΑΒ και ΖΗ που 

τέμνονται από την ΒΗ. Άρα 180   , δηλαδή είναι 

παραπληρωματικές γωνίες και αφού 90  από την υπόθεση, 

τότε 90  .  

Άρα δεν είναι ίσες.  

Η απάντηση στο συλλογισμό 3. είναι λάθος, γιατί τα  

τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες μια προς μία, τις ΔΕ, ΒΓ 

 και τις ΖΕ, ΑΒ, αλλά οι περιεχόμενες γωνίες αυτών των 

πλευρών δεν είναι ίσες αλλά παραπληρωματικές, όπως δικαιολογήθηκε παραπάνω. 

 

γ) Οι γωνίες    είναι παραπληρωματικές.  

 Αν 90   , τότε 90   και τα τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες και τις περιεχόμενες γωνίες στις 

πλευρές αυτές άνισες. Οπότε, θα έχουν και τις τρίτες πλευρές τους ομοίως άνισες. Δηλαδή, αφού  

 τότε ΑΓ < ΔΖ.  

 Αν 90   , τότε 90   και τα τρίγωνα όπως προηγουμένως θα έχουν τις τρίτες πλευρές τους 

ομοίως άνισες. Δηλαδή, αφού    τότε ΑΓ > ΔΖ.  

 Αν 90   , τότε 90  και τα τρίγωνα είναι ορθογώνια με ίσες τις κάθετες πλευρές τους, οπότε 

θα είναι ίσα και συνεπώς θα έχουν ίσες και τις υποτείνουσες τους. Δηλαδή, αφού    τότε  

ΑΓ = ΔΖ. Άρα η μόνη περίπτωση στην οποία τα τμήμα ΔΖ είναι ίσο με το  

τμήμα ΑΓ είναι όταν οι γωνίες   και  είναι παραπληρωματικές  

και ίσες, δηλαδή ορθές. 

 

13822.Δίνονται οι ευθείες (ε) και (ψ).  

α) Αν η γωνία ˆ είναι μεγαλύτερη από την ˆ : 

i. Να αποδείξετε ότι ˆ ˆ 180   .  

ii. Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ε και ψ τέμνονται.  

Σε ποιο από τα ημιεπίπεδα που χωρίζει το επίπεδο η ΑΒ βρίσκεται  

το σημείο τομής των ε και ψ και γιατί;    

β) Να διατυπώσετε την πρόταση που αποδείχθηκε στο α) για τις εντός και εναλλάξ γωνίες δύο 

ευθειών που τέμνονται από τρίτη και το σημείο τομής των ευθειών αυτών.  

γ) Αν ισχύει ˆ ˆ   , τότε σε ποιο από τα ημιεπίπεδα που χωρίζει το επίπεδο η ΑΒ 

βρίσκεται το σημείο τομής των ε και ψ και γιατί;  

Λύση 
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α) i. Είναι 180 180      . 

Είναι 180     180  

 

ii. Οι γωνίες    είναι εντός και επί τα αυτά μέρη των ε και ψ που τέμνονται από την ΑΒ και 

επειδή 180 οι ε και ψ τέμνονται στο ημιεπίπεδο που ορίζεται από την ΑΒ προς το μέρος  

που βρίσκεται η . 

 

β) Στο α) αποδείξαμε ότι αν δύο ευθείες τεμνόμενες από άλλη ευθεία 

σχηματίζουν εντός και εναλλάξ γωνίες που δεν είναι ίσες, τότε οι δύο αυτές 

ευθείες τέμνονται στο ημιεπίπεδο που ορίζεται από την τέμνουσα προς το 

μέρος που βρίσκεται η μικρότερη από τις δύο εντός και εναλλάξ γωνίες.  

 

γ) Οι γωνίες και είναι εντός και εναλλάξ των ευθειών ε και ψ με 

τέμνουσα την ΑΒ. Όμως δίνεται ότι    . 

Εφαρμόζοντας την πρόταση που διατυπώσαμε στο β) για τις γωνίες 

και , οι ευθείες ε και ψ τέμνονται στο ημιεπίπεδο που ορίζεται από την ΑΒ προς το μέρος της 

 , όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 

 

 

13843.Έστω ότι οι ευθείες x΄x και y΄y εφάπτονται στον κύκλο (Ο,R) στα άκρα μιας διαμέτρου 

του ΑΒ. Να αποδείξετε ότι:  

α) οι ευθείες x΄x και y΄y είναι παράλληλες.  

β) οι διχοτόμοι των γωνιών ΒΑx και ΑΒy τέμνονται σε σημείο Μ.  

γ) το σημείο Μ είναι το μέσο του ημικυκλίου ΑΒ.  

δ) αν η διχοτόμος της γωνίας ΒΑx τέμνει την y΄y στο σημείο Γ και η διχοτόμος της γωνίας ΑΒy 

τέμνει την x΄x στο σημείο Δ, τότε ΜΓ = ΜΔ.  

Λύση 

 
 

13843. α) Oι ευθείες x΄x και y΄y εφάπτονται στον κύκλο (Ο,R) στα άκρα της 

διαμέτρου του ΑΒ, επομένως, είναι κάθετες στην ΑΒ και συνεπώς είναι μεταξύ τους 

παράλληλες.  

 

 

 

 

 

β) Έστω Αδ και Βε οι διχοτόμοι των γωνιών ΒΑx και ΑΒy αντίστοιχα, οι οποίες 

τέμνονται από τη διάμετρο ΑΒ. Αρκεί να αποδείξουμε ότι οι εντός και επί τα αυτά 

μέρη γωνίες που σχηματίζονται έχουν άθροισμα μικρότερο από 180°, οπότε η Αδ 

και η Βε θα τέμνονται προς το μέρος της τέμνουσας ΑΒ που βρίσκονται οι γωνίες. 

Είναι 
90 90

45 45 90 180
2 2

        , άρα οι Αδ και Βε τέμνονται 

σε σημείο Μ του ημιεπιπέδου στο οποίο βρίσκονται οι γωνίες. 
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γ) Από το ερώτημα (β) έχουμε 45   και 45    . 

Επομένως, το τρίγωνο ΑΜΒ είναι ισοσκελές με ΜΑ = ΜΒ. Άρα, το σημείο Μ 

ανήκει στη μεσοκάθετο της διαμέτρου ΑΒ. Tο τρίγωνο ΑΟΜ είναι ορθογώνιο διότι 

ΜΟ μεσοκάθετος της ΑΒ, οπότε 90  . 

Στο τρίγωνο ΑΟΜ έχουμε 45  , άρα 90 45 45   . 

Το τρίγωνο ΑΟΜ είναι ισοσκελές με ΟΜ = ΟΑ = R. Δηλαδή, το σημείο Μ είναι 

σημείο του κύκλου (O,R) και επειδή ανήκει στη μεσοκάθετο της ΑΒ συμπεραίνουμε 

ότι το σημείο είναι το μέσο του ημικυκλίου ΑΒ. 

 

 

 

 

δ) Τα τρίγωνα ΑΜΔ και ΒΜΓ έχουν :  

• ΑΜ = ΒΜ, από το ερώτημα (γ)  

• ˆ ˆ     , ως κατακορυφήν  

• 45     

Από το κριτήριο ισότητας Γ-Π-Γ τα τρίγωνα είναι ίσα. Απέναντι από τις ίσες γωνίες 

ΜΑΔ και ΜΒΓ βρίσκονται αντίστοιχα ίσες πλευρές, δηλαδή ΜΔ = ΜΓ 

 

 

34335.Δίνεται κύκλος (Ο,R) και μία ευθεία x΄x η οποία έχει μοναδικό κοινό σημείο με τον κύκλο 

το σημείο Α. Θεωρούμε τυχαίο σημείο Μ της ημιευθείας Αx. Aν για κάποιο σημείο Β του 

κύκλου ισχύει η σχέση  

ΜΑ = ΜΒ, να αποδείξετε ότι: 

α) το ΜΒ είναι εφαπτόμενο τμήμα του κύκλου (Ο,R) 

β) η διχοτόμος της γωνίας ΒΜx είναι κάθετη στη ΜΟ, 

γ) το ευθύγραμμο τμήμα ΟΒ τέμνει τη διχοτόμο της γωνίας ΒΜx. 

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΜΟΒ και ΜΟΑ 

 έχουν:  
1) ΜΟ, κοινή πλευρά  

2) ΟΒ = ΟΑ, ακτίνες του κύκλου 

 (Ο,R) , ΜΒ = ΜΑ, υπόθεση  

Επομένως, τα τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες μία  

προς (Π-Π-Π), οπότε είναι ίσα. Επομένως ˆ ˆ  και  

επειδή ˆ 90 , είναι και ˆ 90 , άρα το ΜΒ είναι εφαπτόμενο του κύκλου. 

 

β) Γνωρίζουμε ότι η διακεντρική ευθεία ΟΜ διχοτομεί τη γωνία 
ˆ των εφαπτομένων. Ακόμη γνωρίζουμε ότι οι διχοτόμοι δύο 

εφεξής και παραπληρωματικών γωνιών είναι κάθετες. Επειδή οι 

γωνίες ˆ  και ˆ x είναι εφεξής και παραπληρωματικές, οι 

διχοτόμοι τους ΟΜ, Μδ είναι κάθετες. 

 

γ) Αν η ΟΒ δεν έτεμνε την Μδ τότε θα ήταν παράλληλη σε αυτήν. Τότε οι γωνίες ˆ 90 και 3̂ θα 

ήταν εντός εναλλάξ, οπότε ίσες. Δηλαδή 3
ˆ 90  , οπότε ˆ x 180  που είναι άτοπο. Άρα το 

ευθύγραμμο τμήμα ΟΒ τέμνει τη διχοτόμο της γωνίας ΒΜx. 
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37166. Στο διπλανό σχήμα φαίνονται οι θέσεις στο χάρτη πέντε χωριών  

Α,Β,Γ,Δ και Ε και οι δρόμοι που τα συνδέουν. Το χωρίο Ε ισαπέχει από  

τα χωριά Β,Γ και επίσης από τα χωριά Α και Δ. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. η απόσταση των χωριών Α και Β είναι ίση με την απόσταση των χωριών  

   Γ και Δ. 

ii. αν οι δρόμοι ΑΒ και ΓΔ έχουν δυνατότητα να προεκταθούν,  

   να  αποδείξετε ότι αποκλείεται να συναντηθούν. 

iii. τα χωριά Β και Γ ισαπέχουν από το δρόμο ΑΔ. 

β) Να προσδιορίσετε γεωμετρικά το σημείο του δρόμου ΑΓ που ισαπέχει από τα χωριά Α και Δ.  

Λύση 

 
α) i. Τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΓΕΔ έχουν: 
  1) AE E   

  2) BE E   και 

  3) AEB E   ως κατακορυφήν. 

Με βάση το κριτήριο ισότητας ΠΓΠ, τα τρίγωνα είναι ίσα οπότε έχουν και 

AB . 

 

ii. Επειδή τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΓΕΔ είναι ίσα και οι γωνίες ΑΒΕ και ΕΓΔ είναι 

ίσες. Όμως οι γωνίες αυτές είναι και εντός εναλλάξ των ΑΒ,ΓΔ που τέμνονται από την ΒΓ, άρα  οι  

ευθείες ΑΒ και ΓΔ είναι παράλληλες. 

 

iii. Έστω ΒΚ, ΓΛ οι αποστάσεις των Β, Γ από την ΑΔ. 

     Τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΕΚ και ΓΛΕ έχουν: 

  1) BE E   και 

  2) AEB E   ως κατακορυφήν,  

άρα τα τρίγωνα είναι ίσα οπότε έχουν και BK . 

 

β) Γνωρίζουμε ότι ένα σημείο ισαπέχει από δύο άλλα όταν βρίσκεται 

στη μεσοκάθετο του τμήματος που ορίζουν τα σημεία αυτά. Για το λόγο 

αυτό θεωρούμε τη μεσοκάθετο (ε) του ΑΔ η οποία τέμνει την ΑΓ στο Ζ. 

Το Ζ είναι το ζητούμενο σημείο. 

 

 

 

 

 

 

 

http://www.askisopolis.gr/
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Άθροισμα γωνιών τριγώνου 
Θέμα 2ο 

 

12640. Στο κυρτό πολύγωνο ΑΒΓΔΕ, οι διχοτόμοι των γωνιών του Α και  

Β τέμνονται στο Ο. Αν η γωνία του Γ ισούται με 100ο , η γωνία του Δ  

ισούται με 140ο και η γωνία του Ε ισούται με 80ο τότε, να υπολογίσετε:  

α) το μέτρο του αθροίσματος ˆ ˆ .  

β) το μέτρο της γωνίας ΑΟΒ.   

 

Λύση 

 
α) Το άθροισμα των γωνιών ενός κυρτού πολυγώνου με ν πλευρές είναι 2·ν - 4 ορθές. Έτσι για το 

πολύγωνο ΑΒΓΔΕ το άθροισμα των γωνιών του είναι: 

 2 5 4 90 540     

100 140 80 540 540 320 220          

 

β) Στο τρίγωνο ΟΑΒ είναι 

180 180 180
2 2 2

  
           

110 180 70      

 

 

12644. Στο τετράπλευρο ΑΒΓΔ, η εξωτερική γωνία της Γ, ισούται  

με 130ο και η εξωτερική γωνία της Δ ισούται με 110ο .  

Αν οι διχοτόμοι των γωνιών του Α και Β τέμνονται στο Ο τότε,  

να υπολογίσετε:  

α) τα μέτρα των γωνιών Γ και Δ του τετραπλεύρου.  

β) το μέτρο του αθροίσματος ˆ ˆ .    

γ) το μέτρο της γωνίας ΑΟΒ.    

Λύση 

 

α) Είναι 180 130 50     και 180 110 70     
 

β) Το άθροισμα των γωνιών ενός κυρτού πολυγώνου με ν πλευρές είναι 2·ν-4 ορθές. Έτσι για το 

τετράπλευρο ΑΒΓΔ, το άθροισμα των γωνιών του είναι: 

360 50 70 360 240            

 

γ) Στο τρίγωνο ΟΑΒ είναι 

180 180 180
2 2 2

  
           

120 180 60      

 

12704.Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ 70   και ˆ 140  .  

Στην πλευρά ΒΓ θεωρούμε εσωτερικό σημείο Δ, ώστε ΑΔ = ΑΒ.  

Να αποδείξετε ότι:  

α) ˆ 40   .                      

β) ˆ 110  .  

γ) Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές.  
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Λύση 

 

α) Επειδή ΑΔ= ΑΒ το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές, οπότε 70     γιατί βρίσκονται απέναντι 

από τις ίσες πλευρές του. Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΔ έχουμε: 

180 70 70 180 180 140 40             

 

β) Είναι 180 180 70 110        

 

γ) Είναι 180 180 140 40       

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ έχουμε: 

ˆ 180 70 40 180 180 110 70            

Επειδή 70    το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 

 

 

12707.Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ 70  και ̂ =55°.  

Προεκτείνουμε την πλευρά ΒΑ προς το σημείο Α και παίρνουμε  

στην προέκταση σημείο Ζ ώστε ˆ 35 ,   όπου Δ εσωτερικό σημείο  

της ΒΓ. Η ΖΔ τέμνει την ΑΓ στο σημείο Ε. Να αποδείξετε ότι:  

α) το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές.    

β) ˆ 90   .      

γ) το τρίγωνο ΑΖΕ είναι ισοσκελές.    

 

Λύση 

 
α) Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ έχουμε: 

Α Β Γ 180 70 Β 55 180         Β 180 125 55     

Επειδή Β Γ το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με βάση την ΒΓ. 

 

β) Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΖΒΔ έχουμε: 

Ζ Β 180 35 5ΖΔΒ ΖΔΒ Ζ1 ΔΒ 180 95 080 90            

 

γ) Είναι εξ εξΑ Α 180 Α 180 70 110       

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΖΕ έχουμε: 

εξΑ Ζ ΖΕΑ 180 110 35 ΖΕΑ 180 ΖΕΑ 180 145 35           Επειδή Ζ ΖΕΑ το τρίγωνο 

ΑΖΕ είναι ισοσκελές.  

 

12708.Δίνεται το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Στις πλευρές ΒΓ και ΓΑ  

θεωρούμε σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα ώστε ΒΕ = ΓΖ. Στις πλευρές  

ΑΒ και ΓΒ θεωρούμε σημεία Η και Δ αντίστοιχα ώστε ΒΗ = ΓΔ.  

Τα ευθύγραμμα τμήματα ΔΖ και ΕΗ τέμνονται στο σημείο Κ το οποίο  

είναι εσωτερικό σημείο του τριγώνου ΑΒΓ. Να αποδείξετε ότι:  

α) ΕΗ = ΔΖ και ˆˆ   .     

β) τα τρίγωνα ΒΕΗ και ΚΕΔ έχουν ίσες γωνίες μία προς μία.  

Λύση 

 
α) Tα τρίγωνα ΒΕΗ και ΓΖΔ έχουν:  

 ΒΕ = ΓΖ, από την υπόθεση  

 ΒΗ = ΓΔ, από την υπόθεση  
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 Β Γ 60  , αφού το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο.  

Από το κριτήριο ισότητας Π-Γ-Π τα τρίγωνα είναι ίσα, επομένως, ΕΗ = ΖΔ και απέναντι από τις ίσες 

πλευρές ΒΕ, ΓΖ βρίσκονται αντίστοιχα οι ίσες γωνίες ΒΗΕ και ΓΔΖ .  

 

β) Από την ισότητα των τριγώνων ΒΕΗ και ΓΖΔ προκύπτει ότι απέναντι από τις ίσες πλευρές ΒΕ και ΓΖ 

βρίσκονται ίσες γωνίες, δηλαδή Η Δ . Παρατηρούμε λοιπόν, ότι τα τρίγωνα ΚΕΔ και ΒΕΗ έχουν τη 

γωνία Ε κοινή και Η Δ , επομένως, έχουν και τις τρίτες γωνίες τους ίσες, δηλαδή, ΔΚΕ Β . 

 

 

12709.Δίνεται το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ  

και ˆ 90  .Εξωτερικά του τριγώνου ΑΒΓ κατασκευάζουμε το  

ισόπλευρο τρίγωνο ΑΓΔ.  

α) Nα υπολογίσετε το μέτρο των γωνιών Β, Γ του τριγώνου ΑΒΓ.  

β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές.   

γ) Να υπολογίσετε το μέτρο της γωνίας ΑΒΔ.  

Λύση 

 

α) Επειδή ΑΒ = ΑΓ το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΓ, οπότε Β Γ . 
Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ έχουμε:

Α Β Γ 180 90 2Β 180 2Β 180 90 90 Β 45 Γ              

β) Επειδή το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισόπλευρο, ισχύει ότι ΑΔ = ΑΓ. Όμως ΑΒ = ΑΓ, άρα ΑΒ = ΑΔ, οπότε το 

τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΔ . 

 

γ) Επειδή το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισόπλευρο ισχύει ότι ΓΑΔ 60 , οπότε ΒΑΔ 90 60 150   . Επειδή 

το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΔ, ισχύει ότι ΑΒΔ ΑΔΒ . 

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΔ έχουμε: 

ΑΒΔ ΑΔΒ ΒΑΔ 180 2ΑΒΔ 150 180       2ΑΒΔ 180 150 30 ΑΒΔ 15       

 

 

13442.Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ 90  .  

Στην πλευρά του ΑΒ θεωρούμε σημείο Δ ώστε  

ΒΔ = ΔΓ και ΑΔ = ΑΓ.  

α) Να αποδείξετε ότι ˆ 45  .  

β) Να υπολογίσετε τη γωνία ̂ .  

 

 

 

Λύση 

 

α) Το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ είναι και ισοσκελές οπότε 1 1Δ Γ  γιατί βρίσκονται απέναντι 

 από τις ίσες πλευρές του. Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΔΓ έχουμε: 

1 1 1 1Δ Γ 90 180 2Δ 90 Δ 45       , άρα ΑΔΓ 45 . 

 

β) Επειδή ΒΔ = ΓΔ, το τρίγωνο ΒΔΓ είναι ισοσκελές, οπότε 2Β Γ  γιατί βρίσκονται 

απέναντι από τις ίσες πλευρές του. 

Η γωνία 1Δ  είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΒΔΓ οπότε ισούται με το άθροισμα των δύο  

απέναντι εσωτερικών γωνιών του, δηλαδή 1 2Δ Β Γ 45 2Β Β 22,5       
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13443.Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ ˆ60 40    . 

Στην πλευρά ΑΓ θεωρούμε σημείο Δ, ώστε 20  . 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισόπλευρο.  

β) Η παράλληλη από το Δ προς την ΑΒ τέμνει την πλευρά ΒΓ στο  

σημείο Ε. Να αποδείξετε ότι:  

i. ˆ 60  .     

ii. Η ΔΕ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆ .   

Λύση 

 

α) Η γωνία 1Δ  είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΔΒΓ, άρα ισούται με το 

άθροισμα των δύο απέναντι εσωτερικών γωνιών, δηλαδή 

1Δ ΓΒΔ Γ 20 40 60     . 

Το τρίγωνο ΑΒΔ έχει δύο γωνίες του ίσες με 60ο, οπότε και η τρίτη του 

γωνία, η 1Β , θα είναι ίση με 60ο, οπότε το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισόπλευρο.  

 

β) i. Είναι 2 1Δ Β 60   (1) ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΔΕ 

που τέμνονται από την ΒΔ . 

 

ii. Είναι 3Δ Α 60  ως εντός εκτός και επι τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΑΒ, ΔΕ που τέμνονται από 

την ΑΓ. Άρα 2 3Δ Δ 60  , οπότε η ΔΕ είναι διχοτόμος της γωνίας ΒΔΓ .  

 

13535.Στο παρακάτω σχήμα η ευθεία ε1 διέρχεται από την  

κορυφή Γ του τριγώνου ΑΒΓ και είναι παράλληλη στην  

ευθεία ε2 που ορίζεται από τις κορυφές του Α και Β.  

Αξιοποιώντας τα δεδομένα του σχήματος:  

α) να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ.  

β) να δικαιολογήσετε γιατί το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές  

και να εξηγήσετε ποιες είναι οι ίσες πλευρές του.  

Λύση 

 

α) Είναι 38  ως εντός εναλλάξ γωνίες των παραλλήλων ε1, ε2 που τέμνονται από την ΑΓ.  

Είναι 109 180   180 109 71     

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ έχουμε: 

B 180 38 71 180 180 109 71             

 

β) Επειδή 71    το τρίγωνο είναι ισοσκελές με ίσες πλευρές τις ΑΒ και ΑΓ γιατί βρίσκονται 

απέναντι από τις ίσες γωνίες. 

 

13619.Θεωρούμε το τετράπλευρο ΑΒΓΔ του σχήματος με  

ˆ ˆ ˆ100 220     . 

Αν οι διχοτόμοι των γωνιών ̂  και ̂  τέμνονται στο Ο, τότε:  

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες ˆ ˆ     του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ.  

β) Να αποδείξετε ότι ˆ 70  .  

 

 

 

Λύση 
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α) Είναι εξΑ Α 180   100 Α 180 Α 180 100 80       

Από το άθροισμα γωνιών του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ έχουμε:

Α Β Γ Δ 360 80 220 Δ 360         Δ 360 300 60    

 

β) Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΒΓΟ έχουμε: 

Β Γ
ΒΟΓ ΟΒΓ ΟΓΒ 180 ΒΟΓ 180

2 2
       

Β Γ 220
ΒΟΓ 180 ΒΟΓ 180

2 2


       

ΒΟΓ 110 180 ΒΟΓ 180 110 70       

 

13654.Στο ακόλουθο σχήμα είναι ˆ ˆˆ ˆ90 , 50 50     . 

α) Να υπολογίσετε τις οξείες γωνίες ˆ ˆ    του ορθογωνίου  

τριγώνου ΑΒΓ.  

β) Nα αποδείξετε ότι η ΓΒ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆ .  

 

 

 

 

Λύση 

 

α) Είναι ΑΒΓ ΑΓΒ 50    ΑΒΓ ΑΓΒ 50 1   . Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ 

έχουμε: Α ΑΒΓ ΑΓΒ 180    90 ΑΓΒ 50 ΑΓΒ 180    
 1

2ΑΓΒ 180 140 40 ΑΓΒ 20       

Από τη σχέση (1) έχουμε: ΑΒΓ ΑΓΒ 50 20 50 70      

β) Η γωνία ΑΒΓ είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΒΓΔ, οπότε 

ΑΒΓ ΒΓΔ Δ 70 ΒΓΔ 50 ΒΓΔ 70 50 20          

Επειδή ΒΓΔ ΑΓΒ , η ΓΒ είναι διχοτόμος της γωνίας ΑΓΔ .  

 

13687.Σε κύκλο με κέντρο Ο και ακτίνα R θεωρούμε επίκεντρη γωνία  

40  . Προεκτείνουμε τις ακτίνες ΟΑ και ΟΒ κατά τμήματα ΑΓ 

και ΒΔ αντίστοιχα, έτσι ώστε ΑΓ = ΟΑ και ΒΔ = ΟΒ, όπως φαίνεται  

στο παρακάτω σχήμα.  

α) Να αποδείξετε ότι ˆ ˆ 70   .  

β) Να υπολογίσετε τις γωνίες ˆˆO   O   .  

γ) Να αποδείξετε ότι ΑΒΓΔ.  

 

 

Λύση 

 
α) Το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές, αφού οι πλευρές ΟΑ και ΟΒ είναι ίσες με την ακτίνα R. Επομένως, 

οι γωνίες ΟΑΒ και ΟΒΑ  θα είναι ίσες ως προσκείμενες στη βάση ΑΒ. Στο τρίγωνο ΟΑΒ ισχύει:  

Ο ΟΑΒ ΟΒΑ 180 40 2ΟΑΒ 180       2ΟΑΒ 180 40 140 ΟΑΒ 70 ΟΒΑ        

 

β) Τα τμήματα ΟΓ και ΟΔ είναι ίσα ως αθροίσματα ίσων τμημάτων, αφού ΟΓ = ΟΑ + ΑΓ = 2R και  

ΟΔ = ΟΒ + ΒΔ = 2R. Επομένως, το τρίγωνο ΟΓΔ είναι ισοσκελές με βάση ΓΔ. Στο τρίγωνο ΟΓΔ ισχύει: 

Ο ΟΓΔ ΟΔΓ 180 40 2ΟΓΔ 180       2ΟΓΔ 180 40 140 ΟΓΔ 70 ΟΔΓ       . 
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γ) Οι ΑΒ και ΓΔ τέμνονται από την ΑΓ και σχηματίζουν τις εκτός εντός και επί τα αυτά μέρη γωνίες τους 

ΟΑ̂Β και ΟΓ̂Δ ίσες. Επομένως, ΑΒΓΔ. 

 

13741.Στο σχήμα που ακολουθεί οι ευθείες ε και ζ είναι  

παράλληλες. Αν είναι ˆ 76   και ˆ 120  , να υπολογίσετε :  

α) Τη γωνία ̂ .  

β) Τις γωνίες του τετράπλευρου ΑΒΓΔ .  

γ) Τη γωνία ̂ του τριγώνου ΕΑΔ.  

 

 

 

Λύση 

 

α) Οι γωνίες ˆα̂ και β είναι εκτός εντός και επί τα αυτά των παραλλήλων ε και ζ που τέμνονται από την 

ευθεία ΑΒ. Οπότε ˆα̂ β 76  .  

 

β) Η γωνία Γ του τετράπλευρου ΑΒΓΔ είναι παραπληρωματική της γωνίας γ̂ 120 , έτσι 

Γ  180 120 60   .  

Οι γωνίες Γ και Δ του τετράπλευρου είναι εντός και επί τα αυτά των παραλλήλων ευθειών ε και ζ που 

τέμνονται από τη ΓΔ. Άρα είναι παραπληρωματικές, οπότε Γ  Δ 180   Δ 180 60 120      .  

Η γωνία Α του τετράπλευρου ΑΒΓΔ είναι παραπληρωματική της γωνίας α̂ 76 .  

Έτσι ˆΑ α 180 Α 76 180 Α 180 76 104          

 

γ) Στο τρίγωνο ΕΑΔ έχουμε ήδη γνωστή τη γωνία α̂ 76  . Επιπλέον η γωνία ΑΔΕ  του τριγώνου είναι η 

παραπληρωματική της γωνίας Δ του τετράπλευρου ΑΒΓΔ οπότε  

ΑΔΕ Δ 180 ΑΔΕ 180 120 60      .  

Το άθροισμα των γωνιών του τριγώνου ΑΔΕ είναι 180ο , οπότε  

ˆΑΔΕ α Ε 180 60 76 Ε 180 Ε 180 136 44            

 

 

13749.Στο παρακάτω σχήμα το ΑΒΓΔΕ είναι ένα πεντάγωνο  

στο οποίο η διαγώνιος ΑΔ είναι ίση με την πλευρά ΑΕ και η  

ημιευθεία Αx είναι προέκταση της ΒΑ προς το Α.  

Να υπολογίσετε δικαιολογώντας τις απαντήσεις σας:  

α) Τη γωνία ̂                β) Τη γωνία ̂            γ) Τη γωνία ̂ .  

 

Λύση 

 
α) Από το άθροισμα γωνιών του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ έχουμε: 

α̂ 85 65 130 360     α̂ 360 280 80     

 

β) Είναι ˆ ˆα ω 24 180    ˆ ˆ80 ω 24 180 ω 180 104 76        . 

 

γ) Η διαγώνιος ΑΔ του πενταγώνου ΑΒΓΔΕ είναι ίση με την πλευρά ΑΕ, άρα το τρίγωνο ΑΔΕ είναι 

ισοσκελές με βάση την πλευρά ΕΔ. Η γωνία φ̂  είναι ίση με τη γωνία ΑΔΕ , ως γωνίες της βάσης του 

ισοσκελούς τριγώνου ΑΔΕ, του οποίου η γωνία της κορυφής είναι η ω̂ 76 από το β) ερώτημα.  

Επομένως 
ˆ180 ω 180 76 104

φ̂ 52
2 2 2

 
    . 
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14884. Έστω τρίγωνο ΑΒΔ με ˆ 120  . Εξωτερικά του τριγώνου  

κατασκευάζουμε τα ισόπλευρα τρίγωνα ΑΕΒ και ΑΖ∆.  

Να αποδείξετε ότι:  

α) Τα τρίγωνα ΑΕΖ και ΑΒΔ είναι ίσα.      

β)Το τμήμα ΔΖ είναι παράλληλο στο ΒΕ.   

 

 

 

Λύση 

 
α) Επειδή τα τρίγωνα ΖΑΔ και ΑΒΕ είναι ισόπλευρα, είναι 

ΖΑΔ ΑΖΔ ΖΔΑ ΒΑΕ ΑΒΕ ΒΕΑ 60      . 

Επειδή ΔΑΒ ΒΑΕ 120 60 180    τα σημεία Δ, Α, Ε είναι συνευθειακά. Επειδή 

ΔΑΒ ΔΑΖ 120 60 180    τα σημεία Ζ, Α, Β είναι συνευθειακά. 

Τα τρίγωνα ΑΕΖ και ΑΒΔ έχουν: 

- ΑΖ = ΑΒ πλευρές του ισόπλευρου τριγώνου ΑΔΖ 

- ΑΕ = ΑΒ πλευρές του ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΕ 

- ΖΑΕ ΔΑΒ  ως κατακορυφήν 

Σύμφωνα με το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΖΑΕ είναι ίσα. 

 

β) Είναι ΑΖΔ ΑΒΕ 60  , όμως οι γωνίες αυτές είναι εντός εναλλάξ των ΔΖ, ΒΕ που τέμνονται από την 

ΖΒ, οπότε οι ευθείες ΖΔ και ΒΕ είναι παράλληλες. 

 

34313.Δίνεται κύκλος (Ο,R) διαμέτρου ΑΒ,  

και χορδή του ΑΓ τέτοια ώστε ˆ 30  .  

Στο σημείο Γ του κύκλου φέρουμε εφαπτομένη, η οποία τέμνει  

την προέκταση της διαμέτρου ΑΒ (προς το Β) σε σημείο Δ.  

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΓΟΔ είναι ορθογώνιο και να  

υπολογίσετε το μέτρο της γωνίας του Γ Ο̂ Δ.   

β) Να υπολογίσετε το μέτρο της γωνίας ω̂ .  

γ) Να αποδείξετε ότι ΟΔ=2R. 

Λύση 

 

α) Επειδή η ΟΓ είναι ακτίνα στο σημείο επαφής Γ, είναι ΟΓ ΓΔ , οπότε ˆΟΓΔ 90 , άρα το τρίγωνο 

ΓΟΔ είναι ορθογώνιο. 
Επειδή οι ΟΑ και ΟΓ είναι ακτίνες του κύκλου, το τρίγωνο ΟΑΓ είναι ισοσκελές με βάση την ΑΓ, οπότε  

ˆˆΑΓΟ Α 30  . Η γωνία ˆΓΟΔ είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΟΑΓ, οπότε ˆ ˆˆΓΟΔ ΑΓΟ Α 60   . 

 

β) Είναι ˆ ˆ ˆΑΓΔ ΑΓΟ ΟΓΓ 30 90 120     . 

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΓΔ έχουμε: ˆ ˆ ˆ ˆΑ ΑΓΔ ω 180 30 120 ω 180         

ω̂ 180 150 30   . 

 

γ) ΤΑ ΟΓ, ΟΒ είναι ακτίνες του κύκλου, οπότε το τρίγωνο ΟΒΓ είναι ισοσκελές. Επειδή επιπλέον έχει 

ˆΓΟΔ 60 , είναι ισόπλευρο, οπότε ΒΓ R . Είναι ˆOΓB 60  και ˆ ˆΒΓΔ 90 ΟΓΒ 90 60 30     . 

Επειδή ˆ ˆΒΓΔ ω , το τρίγωνο ΒΓΔ είναι ισοσκελές με βάση την ΓΔ, άρα ΒΔ = ΒΓ= R. Είναι ΟΔ= ΟΒ + 

ΒΔ= R + R = 2R. 
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34397. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ˆ 90  . Η διχοτόμος της γωνίας Β τέμνει την πλευρά 

ΑΓ στο σημείο Δ. Φέρουμε τμήμα ΔΕ κάθετο στην πλευρά ΒΓ. Να αποδείξετε ότι: 

α) BE AB . 

β) Αν επιπλέον ˆB A 55  , να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΓΔΕ. 

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΔΕ έχουν: 
  1) τη πλευρά ΒΔ κοινή και 

  2) 1 2B B  λόγω της διχοτόμησης της γωνίας Β, άρα 

  τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και BE AB . 

 

β) Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΔ έχουμε: 

1 1 1 2

B
BΔA B 90 55 B 90 B 35 B 35 B 70

2
             

Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, έχουμε: 

B Γ 90 70 Γ 90 Γ 20       . 

Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΓΔΕ, έχουμε: 

ˆΓΔΕ Γ 90 ΓΔΕ 90 20 70      . Τέλος E 90 . 

 

34413. Ένας μαθητής της Α΄ Λυκείου βρήκε έναν τρόπο να κατασκευάζει παράλληλες ευθείες. 

Στην αρχή σχεδιάζει μια τυχαία γωνία xΟψ. Στη συνέχεια με κέντρο τη κορυφή Ο της γωνίας 

σχεδιάζει δύο ομόκεντρους διαφορετικούς κύκλους με τυχαίες ακτίνες. Ο μικρότερος κύκλος 

τέμνει τις πλευρές Οx και Οψ της γωνίας στα σημεία Α και Β αντίστοιχα και ο μεγαλύτερος στα 

σημεία Γ,Δ. Ισχυρίζεται ότι οι ευθείες που ορίζονται από τις χορδές ΑΒ και ΓΔ είναι 

παράλληλες. Μπορείτε να το δικαιολογήσετε;  

Λύση 

 
Επειδή OA OB  γιατί είναι ακτίνες του ίδιου κύκλου, το τρίγωνο ΟΑΒ είναι 

ισοσκελές με βάση την ΑΒ, άρα 1 1A B . Από το άθροισμα γωνιών του 

τριγώνου ΟΑΒ, έχουμε:   

1 1 1O A B 180 2B 180 O        1

180 O
B

2


  (1) 

Επειδή OΓ OΔ γιατί είναι ακτίνες του ίδιου κύκλου, το τρίγωνο ΟΓΔ 

είναι ισοσκελές με βάση την ΓΔ, άρα 1 1Γ Δ .Από το άθροισμα γωνιών 

του τριγώνου ΟΓΔ, έχουμε:  

1 1 1 1

180 O
O Γ Δ 180 2Δ 180 O Δ

2


         (2). 

Από τις σχέσεις (1),(2) προκύπτει ότι 1 1B Δ . Οι γωνίες αυτές όμως είναι και εντός εκτός και επί τα αυτά 

μέρη των ΑΒ, ΓΔ που τέμνονται από την ΟΔ, άρα οι ευθείες ΑΒ και ΓΔ είναι παράλληλες. 

 

34418. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο η εξωτερική γωνία Α είναι διπλάσια  

της εσωτερικής γωνίας ˆ . 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με AB A  . 

β)Έστω ότι  η μεσοκάθετος της πλευράς ΑΒ τέμνει την πλευρά ΑΓ σε  

εσωτερικό σημείο Δ. Αν η γωνία ˆ  ίση με 80 , να υπολογίσετε τις  

γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ. 

 

Λύση 
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α) Γνωρίζουμε ότι η εξωτερική γωνία ενός τριγώνου ισούται με το άθροισμα των δύο απέναντι 

εσωτερικών γωνιών του, δηλαδή εξA B Γ  . Όμως εξA 2B , άρα 2B B Γ 2B B Γ B Γ       , 

άρα το τρίγωνο ΑΒΓ έχει δύο γωνίες του ίσες και είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΓ, δηλαδή AB AΓ . 
 

β) Στο τρίγωνο ΑΔΒ η ΔΚ είναι ύψος και διάμεσος, άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές με 

βάση την ΑΒ, οπότε 1A B . Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΔΒ, έχουμε:

1AΔB A B 180 80 2A 180       2A 100 A 50    

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ, έχουμε: 

A B Γ 180 50 2B 180       2B 130 B 65 Γ     

 

 

34422. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με AB A  . Φέρουμε εκτός  

του τριγώνου τις ημιευθείες Αx και Αy τέτοιες ώστε Ax AB  και  

Ay A  . Οι κάθετες στην πλευρά ΒΓ στα σημεία Β και Γ τέμνουν  

τις Αx και Αy στα σημεία Δ και Ε αντίστοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι B E   .  

β) Αν η γωνία ΒΑΓ είναι ίση με 80 , να υπολογίσετε τις γωνίες του  

τριγώνου που έχει για κορυφές τα σημεία Α, Ε και Δ.  

 

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΕΓ έχουν: 
  1) AB AΓ  και 

  2) AΔ AE , άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και BΔ ΓE . 

 

β) Είναι ΔAE 360 90 90 80 100     . 

Επειδή AΔ AE , το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές με βάση την ΔΕ, άρα 

E Δ . Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου  ΔΑΕ έχουμε: 

E Δ ΔAE 180 2E 100 180       2E 80 E 40 Δ     

 

 

34770. Δίνεται ευθεία ε του επιπέδου. Τα παράλληλα τμήματα ΑΒ και ΓΔ καθώς και ένα τυχαίο 

σημείο Ε βρίσκονται στο ίδιο ημιεπίπεδο της ε. Να αποδείξετε ότι: 

 

 

α) Αν το Ε είναι εκτός των τμημάτων ΑΒ και ΓΔ, τότε:   ˆˆ ˆ . 

 

 

 

 

 

β) Αν το Ε είναι ανάμεσα στα τμήματα ΑΒ και ΓΔ και EZ AB , 

τότε να αποδείξετε ότι ˆ ˆ   . 

 

Λύση 
 

α) Έστω Κ το σημείο τομής των ΕΓ, ΑΒ. Είναι 1K ω ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΓΔ που  

τέμνονται από την ΕΓ. Η γωνία 1K  είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΑΚΕ, άρα 1K θ φ ω θ φ      
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β) Έστω τώρα ότι το Ε βρίσκεται ανάμεσα στα τμήματα ΑΒ και ΓΔ. Τότε 

1ω θ  ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΕΖ, ΓΔ που τέμνονται από την 

ΕΓ και 2φ θ  ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ, ΕΖ που τέμνονται 

από την ΑΕ. Είναι 2 1φ ω θ θ θ    . 

 

 

 

34775. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  AB A   με ˆ 80  .  

Έστω Κ σημείο της διχοτόμου της γωνίας Α, τέτοιο, ώστε KB KA K   . 

α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΒΚΑ και ΓΚΑ είναι ίσα.  

β) Να υπολογίσετε:   

i. τις γωνίες ΑΒΚ και ΑΓΚ.        

ii. τη γωνία ˆ . 

Λύση 

 
α) Τα τρίγωνα ΒΚΑ και ΓΚΑ είναι ίσα επειδή 

 έχουν τρείς πλευρές ίσες μία προς  μία: 
 ΚΑ κοινή, ΒΚ= ΚΓ και ΑΒ = ΑΓ 

 

β) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΓ, είναι B Γ . 

Επειδή η ΑΚ είναι διχοτόμος της γωνίας Α, είναι   
80

BAK K AΓ 40
2

   . 

Επειδή KB KA KΓ  , τα τρίγωνα ΑΒΚ και ΑΓΚ είναι ισοσκελή με βάσεις τις ΑΒ και  

ΑΓ αντίστοιχα. Άρα ABK BAK 40   και KΓA KAΓ 40  . 

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΚ έχουμε:  

AKB ABK BAK 180 AKB 2 40 180 AKB 100          

Όμοια στο τρίγωνο ΑΓΚ προκύπτει ότι AKΓ 100 . 

 

γ) Είναι BKΓ 360 AKB AKΓ 360 100 100 160        

 

 

34778. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με AB A  . Έστω Αχ η διχοτόμος της  

εξωτερικής γωνίας ˆ 120  . Από την κορυφή Β φέρνουμε ευθεία  

παράλληλη στην Αx, η οποία τέμνει την ΑΓ στο σημείο Δ. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

  i.  ˆ 60      ii. το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισόπλευρο. 

β) Αν η γωνία ΒΔΑ είναι διπλάσια της ̂  του τριγώνου ΑΒΓ, να  

υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΒΔΓ.       

Λύση 

 

α) i) 
εξ

2

A
ABΔ A 60

2
    ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων Αx, ΒΔ που 

τέμνονται από την ΑΒ. 
 

ii) Είναι 
εξ

1 1

A
Δ A 60

2
    ως εντός εκτός 

 και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων Αx, ΒΔ που τέμνονται από την ΑΔ.  
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Στο τρίγωνο ΑΒΔ δύο γωνίες του είναι ίσες με 60 ,  άρα και η τρίτη του γωνία θα είναι 60 και το 

τρίγωνο είναι  ισόπλευρο. 

 

iii) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισόπλευρο, ισχύει ότι: AB AΔ BΔ  . 

    Είναι ΔΓ AΓ AΔ AΓ AB     

 

β) Είναι BΔA 60  και BΔA 2Γ Γ 30   . BΔΓ 180 BΔA 180 60 120      και από το 

άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΒΔΓ, έχουμε:

ΔBΓ Γ BΔΓ 180 ΔBΓ 30 120 180 ΔBΓ 30         . 

 

34785. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  AB A   με A 50 .  

Έστω Δ σημείο της πλευράς ΑΓ, τέτοιο, ώστε B B   . 

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες Β και Γ του τριγώνου ΑΒΓ.   

β) Να αποδείξετε ότι B A   .  

 

 

Λύση 

 

α) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΓ, ισχύει ότι: B Γ . Από το άθροισμα γωνιών 

του τριγώνου ΑΒΓ, έχουμε: 

A B Γ 180 50 2B 180 2B 130 B 65 Γ            

 

β) Επειδή BΔ BΓ , το τρίγωνο ΒΔΓ είναι ισοσκελές με βάση τη ΔΓ, άρα BΔΓ Γ 65  . Από το 

άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΔΒΓ έχουμε: 

ΔBΓ BΔΓ Γ 180 ΔBΓ 65 65 180 ΔBΓ 50 A           

 

 

34786. Θεωρούμε ορθογώνιο ΑΒΓ  ˆ 90   με ˆ 40  .  

Έστω  Δ τυχαίο σημείο της πλευράς ΑΓ και E B   . 

Να υπολογίσετε: 

α) τις γωνίες του τριγώνου ΔΕΓ.   

β) τις γωνίες του τετράπλευρου ΑΔΕΒ.  

Λύση 

 

α) Επειδή ˆΔΕΓ 90 , από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΔΕΓ, έχουμε: 

EΔΓ Γ 90 EΔΓ 40 90 EΔΓ 50        

 

β) Αρχικά είναι A E 90  . 

AΔE EΔΓ 180 AΔE 50 180 AΔE 130       . 

Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, έχουμε:  

B Γ 90 B 40 90 B 50        

 

34787. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  AB A   με ˆ 40  . Στην προέκταση της ΓΒ (προς 

το Β) παίρνουμε τμήμα ΒΔ τέτοιο, ώστε B AB  . Να υπολογίσετε 

α) τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ.  

β) τη γωνία ˆ .   

Λύση 
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α) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΓ, ισχύει  ότι:  

B Γ .  

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ, έχουμε: 

A B Γ 180 40 2B 180       2B 140 B 70 Γ     

 

β) Επειδή BΔ AB , το τρίγωνο ΒΔΑ είναι ισοσκελές με βάση  

την ΑΔ, άρα 1Δ A . Η γωνία Β του τριγώνου ΑΒΓ είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΒΔΑ, άρα 

1 1B Δ A 70 2Δ Δ 35 A       . Είναι 1ΔAΓ A A 40 35 75      

 

34500. Θεωρούμε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  AB A   και σημεία Δ  

και Ε στην ευθεία ΒΓ τέτοια, ώστε B E   . 

Έστω Z AB   και EH A  . 

α) Να αποδείξετε ότι: 

  i.  BZ H  .   

  ii. Το τρίγωνο ΑΖΗ είναι ισοσκελές.  

β) Αν ˆ 50  , να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΖΗ.  

Λύση 

 
α) i. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΒΖ και ΕΗΓ έχουν:  
  1) BΔ ΓE  και 

  2) ΔBZ EΓH  γιατί είναι κατακορυφήν των ίσων γωνιών Β και Γ του 

ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ 

Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, οπότε έχουν και BZ ΓH .  

 

ii. Επειδή AB AΓ και BZ ΓH , είναι και     

AB BZ AΓ ΓH AZ AH     , άρα το τρίγωνο ΑΖΗ είναι ισοσκελές. 

 

β) Επειδή το τρίγωνο ΑΖΗ είναι ισοσκελές με βάση τη ΖΗ, είναι Z H . 

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΖΗ έχουμε: 

A Z H 180 50 2Z 180 2Z 130 Z 65 H            

 

 

34505. Σε ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ προεκτείνουμε την ΑΒ προς το  

μέρος του Α και παίρνουμε ένα σημείο Γ. Θεωρούμε Ε ένα σημείο  

του ημικυκλίου και έστω Δ το σημείο τομής του τμήματος ΓΕ με  

το ημικύκλιο. Αν το τμήμα ΓΔ ισούται με το ΟΒ και η γωνία ˆB E   

είναι 15 , τότε 

α) να αποδείξετε ότι ˆ 30  . 

β) να υπολογίσετε τη γωνία ˆ x  .  

Λύση 

 
Έστω ρ η ακτίνα του ημικυκλίου. Τότε OA OB OE ΓΔ OΔ ρ     . 

Επειδή ΓΔ OΔ ρ  , το τρίγωνο ΟΓΔ είναι ισοσκελές με 

βάση την ΟΓ, άρα ΔOA Γ x  . 

Η γωνία 1Δ  είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΟΓΔ, άρα 

1Δ ΔOA Γ 2x   . 

Επειδή OE OΔ ρ  , το τρίγωνο ΟΔΕ είναι ισοσκελές με 

βάση την ΔΕ, οπότε 1E Δ 2x  . 
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Η γωνία BOE  είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΓΟΕ, άρα 

BOE E Γ 45 2x x 3x 45 x 15          

 

 

34506.Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ με ΑΒ // ΔΓ, στο οποίο η διαγώνιος  

ΒΔ είναι ίση με την πλευρά ΑΔ. Αν είναι η γωνία Γ̂ 110   και η γωνία  

ΔΒ̂Γ 30  , να υπολογίσετε τη γωνία ΑΔ̂Β .  

 

 

Λύση 

 

Οι γωνίες Γ̂ και ˆΑΒΓ είναι εντός και επι τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΔΓ, ΑΒ που τέμνονται από τη 

ΒΓ, επομένως ˆ ˆΓ ΑΒΓ 180   ˆ ˆ110 ΑΒΓ 180 ΑΒΓ 70    . 

Όμως ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑΒΓ ΑΒΔ ΔΒΓ 70 ΑΒΔ 30 ΑΒΔ 40       . 

Επειδή ΒΔ=ΑΔ το τρίγωνο ΔΑΒ είναι ισοσκελές και έχει ˆ ˆΔΑΒ ΑΒΔ 40  . 

Από το άθροισμα γωνιών στο τρίγωνο ΔΑΒ έχουμε: ΑΑ ˆΔ 0Βˆ ˆΔΑΒ ΒΔ 18    

ΑΔΒ 40 40 180 ΑΔΒ 180 80 1ˆ 0ˆ 0       . 

 

 

36087. Στο διπλανό σχήμα ισχύουν B BA A E      και  

ˆB 40  .Να αποδείξετε ότι: 

α) ˆ ˆA A E 110    .  

β) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ίσα. 

γ) Το τρίγωνο ΔΑΕ είναι ισοσκελές. 

Λύση 

 

α) Επειδή AB AΓ , το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με βάση τη ΒΓ και έχει B Γ . 
Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ, έχουμε: 

A B Γ 180 40 2B 180       2B 140 B 70 Γ     

Οι γωνίες ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι παραπληρωματικές των ίσων γωνιών Β και Γ, άρα 

ABΔ AΓE 180 70 110     

 

β) Τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ  έχουν: 

  1) ΔB ΓE  

  2) BA AΓ  και 

  3) ABΔ AΓE 110   

Με βάση το κριτήριο ΠΓΠ τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

γ) Επειδή τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ίσα έχουν και AΔ AE  , οπότε το τρίγωνο ΑΔΕ είναι 

ισοσκελές. 

 

 

36101. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με ˆ 80  , ˆ ˆ20    και έστω ΑΔ η διχοτόμος της γωνίας Α. 

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες Β και Γ.  

β) Φέρνουμε από το Δ ευθεία παράλληλη στην ΑΒ, που τέμνει την ΑΓ στο Ε. Να υπολογίσετε τις 

γωνίες ΑΔΕ και ΕΔΓ.  

Λύση 
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α) Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ έχουμε: 

   A B Γ 180 80 20 Γ Γ 180          

   2Γ 80 Γ 40    και B 20 40 60    

 

β) Είναι 1 2

A
A A 40

2
    

Είναι 2EΔA A 40   ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΔΕ, ΑΒ που τέμνονται από την ΑΔ και  

EΔΓ B 60   ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΔΕ,ΒΓ που τέμνονται από την ΒΓ.  

ΔEΓ 180 AEΔ 80   . 

 

 

36114. Δίνεται κύκλος κέντρου Ο και από ένα σημείο Ρ εκτός αυτού  

φέρουμε τα εφαπτόμενα τμήματα ΡΑ και ΡΒ. Το τμήμα ΡΟ τέμνει τον  

κύκλο στο Μ και η εφαπτομένη του κύκλου στο Μ τέμνει τα ΡΑ και  

ΡΒ στα σημεία Δ και Γ αντίστοιχα. 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΡΔΓ είναι ισοσκελές.   

β) Αν ˆA B 40  , να υπολογίσετε τη γωνία ΑΟΒ.     

Λύση 

 
α) Επειδή η ΟΜ είναι ακτίνα που καταλήγει στο σημείο επαφής, είναι 

κάθετη στην εφαπτομένη. Η διακεντρική ευθεία ΡΟ διχοτομεί τη γωνία 

των εφαπτομένων. Στο τρίγωνο ΡΓΔ η ΡΜ είναι ύψος και διχοτόμος, άρα 

το  τρίγωνο είναι ισοσκελές. 
 

β) Επειδή τα ΟΑ και ΟΒ είναι ακτίνες που καταλήγουν στα σημεία 

επαφής, είναι κάθετες στις εφαπτομένες. Από το άθροισμα γωνιών 

του ορθογωνίου τριγώνου ΟΑΡ έχουμε: 

11 1 1O P 90 O 20 90 O 70       . 

Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΟΒΡ έχουμε: 

22 2 2O P 90 O 20 90 O 70       . Είναι 1 2AOB O O 140   . 

 

36117. Στα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ (γωνία Α ορθή) του  

διπλανού σχήματος ισχύει ˆˆ 30    και Ζ το σημείο τομής των  

πλευρών τους ΒΓ και ΔΕ αντίστοιχα.. 

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τετράπλευρου ΑΕΖΓ. 

β) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΓΖΔ και ΕΒΖ είναι ισοσκελή.    

 

Λύση 

 
α) Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ έχουμε: 

B Γ 90 30 Γ 90 Γ 60       . 
Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΔΕ, έχουμε: 

Δ ΑΕΔ 90 30 ΑΕΔ 90 ΑΕΔ 60       . 

Η γωνία ˆΑΕΔ  είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΕΖΒ, άρα

1 1 1E Z B 60 Z 30 Z 30       .  

Είναι   1ΓZE 180 Z 180 30 150     . 

 

β) Επειδή 1Z B 30  , το τρίγωνο ΕΒΖ είναι ισοσκελές. 
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Είναι 2 1Z Z 30   ως κατακορυφήν, άρα 2Z Δ , οπότε το τρίγωνο ΓΖΔ είναι ισοσκελές. 

 

36118. Στο διπλανό  σχήμα, οι ΑΔ, ΒΕ είναι παράλληλες.  

Επιπλέον ισχύουν A   , BE   και ˆ 70  . 

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες των τριγώνων ΑΔΓ και ΒΓΕ. 

β) Να αποδείξετε ότι ˆE 90  .  

 

Λύση 

 

α) Επειδή AΔ ΑΓ , το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ισοσκελές με βάση την ΔΓ, άρα Δ ΑΓΔ . 
Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΔΓ, έχουμε: 

A Δ ΑΓΔ 180 70 2Δ 180       2Δ 110 Δ 55 ΑΓΔ    . 

Οι γωνίες Α και Β είναι εντός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΑΔ, ΒΕ που τέμνονται από την ΑΒ, 

οπότε είναι παραπληρωματικές, δηλαδή A B 180 70 B 180 B 110        

Επειδή BE ΒΓ , το τρίγωνο ΒΕΓ είναι ισοσκελές με βάση την ΕΓ, άρα ΒΓΕ E . Από το άθροισμα 

γωνιών του τριγώνου ΒΕΓ έχουμε: 

B ΒΓΕ E 180 110 2E 180 2E 70 E 35 ΒΓΕ           . 

 

β) Είναι ΔΓE 180 ΑΓΔ ΒΓ5 180 55 35 90        

 

 

36163. Στο διπλανό σχήμα οι γωνίες Α,Β είναι ορθές και επιπλέον A B    

και A BE  . Να αποδείξετε ότι: 

α) Τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΒΓΕ είναι ίσα.  

β) Αν η γωνία ˆE B 40  , τότε το τρίγωνο ΔΓΕ είναι  

   ορθογώνιο και ισοσκελές.         

 

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΓΔ και ΒΓΕ  έχουν: 
  1) AΔ BΓ   και  2) AΓ BE ,  οπότε έχουν τις κάθετες πλευρές τους μία προς μία ίσες και είναι ίσα. 

 

β) Επειδή τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΒΓΕ είναι ίσα, είναι και  ΔΓ ΓE , οπότε 

το τρίγωνο ΔΓΕ είναι ισοσκελές. Από το άθροισμα γωνιών του 

ορθογωνίου τριγώνου ΒΓΕ έχουμε: 

EΓB E 90 40 E 90 E 50       . 

Επειδή τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΒΓΕ είναι ίσα, είναι και 1Γ E 50  . 

Είναι 1ΔΓE 180 Γ EΓB 180 50 40 90       , οπότε το τρίγωνο 

ΔΓΕ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 

 

36167. Σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν ˆ ˆ ˆ2    και ˆ ˆ3   . 

α) Να αποδείξετε ότι ˆ 60  .  

β) Αν το ύψος ΑΔ και η διχοτόμος ΒΕ τέμνονται στο σημείο Ζ, να 

αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΖΕ είναι ισόπλευρο. 

 

Λύση 

 

α) Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ έχουμε: A B Γ 180   , όμως A Γ 2B  , άρα 

2B B 180 3B 180 B 60      . 
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β) Επειδή B 60  είναι A Γ 2B 120   . Όμως A 3Γ , άρα  

3Γ Γ 120 4Γ 120 Γ 30      . Τότε     

A B Γ 180 A 60 30 180 A 90         . Στο ορθογώνιο τρίγωνο 

ΑΒΕ από το  

άθροισμα γωνιών του έχουμε:  

1

B
B AEB 90 AEB 90 30 AEB 90 AEB 60

2
          . 

Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΔΓ έχουμε: 

ΔAΓ Γ 90 ΔAΓ 30 90 ΔAΓ 60         

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΖΕ έχουμε:      

AEB ΔAΓ AZE 180 60 60 AZE 180 AZE 60          

Το τρίγωνο ΑΖΕ έχει τις γωνίες του ίσες είναι ισόπλευρο. 

 

 

36228. Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Θεωρούμε σημείο Ε στην προέκταση  

της ΒΑ (προς το Α) και σημείο Δ στο εσωτερικό της πλευράς ΑΓ, ώστε  

AE A  . 

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΔΕ. 

β) Αν Ζ είναι το σημείο τομής της προέκτασης της ΕΔ (προς το Δ) με την ΒΓ,  

να αποδείξετε ότι η ΕΖ είναι κάθετη στην ΒΓ. 

 

 

Λύση 

 
α) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο, οι γωνίες του είναι ίσες  

με 60 . Άρα ΔΑE 180 A 180 60 120     . 

Επειδή το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές με βάση την ΔΕ, έχει 1Δ E . 

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΔΕ έχουμε: 

1 1Δ E ΔAE 180 2Δ 120 180       1 12Δ 60 Δ 30 E     

 

β) Είναι 2 1Δ Δ 30   ως κατακορυφήν και Γ 60 , οπότε από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΔΖΓ 

προκύπτει ότι ΔZΓ 90 , άρα EZ BΓ . 

 

 

36336. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με AB A   και η διάμεσός του ΑΔ τέτοια, ώστε 

ˆB 30  . Θεωρούμε σημείο Ε στην ΑΓ τέτοιο, ώστε A AE  . 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. 

β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΔΕ. 

γ) Να υπολογίσετε τη γωνία ΕΔΓ.  

 

 

Λύση 

 
α) Επειδή AB AΓ , το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. Η διάμεσος ΑΔ είναι ύψος και     

διχοτόμος του τριγώνου. Επειδή η ΑΔ είναι διχοτόμος του τριγώνου ΑΒΓ, είναι ΔAΓ BAΔ 30  , 

επομένως A 60 .  

Επειδή το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ έχει μια γωνία του ίση με  60 , είναι ισόπλευρο. 
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β) Επειδή AΔ AE  το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές με βάση τη ΔΕ, άρα AΔE AEΔ . 

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΔΕ, έχουμε: 

ΔAΓ AΔE AEΔ 180 30 2AΔE 180       2AΔE 150 AΔE 75 AEΔ      

 

γ) EΔΓ AΔΓ AΔE 90 75 15     . 

 

 

37009. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ˆ 90   και ΑΔ η διχοτόμος της γωνίας Α. Από το 

σημείο Δ φέρουμε την παράλληλη προς την ΑΒ που τέμνει την ΑΓ στο Ε. 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΕΔΓ είναι ορθογώνιο.  

β) Να υπολογίσετε τη γωνία ΑΔΕ. 

γ) Αν η γωνία Β είναι 20  μεγαλύτερη από τη γωνία Γ, να υπολογίσετε τη γωνία ΕΔΓ.   

Λύση 

 
α) Είναι AΓ AB  και AB ΔE , άρα είναι και AΓ ΔE , οπότε το τρίγωνο ΑΔΕ 

είναι ορθογώνιο. 
 

β) Επειδή 1

A
A 45

2
  , από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου  

ΑΔΕ προκύπτει ότι AΔE 45 . 

 

γ) Από το άθροισμα γωνιών του ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ, έχουμε: 

B Γ 90  , όμως B Γ 20  , άρα Γ 20 Γ 90 2Γ 70 Γ 35        και B 55 . 

Είναι EΔΓ B 55   ως εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλήλων ΔΕ, ΑΒ που τέμνονται από 

την ΒΓ. 

 

 

37013. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με AB A   . 

α) Να αποδείξετε ότι τα μέσα Δ και Ε των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα, ισαπέχουν από τη 

βάση ΒΓ.  

β) Αν ˆ ˆ75   , να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ. 

Λύση 

 
α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΔΖΒ και ΕΗΓ έχουν: 
1) ΔB EΓ  γιατί είναι μισά των ίσων πλευρών ΑΒ και ΑΓ και 

2) B Γ  γιατί βρίσκονται στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ. 

Τα δύο τρίγωνα έχουν μια κάθετη τους πλευρά ίση και μια οξεία γωνία τους ίση, άρα 

είναι ίσα, οπότε έχουν και ΔZ EH . δηλαδή τα  Δ και Ε ισαπέχουν από τη βάση ΒΓ. 

 

β) Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ έχουμε: 

A B Γ 180 75 B B B 180 3B 105 B 35 Γ              και A 75 35 110   . 

 

37014.Στο διπλανό σχήμα, να αποδείξετε ότι: 

α) το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές, 

β) η γωνία ΑΕΔ είναι ορθή. 
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Λύση 
 

α) Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ έχουμε:  

A B Γ 180    40 B 70 180 B 70      

Επειδή B 70 Γ  , το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 

 

β) Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΒΕΔ έχουμε: 

BEΔ B Δ 180 BEΔ 70 20 180 BEΔ 90         , άρα και AEΔ 90 . 

 

Θέμα 4ο 
 

1708. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ˆ 90   με ˆ 50  , το ύψος  

του ΑΔ και σημείο Ε στην ΔΓ ώστε E B   . Το σημείο Ζ είναι η  

προβολή του Γ στην ΑΕ. 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Το τρίγωνο ABE είναι ισοσκελές.    

ii. ˆ E 10  . 

β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου  ΖΓΕ.        

 

Λύση 

 
α) i. Στο τρίγωνο ΑΒΕ το ΑΔ είναι ύψος και  διάμεσος, οπότε το τρίγωνο  είναι ισοσκελές και έχει 

AEB B 50  . 

 

ii. Στο τρίγωνο ΑΒΕ ισχύει ότι: 

EAB AEB B 180    EAB 2 50 180     EAB 180 100 80   . 

Είναι EAB ΓAE 90   80 ΓAE 90 ΓAE 10     . 

 

β) Είναι ΓEZ AEB 50  ως κατακορυφήν. 

Επειδή ΓZE 90 , στο τρίγωνο ΓΖΕ ισχύει ότι: ΓEZ EΓZ 90 50 EΓZ 90 EΓZ 40        

 

1792. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με  . Φέρουμε τη διχοτόμο  

του ΑΚ και σε τυχαίο σημείο της Ε φέρουμε ευθεία κάθετη στη  

διχοτόμο ΑΚ, η οποία τέμνει τις ΑΒ και ΑΓ στα σημεία Ζ και Δ  

αντίστοιχα και την προέκταση της ΓΒ στο σημείο Η.  

Να αποδείξετε ότι: 

α) 
ˆ

ˆ 90
2


                    

β)                         

γ) 
ˆ ˆ

ˆ
2


  . 

Λύση 

 

α) Στο τρίγωνο ΑΖΔ η ΑΕ είναι ύψος και διχοτόμος, άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές, οπότε ΑΖΕ ΑΔΕ . 

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΔΖ έχουμε: Α ΑΖΕ ΑΔΕ 180 2ΑΔΕ 180 Α        

Α
ΑΔΕ 90

2
  . Είναι

Α Α
ΖΔΓ 180 ΑΔΕ 180 90 90

2 2
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β) Η ΑΕ είναι μεσοκάθετος του ΖΔ και το Κ είναι σημείο της, άρα ισαπέχει από τα Ζ και Δ, δηλαδή  

ΖΚ ΚΔ . 

 

γ) Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΗΔΓ έχουμε: 

Α
ΖΗΓ ΖΔΓ Γ 180 ΖΗΓ 90 Γ 180

2
        

Α 180 Α 2Γ
ΖΗΓ 90 Γ

2 2

 
    (1).  

Όμως στο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ότι:  

Α Β Γ 180   , οπότε η σχέση (1) γίνεται: 
Α Β Γ Α 2Γ Β Γ

ΖΗΓ
2 2

    
   

 

1819. Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και στην προέκταση της ΓΒ  

(προς το Β) θεωρούμε σημείο Δ τέτοιο, ώστε B B   , ενώ στην  

προέκταση της ΒΓ (προς το Γ) θεωρούμε σημείο Ε τέτοιο, ώστε  

E B   . Φέρουμε την κάθετη στην ΕΔ στο σημείο Ε, η οποία  

τέμνει την προέκταση της ΔΑ στο Ζ.  

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες των τριγώνων ΓΑΕ και ΒΔΑ. 

β) Να αποδείξετε ότι η ΓΖ είναι μεσοκάθετος του ΑΕ.   

γ) Να αποδείξετε ότι AB Z .  

Λύση 

 
α) Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο οι γωνίες του είναι ίσες 

με 60 . Είναι ABΔ AΓE 180 60 120    . 

Επειδή AB AΔ AΓ ΓE   , τα τρίγωνα  ΑΒΔ και ΑΓΕ είναι ίσα 

και ισοσκελή. Έστω ω κάθε μια από τις γωνίες που αντιστοιχούν 

στις βάσεις τους. 

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΔ έχουμε: 

ABΔ 2ω 180 120 2ω 180 2ω 60 ω 30          

 

β) Επειδή AΓ ΓE , το Γ ισαπέχει από τα Α και Ε, οπότε ανήκει  

στη μεσοκάθετο του ΑΕ. 

Είναι ΓAZ ω A 30 60 90 ΔAΓ      . 

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΓΖ και ΓΕΖ έχουν: 

  1) τη πλευρά ΓΖ κοινή και 

  2) AΓ ΓE ,  

Δηλαδή τα δύο τρίγωνα έχουν τις υποτείνουσες τους ίσες και μια  

κάθετη πλευρά του ενός τριγώνου είναι ίση με μια κάθετη πλευρά του άλλου, οπότε τα τρίγωνα είναι ίσα 

και έχουν ZA ZE . 

Δηλαδή το Ζ ανήκει στη μεσοκάθετο του ΑΕ. Επειδή το Γ και το Ζ  

ανήκουν στη μεσοκάθετο του ΑΕ, η ΓΖ είναι η μεσοκάθετος του ΑΕ. 

 

γ) Στο τρίγωνο ΑΓΕ το ΓΖ είναι ύψος και διάμεσος, άρα είναι και διχοτόμος, δηλαδή 

120
AΓZ ZΓE 60

2
   . 

Οι γωνίες ΑΒΓ και ΖΓΕ είναι εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των ΑΒ, ΓΖ που τέμνονται από την ΒΓ 

και είναι ίσες, άρα οι ευθείες ΑΒ και ΓΖ είναι παράλληλες. 
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1851. Σε τρίγωνο ΑΒΓ η προέκταση της διχοτόμου της γωνίας Γ και  

της εξωτερικής γωνίας του Β τέμνονται στο Ε.  

Δίνεται ότι ˆ ˆ70 2    . 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΓΒΕ είναι ισοσκελές.  

β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ. 

 

Λύση 

 

α) Επειδή ΒΕ είναι διχοτόμος της γωνίας Β εξωτερικής, ισχύει ότι 1 2Β Β 70  . 

Είναι 2ΓΕΒ 70 ΓΕΒ 35   . 

Η γωνία 2Β είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΓΒΕ οπότε 2Β ΓΕΒ ΕΓΒ 70 35 ΕΓΒ ΕΓΒ 35       . 

Επειδή ΕΓΒ ΓΕΒ  το τρίγωνο ΓΒΕ είναι ισοσκελές. Είναι 2Β ΓΒΕ 180 ΓΒΕ 110     

 

β) Επειδή ΓΕ διχοτόμος της γωνίας Γ και ΕΓΒ 35 , είναι ΑΓΒ 2 35 70    

Είναι εξΒ ΑΒΓ 180 140 ΑΒΓ 180 ΑΒΓ 40       . Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ 

ισχύει ότι: Α ΑΒΓ ΑΓΒ 180 Α 40 70 180 Α 70          

 

 

11882. Στο παρακάτω σχήμα τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΔΕ και ΔΖΗ είναι  

ορθογώνια με ορθές γωνίες ˆ ˆ ˆ,        , αντίστοιχα.  

Επίσης ΑΓ = ΑΔ και ΒΓ = ΔΖ. Να αποδείξετε ότι:  

α) Τα ευθύγραμμα τμήματα ΒΓ και ΔΕ είναι ίσα.  

β) Η ΔΗ είναι διχοτόμος της γωνίας ˆ .  

γ) Αν, επιπλέον, οι ΑΔ και ΔΗ είναι κάθετες, τότε 
ˆ

ˆ
2


  .  

Λύση 

 

α) Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ έχουν: ΑΓ = ΑΔ (υπόθεση) και ΒΑΓ ΔΑΕ  ως κατακορυφήν. 
Άρα τα δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν τις υποτείνουσες τους ίσες και μια οξεία γωνία του ενός τριγώνου 

ισούται με μια οξεία γωνία του άλλου, οπότε είναι ίσα.  

Επομένως έχουν και  ΒΓ = ΔΕ. 

 

β) Είναι ΔΕ = ΒΓ = ΔΖ, οπότε το Δ ισαπέχει από τις ΗΑ και ΗΖ, άρα ανήκει στη διχοτόμο της γωνίας 

ΕΗΖ . Δηλαδή η ΔΗ είναι διχοτόμος της γωνίας ΕΗΖ . 

 

γ) Επειδή η ΔΗ είναι διχοτόμος της γωνίας ΕΗΖ , ισχύει 
ΕΗΖ

ΔΗΕ
2

  (1). 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΗ είναι ΔΑΕ ΔΗΕ 90 ΔΗΕ 90 ΔΑΕ      (2). 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΕ είναι ΑΔΕ ΔΑΕ 90 ΑΔΕ 90 ΔΑΕ      (3). 

Από τις σχέσεις (1), (2), (3) προκύπτει ότι 
ΕΗΖ

ΑΔΕ
2

 . 
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13499.Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ˆ 90  με ΑΒ < ΑΓ και ΑΗ το ύψος προς την 

υποτείνουσα. Στην πλευρά ΒΓ θεωρούμε τα σημεία Δ και Ε τέτοια ώστε ΔΒ = ΑΒ και ΓΕ = ΓΑ. 

Αν ΔΖ και ΕΘ είναι οι αποστάσεις των Δ και Ε από τις πλευρές ΑΓ και ΑΒ αντίστοιχα, να 

αποδείξετε ότι:  

α) ˆ ˆ ˆ ˆ     .  

β) ΔΕ = ΔΖ + ΕΘ.    

Λύση 

 
α) Από το σχήμα έχουμε ότι:  

ΓΑΔ ΓΑΒ ΔΑΒ 90 ΔΑΒ    (1).  

Οι γωνίες ΔΑΗ και ΑΔΗ  του ορθογωνίου τριγώνου ΑΔΗ είναι 

συμπληρωματικές, οπότε: ΔΑΗ 90 ΑΔΗ  (2).  
Αφού ΒΔ = ΒΑ, το τρίγωνο ΒΔΑ θα είναι ισοσκελές με 

βάση ΔΑ, οπότε οι γωνίες ΔΑΒ και ΑΔΗ  θα είναι 

ίσες ως προσκείμενες στη βάση, δηλαδή ΔΑΒ ΑΔΗ (3).  

Άρα, από τις σχέσεις (1), (2) και (3) προκύπτει ότι ΓΑΔ ΔΑΗ (4).  

Έχουμε, επίσης, ότι: ΕΑΒ ΓΑΒ ΓΑΕ 90 ΓΑΕ    (5).  

Οι γωνίες ΗΑΕ και ΑΕΗ του ορθογωνίου τριγώνου ΑΕΗ είναι συμπληρωματικές, οπότε:  

ΗΑΕ 90 ΑΕΗ   (6). 

Αφού ΓΕ = ΓΑ, το τρίγωνο ΓΕΑ θα είναι ισοσκελές με βάση ΕΑ, οπότε οι γωνίες ΓΑΕ και ΑΕΗ  θα είναι 

ίσες ως προσκείμενες στη βάση, δηλαδή ΓΑΕ ΑΕΗ  (7).  

Άρα, από τις σχέσεις (5), (6) και (7) προκύπτει ότι ΕΑΒ ΗΑΕ  (8).  

 

β) Από (α) ερώτημα ισχύει ότι ΕΑΒ ΗΑΕ , οπότε η ΑΕ είναι διχοτόμος της γωνίας ΗΑΒ  του τριγώνου 

ΑΗΒ. Άρα, το σημείο Ε ισαπέχει από τις πλευρές ΑΗ και ΑΒ κι επομένως είναι ΕΗ = ΕΘ.  

Από (α) ερώτημα ισχύει, επίσης, ότι ΓΑΔ ΔΑΗ , οπότε η ΑΔ είναι διχοτόμος της γωνίας ΗΑΓ του 

τριγώνου ΑΗΓ. Άρα, το σημείο Δ ισαπέχει από τις πλευρές ΑΗ και ΑΓ κι επομένως είναι ΔΗ = ΔΖ. 

Συνεπώς, ΔΕ = ΔΗ + ΕΗ = ΔΖ + ΕΘ. 

 

 

13537.Στο διπλανό σχήμα δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ ,  

σημείο Δ της πλευράς ΑΓ, ώστε ΑΔ = ΒΔ = ΒΓ και σημείο Ε της πλευράς  

ΑΒ, ώστε ΑΕ = ΓΔ.  

α) Να αποδείξετε ότι:   

i. ˆˆ 2                   

ii. 36   

iii. Το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές.    

β) Στην προέκταση της ΔΕ προς το Ε θεωρούμε σημείο Ζ, ώστε ΔΖ = ΑΓ.  

Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΒΔΖ είναι ισοσκελές.   

 Λύση 

 

α) Έστω Α ω  (1). 
i. Γνωρίζουμε ότι ΑΔ = ΒΔ, άρα το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές με βάση AB, οπότε οι 

προσκείμενες στη βάση γωνίες του είναι ίσες, δηλαδή  1Β ω 2  

Η γωνία 1Δ  είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΑΔΒ, οπότε 1 1Δ Β Α 2ω    (3). Είναι ΒΓ = 

ΒΔ (από τα δεδομένα), άρα το τρίγωνο ΒΓΔ είναι ισοσκελές με βάση ΓΔ, οπότε οι 

προσκείμενες στη βάση του γωνίες θα είναι ίσες, δηλαδή 1Γ Δ 2ω   (4). 
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Από τις σχέσεις (1), (4) προκύπτει ότι Γ 2Α . 

 

ii. Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές με ΑΒ = ΑΓ (από τα δεδομένα), οπότε και οι 

προσκείμενες στη βάση ΒΓ γωνίες θα είναι ίσες, δηλαδή B Γ 2ω  . 

Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ έχουμε

180
Α B Γ 180 ω 2ω 2ω 180 5ω 180 ω 36

5
            , άρα 

Α 36 . 

 

iii. Ένας τρόπος να αποδείξουμε ότι το τρίγωνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές είναι να αποδείξουμε ότι ΑΕ = ΔΕ. 

Όμως από τα δεδομένα είναι ΑΕ = ΔΓ, οπότε αρκεί να αποδείξουμε ότι ΔΕ = ΔΓ. Συγκρίνουμε τα 

τρίγωνα ΒΓΔ και ΒΕΔ τα οποία έχουν:  

• ΒΔ  κοινή πλευρά.  

• ΒΓ = ΒΕ, γιατί ΒΓ = ΑΔ από τα δεδομένα και ΒΕ = ΑΔ ως διαφορές των ίσων τμημάτων ΑΒ = ΑΓ και  

                   ΑΕ = ΓΔ.  

• 1 2Β Β  αφού 1Β ω 36   (ΑΒΔ ισοσκελές τρίγωνο) και 2 1Β Β Β 2ω ω ω 36      . 

Τα τρίγωνα ΒΓΔ και ΒΕΔ είναι ίσα, γιατί έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες σε 

αυτές γωνίες ίσες (κριτήριο ΠΓΠ). Άρα θα είναι ίσες και οι πλευρές που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες 

γωνίες 1 2Β ,Β , δηλαδή ΔΕ = ΔΓ.  

 

β) Στην ισότητα των τριγώνων ΒΓΔ και ΒΕΔ έχουμε αποδείξει ότι ΒΓ = ΒΕ, οπότε και οι αντίστοιχες 

γωνίες θα είναι ίσες, δηλαδή 1 2Δ Δ .Από τη σχέση (3) έχουμε ότι 1Δ 72 άρα και 2Δ 72 . 

Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΖΒΔ έχουν:  

• ΒΓ = ΒΔ, από τα δεδομένα.  

• ΑΓ = ΖΔ, από το δεδομένο του ερωτήματος.  

• 2Γ Δ 72  . 

Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΖΒΔ είναι ίσα, γιατί έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες σε 

αυτές γωνίες ίσες (κριτήριο ΠΓΠ). Όμως το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές, οπότε και το τρίγωνο ΒΔΖ 

είναι ισοσκελές.  

 

13697.Στο παρακάτω σχήμα, τα τμήματα ΑΕ, ΒΖ, ΒΔ και ΓΕ  

αναπαριστάνουν τέσσερεις ίσους ράβδους μήκους 40 cm οι οποίες  

αποτελούν μέρη μιας κρεμάστρας τοίχου. Οι ράβδοι συνδέονται με  

τέτοιο τρόπο ώστε ανά δύο απέναντι να είναι παράλληλες, δηλαδή  

ΑΕ // ΒΔ και ΒΖ // ΓΕ, και ανά δύο να έχουν κοινό μέσο, δηλαδή Κ  

κοινό μέσο των ΑΕ, ΒΖ και Λ κοινό μέσο των ΒΔ, ΓΕ.  

Έστω ότι η μία από τις γωνίες που σχηματίζουν οι τεμνόμενες ράβδοι  

ΑΕ και ΒΖ με κορυφή το κοινό τους μέσο Κ, η γωνία ˆ , είναι  

ίση με 120ο .  

α) Να αποδείξετε ότι ˆˆ ˆ 60     .  

β) Ένας μαθητής ισχυρίζεται ότι τα τρίγωνα ΑΚΒ και ΒΛΓ είναι ίσα και ισόπλευρα.  

Να εξετάσετε αν ο ισχυρισμός του είναι αληθής.  

Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.  

γ) Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β και Γ ανήκουν στην ίδια ευθεία.  

Λύση 

 

α) Οι γωνίες ΑΚΒ και ΒΚΕ  είναι παραπληρωματικές, οπότε ισχύει

ΑΚΒ ΒΚΕ 180 ΑΚΒ 120 180 ΑΚΒ 180 120 60          (1) 

Είναι ΑΚΒ ΚΒΛ  ως γωνίες εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΕ και ΒΔ με τέμνουσα την ΒΖ. 

Όμως ΑΚΒ 60 από τη σχέση (1) οπότε ΚΒΛ 60  (2).  
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Είναι ΚΒΛ ΒΛΓ ως γωνίες εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΒΖ και ΓΕ με τέμνουσα την ΒΔ. 

 Όμως ΚΒΛ 60  από σχέση (2), οπότε BΛΓ 60 (3)  

Από (1), (2) και (3) προκύπτει ότι ΑΚΒ ΚΒΛ ΒΛΓ 60   (4) 

 

β) Τα τρίγωνα ΑΚΒ και ΒΛΓ έχουν:  

• ΑΚ = ΒΛ = 20 cm, ως μισά των ίσων τμημάτων ΑΕ και ΒΔ μήκους 40 cm 

όπου Κ και Λ τα μέσα τους.  

• ΚΒ = ΛΓ = 20 cm, ως μισά των ίσων τμημάτων ΒΖ και ΓΕ μήκους 40 cm 

όπου Κ και Λ τα μέσα τους.  

• ΑΚΒ ΒΛΓ 60  , από σχέση (4)  

Επομένως τα τρίγωνα θα είναι ίσα, γιατί έχουν δυο πλευρές ίσες μία προς μία 

και τις περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες. Οπότε θα είναι 1 1Α Β και 

2 2Β Γ ως γωνίες που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες πλευρές ΚΒ, ΛΓ 

και ΚΑ, ΛΒ αντίστοιχα.  

Επειδή είναι ΑΚ= ΚΒ = 20 cm, το τρίγωνο ΑΚΒ θα είναι ισοσκελές με βάση ΑΒ, οπότε θα έχει τις 

προσκείμενες στη βάση του γωνίες ίσες, δηλαδή 1 2Α Β  (5).  

Για τις γωνίες του τριγώνου ΑΚΒ ισχύει ότι 1 2 1Α ΑΚΒ Β 180 2Α 60 180        

1 12Α 180 60 120 Α 60     (6).  

Από σχέσεις (4), (5) και ( 6) προκύπτει ότι 1 2ΑΚΒ Α Β 60   . Συνεπώς, το τρίγωνο ΑΚΒ θα είναι 

ισόπλευρο γιατί έχει και τις τρεις γωνίες του ίσες, οπότε και το ίσο του τρίγωνο ΒΛΓ θα είναι και αυτό 

ισόπλευρο, οπότε κάθε γωνία του θα είναι ίση με 60ο , δηλαδή 2 1ΒΛΓ Γ Β 60   . 

 

γ) Για να είναι τα Α, Β και Γ σημεία της ίδιας ευθείας, αρκεί να δειχθεί ότι η γωνία ΑΒΓ είναι ευθεία 

γωνία. Είναι 2 1ΑΒΓ Β ΚΒΛ Β 3 60 180       , αφού είναι 2 1Β Β 60  ως γωνίες ισοπλεύρων 

τριγώνων ΑΚΒ και ΒΛΓ. Επομένως, τα σημεία Α, Β και Γ ανήκουν στην ίδια ευθεία. 

 

13750.Από σημείο Β εξωτερικό ενός κύκλου (Ο,R) φέρουμε το 

εφαπτόμενο τμήμα ΒΑ. Ενώνουμε το σημείο Β με το κέντρο Ο 

του κύκλου και προεκτείνουμε κατά ίσο τμήμα ΟΓ = ΒΟ. Από το 

σημείο Γ φέρουμε το εφαπτόμενο τμήμα ΓΔ, όπως στο σχήμα.  

α) Να αποδείξετε ότι: i. ΑΒ = ΔΓ       ii. ΑΔ // ΒΓ)  

β) Αν το μήκος του εφαπτόμενου τμήματος ΒΑ είναι ίσο με την 

ακτίνα R, τι είδους τρίγωνο είναι το τρίγωνο ΑΟΔ; Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.  

Λύση 

 

α) i. ΟΑ  ΑΒ και ΟΔ  ΔΓ διότι ΟΑ και ΟΔ είναι ακτίνες στα σημεία επαφής Α και Δ αντίστοιχα.  
Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΔΓ, τα οποία έχουν:  

 ΟΑ = ΟΔ, ακτίνες του κύκλου  

 ΟΒ = ΟΓ, από την υπόθεσή  

 ΟΑΒ ΟΔΓ 90   , αφού ΟΑ  ΑΒ και ΟΔ  ΔΓ  

Τα τρίγωνα είναι ίσα, γιατί είναι ορθογώνια με ίσες υποτείνουσες και μία κάθετη πλευρά ίση.  

Άρα θα έχουν ίσες και τις άλλες κάθετες πλευρές τους, δηλαδή ΑΒ = ΔΓ.  

ii. Από την ισότητα των ορθογωνίων τριγώνων του α) i. ερωτήματος προκύπτει ότι ΟΒΑ ΟΓΔ ω  , γιατί 

είναι οξείες γωνίες απέναντι από τις ίσες πλευρές ΟΑ και ΟΔ  

αντίστοιχα. Επίσης είναι ΑΟΒ ΔΟΓ φ  ως οξείες 

γωνίες απέναντι από τις ίσες πλευρές 

 ΑΒ και ΔΓ αντίστοιχα, με ω + φ = 90ο (1), ως άθροισμα οξειών γωνιών 

ορθογωνίων τριγώνων.  

Για τη γωνία ΑΟΔ  έχουμε:  
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 ΑΟΔ 180 2φ 2 90 φ 2ω     λόγω της (1).  

Το τρίγωνο ΑΟΔ είναι ισοσκελές, αφού ΟΑ = ΟΔ = R.  

Για τις ίσες του γωνίες ΟΑΔ και ΟΔΑ έχουμε: 

 2 90 ω180 ΑΟΔ 180 2ω
ΟΑΔ ΟΔΑ 90 ω φ

2 2 2

 
       λόγω της (1).  

Άρα ΟΑΔ ΑΟΒ φ  και είναι γωνίες εντός εναλλάξ των ΑΔ και ΒΓ που τέμνονται από την ΟΑ, οπότε 

ΑΔ//ΒΓ.  

 

β) Αν το μήκος του ΒΑ είναι ίσο με R, τότε από το α) ερώτημα τα ίσα ορθογώνια τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΔΓ 

θα είναι και ισοσκελή, αφού ΟΑ = ΑΒ = ΟΔ = ΔΓ = R. Επομένως οι γωνίες ω και φ θα είναι ίσες και η 

καθεμία θα ισούται με 45ο . Τότε ΑΟΔ 180 2φ 90   , οπότε το ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΔ έχει τη γωνία  

της κορυφής του ορθή, άρα είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 

 

 

34316.Δίνεται κύκλος κέντρου Ο και διάμετρός 

 του ΑΒ. Έστω Γ το μέσο ενός ημικυκλίου 

 του, Δ τυχαίο σημείο του άλλου ημικυκλίου του και  
ˆˆ 90    .  Στην προέκταση της ΔΒ προς το μέρος του  

Β θεωρούμε σημείο Ε ώστε ΒΕ = ΑΔ.   

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. οι γωνίες ˆ και ˆ είναι ίσες,          

ii. τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΒΕΓ είναι ίσα. 

iii. η ΓΔ είναι κάθετη στην ΓΕ. 

β) Να αιτιολογήσετε γιατί, στην περίπτωση που το σημείο Δ είναι αντιδιαμετρικό του Γ, η ΓΕ 

είναι εφαπτόμενη του κύκλου.   

Λύση 

 

α) i. Στο τετράπλευρο ΑΓΔΒ ισχύει ότι: ˆ ˆ ˆ ˆΓΑΔ ΑΔΒ ΔΒΓ ΒΓΑ 360      
ˆ ˆΓΑΔ 90 ΔΒΓ 90 360     ˆ ˆΓΑΔ 180 ΔΒΓ   (1) 

Όμως ˆ ˆ ˆ ˆΔΒΓ ΓΒΕ 180 ΓΒΕ 180 ΔΒΓ      (2) 

Από τις σχέσεις (1), (2) προκύπτει ότι ˆ ˆΓΑΔ ΓΒΕ . 

 

ii. Τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΒΕΓ έχουν: 

1) ΑΓ = ΒΓ γιατί τα τόξα ΑΓ και ΒΓ είναι ίσα και σε ίσα τόξα αντιστοιχούν ίσες χορδές στον ίδιο κύκλο. 

2) ΑΔ = ΒΕ υπόθεση 

3) ˆ ˆΓΑΔ ΓΒΕ  από α)i. 

Σύμφωνα με το κριτήριο ισότητας τριγώνων ΠΓΠ τα τρίγωνα είναι ίσα. 

 

iii. Επειδή τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΒΕΓ είναι ίσα, έχουν και ˆ ˆΑΓΔ ΒΓΕ . 

Είναι ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑΓΔ ΔΓΒ 90 ΒΓΕ ΔΓΒ 90 ΔΓΕ 90       , άρα η ΓΔ είναι κάθετη στην ΓΕ. 

 

β) Αν το Δ είναι αντιδιαμετρικό του Γ τότε η ΔΓ διέρχεται από το κέντρο Ο και επειδή η ΓΔ είναι κάθετη 

στην ΓΕ, η ακτίνα ΟΓ στη περίπτωση αυτή θα είναι κάθετη στη ΓΕ. Επομένως η ΓΕ είναι εφαπτομένη του 

κύκλου. 
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34329.Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( ˆ 90   ). Με διάμετρο  

την κάθετη πλευρά του ΑΓ φέρουμε κύκλο κέντρου Ο, ο οποίος   

τέμνει την πλευρά ΒΓ του τριγώνου σε σημείο Δ.  

Έστω ότι η εφαπτόμενη του κύκλου στο σημείο Δ τέμνει την πλευρά  

ΑΒ σε σημείο Μ. Να αποδείξετε ότι: 

α) ˆ ˆ  ,         

β) ˆ ˆ90    και το τρίγωνο ΔΜΒ είναι ισοσκελές. 

γ) το Μ είναι το μέσο του ΑΒ.   

Λύση 

 

α) Η γωνία ˆΑΔΓ είναι ορθή γιατί είναι εγγεγραμμένη σε ημικύκλιο. Από το άθροισμα γωνιών του 

τριγώνου ΑΔΓ έχουμε: ˆ ˆ ˆˆ ˆΓΑΔ Γ ΑΔΓ 180 ΓΑΔ 90 Γ       (1) 
Από το άθροισμα γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ έχουμε: 

ˆˆ ˆ ˆ ˆΒ ΒΑΓ Γ 180 Β 90 Γ 180        ˆ ˆΒ 90 Γ   (2).  

Από τις σχέσεις (1), (2) προκύπτει ότι ˆ ˆΓΑΔ Β . 

 

β) Τα ΟΓ, ΟΔ είναι ακτίνες του κύκλου οπότε το τρίγωνο ΟΓΔ είναι  

ισοσκελές και έχει ˆ ˆΟΔΓ Γ  (3). 

Η ΟΔ είναι ακτίνα στο σημείο επαφής Δ, άρα ΟΔ ΔΜ , δηλαδή 

ˆΜΔ0 90 . Είναι ˆ ˆ ˆΜΔΒ ΜΔΟ ΟΔΓ 180   
 3

ˆ ˆˆ ˆΜΔΒ 90 Γ 180 ΜΔΒ 90 Γ       . 

Επειδή ˆ ˆΜΔΒ Β , το τρίγωνο ΜΔΒ είναι ισοσκελές. 

 

γ) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΒ είναι: 

ˆ ˆˆ ˆΜΑΔ 90 Β 180 ΜΑΔ 90 Β       (4). 

Είναι ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑΔΒ 90 ΑΔΜ ΜΔΒ 90 ΑΔΜ Β 90        ˆ ˆΑΔΜ 90 Β   (5). Από τις (4), (5) 

προκύπτει ότι  ˆ ˆΑΔΜ ΜΑΔ , οπότε το τρίγωνο ΜΑΔ είναι ισοσκελές με βάση την ΑΔ και έχει  

ΜΑ=ΔΜ (6). 

Επειδή το τρίγωνο ΜΑΒ έχει ˆ ˆΜΔΒ Β , είναι ισοσκελές με βάση την ΔΒ, οπότε ΜΒ=ΔΜ (7). Από τις 

(6), (7) προκύπτει ότι ΜΑ=ΜΒ, δηλαδή το Μ είναι το μέσο του ΑΒ.   

 

 

37097. Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος του ΓΕ.  

Στην προέκταση της ΓΒ προς το Β, θεωρούμε σημείο Δ τέτοιο,  

ώστε 
B

B
2


  . Αν η ευθεία ΔΕ τέμνει την ΑΓ στο Ζ και Z B  : 

α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΒΔΕ είναι ισοσκελές και το τρίγωνο  

ΑΘΖ είναι ισόπλευρο.  

β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΘΕΖ.  

γ) Να αποδείξετε ότι AE 2 Z  .  

δ) Να αποδείξετε ότι 3AB 4 B  . 

Λύση 

 
α) Έστω α η πλευρά του ισόπλευρου τριγώνου. 
Το ΓΕ είναι ύψος στο ισόπλευρο τρίγωνο, άρα είναι διάμεσος και διχοτόμος 

του. Είναι 
BA α

BE BΔ
2 2

   ,άρα το τρίγωνο ΒΔΕ είναι ισοσκελές. 

Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο, οι γωνίες του Α,  

ΑΒΓ και ΑΓΒ είναι ίσες με 60 . 


