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7ο Γιαγώνισμα 

  25 - 4 - 2020 

A1. Έζησ ε ζπλάξηεζε  f x x . Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,   

        θαη ηζρύεη  
1

f x
2 x

  . Σηε ζπλέρεηα λα απνδείμεηε όηη ε f δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x 0 .  

κνλάδεο 7 

Α2. Πνηεο είλαη νη πηζαλέο ζέζεηο ηνπηθώλ αθξόηαησλ θαη πνηα ζεκεία νλνκάδνληαη θξίζηκα κηαο  

        ζπλάξηεζεο f νξηζκέλεο ζ’  έλα δηάζηεκα Γ;  

κνλάδεο 4 

Α3. Να δηαηππώζεηε ην ζεώξεκα Μέζεο ηηκήο θαη λα ην εξκελεύζεηε γεσκεηξηθά. 

κνλάδεο 4 

 

Α4. Θεσξήζηε ηνλ παξαθάησ ηζρπξηζκό:  

      « Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζε έλα ζύλνιν Α θαη δελ κεδελίδεηαη ζ’ απηό, ηόηε δηαηεξεί  

          πξόζεκν ζην Α ». 

    α) Δίλαη αιεζήο, ή ςεπδήο ε πξόηαζε; 

    β) Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο ζην εξώηεκα α. 

κνλάδεο 1+3 

Α5. Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηό ζαο ηελ έλδεημε Σωστό  

        ή Λάθος δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε. 

     α) Αλ γηα ηηο παξαγσγίζηκεο ζην  ζπλαξηήζεηο f ,g  ηζρύνπλ  f 0 4 ,  f 0 3  ,  f 5 6  ,  

         g 0 5 ,  g 0 1  ,  g 4 2  , ηόηε         f g 0 g f 0   .    

    β) Αλ ε ζπλάξηεζε  f παξαγσγίδεηαη ζην [α,β]  κε    f β f α , ηόηε ππάξρεη  0x α,β   

        ηέηνην, ώζηε  0f x 0  . 

     γ) Αλ  f x Μ γηα θάζε fx D , ηόηε ε f έρεη κέγηζην ην Μ. 

 

Θέμα Β 
Σην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγώγνπ f κηαο παξαγσγίζηκεο ζπλάξηεζεο f 

ζην δηάζηεκα  0,7 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αλ  ε 
fC δηέξρεηαη από ηελ αξρή Ο ησλ αμόλσλ θαη ηζρύνπλ νη ζρέζεηο        f 2 f 0 f 4 f 2 3    

 
θαη 

   f 7 f 4 5  ,ηόηε: 

 Β1. Να βξείηε ηα      f 2 ,f 4 ,f 7 θαη ζηε ζπλέρεηα λα δείμεηε όηη ππάξρεη  μ 0,2 ηέηνην, ώζηε  

         2020f μ 10  . 

κνλάδεο 6 

Β2. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν ηεο   A 2,f 2 . 

κνλάδεο 3 

Β3. Να βξείηε ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ηεο f, θαζώο θαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο. 

 κνλάδεο 7 
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Β4 .Να βξείηε, αλ ππάξρεη, ην όξην 
 

x

x 4

xe
lim

f x 6



 
.               κνλάδεο 4 

Β5. Έζησ g παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε ζην δηάζηεκα  0,7  κε    g x f x 2x 1     γηα θάζε 

        x 0,7 θαη g 2 5  .Να δείμεηε όηη γηα ηελ ζπλάξηεζε h κε      h x g fx x   ηζρύεη όηη  

        2h x x x 2 , x 0,7     

κνλάδεο 5 

Θέμα Γ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   
x x

x x

3α β
f x κε α 0 , β 0 θαη α β

α β


   


 

Γ1. Nα δείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f ηέκλεη ηελ επζεία y x  ζε έλα ηνπιάρηζηνλ  

     ζεκείν  Α ι,ι κε  ι 0,3  . 

κνλάδεο 5 

Γ2. Αλ ππνζέζνπκε όηη ε  γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f ηέκλεη ηελ επζεία y = x θαη ζε έλα αθόκε  

     ζεκείν κε ηεηκεκέλε κ 3 , λα απνδείμεηε όηη ππάξρεη εθαπηνκέλε ηεο  
fC  ε νπνία δηέξρεηαη  

      από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 

κνλάδεο 6 

Γ3. Έζησ α β . 

       α) λα κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηελ κνλνηνλία  θαη λα βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο. 

κνλάδεο 5 

       β) λα απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε    x x x x1
x 1 α x β α β ln x

3

 
     

 
 είλαη αδύλαηε. 

κνλάδεο 6 

Γ4. Να απνδείμεηε όηη ε  
fC  δελ έρεη θξίζηκα ζεκεία.. 

κνλάδεο 3 

 

Θέμα Γ 
Γίλνληαη νη δύν θνξέο  παξαγσγίζηκεο ζην  ζπλαξηήζεηο f, F   γηα ηηο  νπνίεο ηζρύεη : 

 
   

 o 0

0
h 0

F x h F x h
lim 2f x

h

  
  γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό x0. 

          F 1 0 F 2 , F 3 2 F 4 , F 5 0     . 

Γ1. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε 
   F x 1 F x 2 2

0
x 2 x 1

  
 

 
 έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην  1,2 . 

κνλάδεο 5 

Γ2..Να δείμεηε όηη    F x f x   γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό x. 

κνλάδεο 4  

Γ3. Αλ  ε f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  2,3 .Να δείμεηε όηη     f 3 2 f 2  . 

κνλάδεο 4  

Γ4. α)  Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε  f x 0 έρεη ηξεηο ηνπιάρηζηνλ ξίδεο.  

       β) Να δείμεηε όηη ε  εμίζσζε  f x 0   έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα. 

κνλάδεο 4+3 

Γ5. Έζησ        
2 2 2

f x x α x β x 5     όπνπ α,β 5  δύν από ηηο ξίδεο  ηεο εμίζσζεο ηνπ  

     εξσηήκαηνο Γ4α. Να δείμεηε όηη ν άμνλαο x΄x εθάπηεηαη ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζηα ζεκεία 

       Α α,0 ,Β β,0 θαη  Γ 5,0 .   

 κνλάδεο 5 

 

 

Καιή ηύρε! 
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7ο Γιαγώνισμα - Λύσεις 

Θέμα Α 
 

Α1. Αλ 0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ  0, , ηόηε γηα 0x x  ηζρύεη: 

      

      
     

0 000 0

0 0 0 0 0 0

x x x xx xf x f x x x

x x x x x x x x x x x x

  
  

     
,νπόηε 

      

   
0 0

0

x x x x
0 0 0

f x f x 1 1
lim lim

x x x x 2 x 


 

 
,  δειαδή.   1

x
2 x


 . 

      Σην 
0x 0  είλαη 

   
x 0 x 0 x 0

f x f 0 x 1
lim lim lim

x 0 x x  


   


, δειαδή ε f δελ είλαη παξαγωγίζηκε ζην      

        
0x 0 . 

 

Α2. Οη  πηζαλέο ζέζεηο ηωλ ηνπηθώλ αθξνηάηωλ  κηαο ζπλάξηεζεο  f  ζ’ έλα δηάζηεκα Γ είλαη: 

      1. Τα εζωηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε παξάγωγνο ηεο  f  κεδελίδεηαη. 

      2. Τα εζωηεξηθά ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε  f  δελ παξαγωγίδεηαη. 

      3. Τα άθξα ηνπ Γ (αλ αλήθνπλ ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο). 

     Τα  εζωηεξηθά  ζεκεία ηνπ Γ ζηα νπνία ε  f  δελ παξαγωγίδεηαη θαη είλαη ζπλερήο ή ε παξάγωγόο ηεο     

     είλαη ίζε κε ην κεδέλ, ιέγνληαη θξίζηκα ζεκεία ηεο  f  ζην δηάζηεκα Γ. 

 

Α3. Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη: 

     ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα  ,   θαη 

     παξαγωγίζηκε ζην αλνηθηό δηάζηεκα  ,   

     ηόηε ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ,  ,   ηέηνην, ώζηε: 

      
   f f

f
  

  
 

 

    Γεωκεηξηθά, απηό ζεκαίλεη όηη ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ,  ,  
      

    
ηέηνην, ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην ζεκείν   M ,f   λα είλαη  

     παξάιιειε ηεο επζείαο ΑΒ.  

 

Α4. α) Ψεπδήο 

      β) Έζηω ε ζπλάξηεζε  
1

f x
x

  . Η f είλαη ζπλερήο ζην A   θαη δελ κεδελίδεηαη ζ’  απηό, όκωο  

         f x 0  γηα θάζε x 0  θαη  f x 0  γηα θάζε x 0 , δειαδή ε f δελ δηαηεξεί πξόζεκν ζην 

. 

 

Α5. α) Σ   β) Σ   γ) Λ 

 

Θέμα Β 
 

Β1. Δπεηδή ε 
fC δηέξρεηαη από ην  O 0,0 , είλαη  f 0 0 . Αληηθαζηζηώληαο ζηε ζρέζε    f 2 f 0 3    

     πξνθύπηεη  f 2 3   θαη αληηθαζηζηώληαο ζηε ζρέζε    f 4 f 2 3    πξνθύπηεη  f 4 6  . 

     Αληηθαζηζηώληαο ζηε ζρέζε    f 7 f 4 5   πξνθύπηεη όηη  f 7 1  . Η f είλαη ζπλερήο ζην  0,2   

      επεηδή είλαη παξαγωγίζηκε ζην δηάζηεκα απηό θαη    f 2 f 0 . Δπεηδή    2020f 2 10 f 0   , ιόγω  

     ηνπ ζεωξήκαηνο ελδηάκεζωλ ηηκώλ, ππάξρεη  μ 0,2 ηέηνην, ώζηε    2020f μ 10 
 

 

Β2. Από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f έρνπκε όηη f 2 4     θαη από ην Β1 έρνπκε όηη  f 2 3  , 

      νπόηε ε εμίζωζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν ηεο   A 2,f 2  

 

 Β(β,f (β)) 

 β  ξ΄  ξ  a  x 

 y 

 Ο 

 M(ξ,f (ξ)) 

 A(a,f (a)) 
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      είλαη       y f 2 f 2 x 2 y 3 4 x 2 y 4x 5            

 

Β3. Γηα θάζε  x 0,4  είλαη  f x 0 
 
θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην  0,4 , είλαη γλεζίωο θζίλνπζα  

      ζην δηάζηεκα απηό. Γηα θάζε  x 4,7  είλαη  f x 0 
 
θαη επεηδή ε fείλαη ζπλερήο ζην  4,7 , είλαη  

       γλεζίωο αύμνπζα ζην δηάζηεκα απηό. 

     Η fέρεη ηνπηθό κέγηζην ην  f 0 0 , νιηθό ειάρηζην ην  f 4 6   θαη ηνπηθό κέγηζην ην  f 7 1  . 

     Δπεηδή    f 0 f 7 , ην  f 0 0  είλαη νιηθό κέγηζην ηεο f. 

     Δπεηδή ε fείλαη ζπλερήο ζην  Α 0,7 , έρεη ειάρηζην ην  f 4 6   θαη κέγηζην ην  f 0 0 , ην  

     ζύλνιν ηηκώλ ηεο είλαη ην    f Α 6,0  . 

 

Β4.Δίλαη    f x 6 f x 6 0      γηα θάζε    x 0,4 4,7   θαη   
x 4
lim f x 6 0


  , νπόηε  

 

 f x 6 u

x 4 x 4 u 0
u 0

1 1
lim lim

f x 6 u



 

   


  


. Δίλαη 
   

 
x

x 4

x 4 x 4

xe 1
lim lim xe 4e

f x 6 f x 6


 

 

 
     

   
 

Β5.                
ΣΥΝΔΠΔΙΔΣ

ΘΜΤ
2 2x 0,7 έρνπκεόηη g x f x 2x 1 g x f x x x h΄ x x x

               
   

     
       2h x x x c .Γηα x 2 έρνπκε : h 2 6 c g 2 f 2 6 c 8 6 c c 2              

   

       2Οπόηε : h 2 x x 2 , x 0,7     

 

Θέμα Γ 
 

Γ1. Αξθεί ε εμίζωζε  f x x λα έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ιύζε ζην  0,3 . 

    Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε      g x f x x, x 0,3   . 

   Η g είλαη ζπλερήο ζην  0,3  ωο άζξνηζκα ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 

   Δίλαη        
3 3 3

3 3

3α β 3α
g 0 f 0 2, g 3 f 3 3 3

α β


      



3 3β 3α  3 3

3 3 3 3

3β 2β
0

α β α β


  

 
, δειαδή 

      g 0 g 3 0 , νπόηε ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα Bolzano, ππάξρεη  ι 0,3  ηέηνην, ώζηε 

      g ι 0 f ι ι   . 

 

Γ2. Έζηω όηη  f κ κ, κ 3  . 

   Η εθαπηνκέλε ηεο 
fC ζην 

0x x είλαη ε επζεία ε:     0 0 0y f x f x x x   . 

   Η ε δηέξρεηαη από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ όηαλ:         0 0 0 0 0 00 f x f x 0 x x f x f x 0       . 

   Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε  
 

 
f x

h x , x ι,κ
x

  . 

   Η h είλαη ζπλερήο ζην  ι,κ  ωο πειίθν ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ θαη παξαγωγίζηκε ζην  ι,κ  

   κε  
   

2

f x x f x
h x

x

 
  . Δίλαη  

 
 

 f ι f κι κ
h ι 1, h κ 1

ι ι κ κ
      , δειαδή    h ι h κ , 

   νπόηε ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα Rolle, ππάξρεη  0x ι,κ  ηέηνην, ώζηε  0h x 0    

       0 0 0x f x f x 0   . 

 

Γ3. α) Δίλαη  
     

 

x x x x x x x x

2
x x

3α ln α β lnβ α β 3α β α ln α β lnβ
f x

α β

    
  


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            
 

 

x x

2
x x

2α β ln α lnβ
f x 0

α β


  


 γηαηί α β , άξα f2 . 

          Δίλαη  

x

x x

β

lim f x lim
 



x

x

α
3 1

β

β

  
     

x
1

α
1

β


  
     

 θαη  

x

x x

α

lim f x lim
 



x

x

β
3

α

α

  
     

x
3

β
1

α


  
     

. 

           Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην , έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην    f 1,3 . 

 

      β)    x x x x1
x 1 α x β α β ln x

3

 
      

 

x x x x x x1
xα α xβ β α ln x β ln x

3
       

         x x x x x x3xα 3α 3xβ β 3α ln x 3β ln x      x x x x x x3xα 3xβ 3α ln x 3β ln x 3α β       

              x x x x3α x ln x 3β x ln x 3α β        x x x x3 x ln x α β 3α β      

               
x x

x x

3α β
3 x ln x f x 3 x ln x

α β


    


 (1) 

         Γηα θάζε x 0  είλαη  ln x x 1 x lnx 1 3 x lnx 3         θαη  1 f x 3  , άξα ε (1)  

         είλαη αδύλαηε. 
 

Γ4. Δπεηδή ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην  θαη  f x 0   γηα θάζε x , ε f δελ έρεη θξίζηκα ζεκεία. 

 

Θέμα Γ 
 

Γ1. Γηα θάζε x 1, 2  έρνπκε   

      
   

         
F x 1 F x 2 2

0 x 1 F x 1 x 2 F x 2 2 0
x 2 x 1

  
         

 
. 

       Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε            g x x 1 F x 1 x 2 F x 2 2       ,   x 1,2 . 

       H g είλαη ζπλερήο ζην  1,2  ζαλ πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 

       Δπίζεο     g 1 F 3 2 4 0      ,    g 2 F 2 1 0    νπόηε 

          g 1 g 2 0   άξα ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο Bolzano δειαδή ππάξρεη  

         0x 1,2  ηέηνηνο ώζηε  0g x 0 .  

  

 Γ2. 
           o 0 o 0 0 0

h 0 h 0

F x h F x h F x h F x F x F x h
lim lim

h h 

       
   

       
       

 o 0 o 0

0
h 0

F x h F x F x h F x
lim 2F x

h h

     
  

 
 αθνύ  

       
       

 
u h

o 0 o 0

0
h 0 h 0, u 0

u 0

F x h F x F x u F x
lim lim F x

h u



  


   
  


. 

       Δπνκέλωο         0 0 0 02F x 2f x F x f x     γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό x0 νπόηε 

          F x f x   γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό x. 

 

Γ3.  Γηα ηελ F ηζρύεη ην Θ.Μ.Τ ζην  2,3  άξα ππάξρεη  θ 2,3  ηέηνηνο ώζηε  

        
   

 
F 3 F 2

F k f k 2
3 2


   


 νπόηε            

f

2 k 3 f 2 f k f 3 f 3 2 f 2       
f >

. 
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Γ4. α) Η F είλαη ζπλερήο ζην  1,2 ,παξαγωγίζηκε ζην  0,1  ,    F 1 0 F 2   άξα ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο  

           ηνπ ζεωξήκαηνο Rolle νπόηε ππάξρεη  α 1,2  ηέηνηνο ώζηε    F α 0 f α 0    . 

           Όκνηα ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο  ηνπ ζεωξήκαηνο Rolle ζην  3,4  νπόηε ππάξρεη  β 3,4  ηέηνηνο  

           ώζηε    F β 0 f β 0    . 

           Άξα  ε εμίζωζε  f x 0 έρεη ηξεηο ηνπιάρηζηνλ ξίδεο. ηηο α,β θαη 5 αθνύ    F 5 0 f 5 0    . 

 

     β) Η f είλαη ζπλερήο ζην  α,β ,παξαγωγίζηκε ζην  α,β  ,    f α f β 0   άξα ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο  

          ηνπ ζεωξήκαηνο Rolle νπόηε ππάξρεη  1c α,β  ηέηνηνο ώζηε  1f c 0  . 

          Όκνηα ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο  ηνπ ζεωξήκαηνο Rolle ζην  β,5  νπόηε ππάξρεη  2c β,5  ηέηνηνο  

          ώζηε  2f c 0  . 

          Η f   είλαη ζπλερήο ζην  1 2c ,c ,παξαγωγίζηκε ζην  1 2c ,c  ,    f α f β 0   άξα ηζρύνπλ νη  

          ππνζέζεηο  ηνπ ζεωξήκαηνο Rolle νπόηε ππάξρεη  0 1 2c c ,c  ηέηνηνο ώζηε  0f c 0  . 

 

Γ5.   Έρνπκε                
2 2 2 2 2 2

f x x α x β x 5 f x x α x β x 5 0           (1)  

         Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε          
2 2 2

h x f x x α x β x 5 .      

         Με θαηάιιειε αληηθαηάζηαζε έρνπκε.      h α h β h 5 0    νπόηε ε ζρέζε (1)  

         ηζνδπλακεί κε ηηο ζρέζεηο        h x h α ,h x h β   θαη    h x h 5 . 

         Δπνκέλωο ε h έρεη ηξεηο ζέζεηο κεγίζηνπ ζηα α,β,5  ,είλαη παξαγωγίζηκε ζ’ απηά 

         άξα ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο Fermat νπόηε 

              h α h β h 5 0     . Όκωο  

                            
2 2 2 2 2 2

h x f x 2 x α x β x 5 2 x α x β x 5 2 x α x β x 5               

         νπόηε:  

 

 

 

 

 

 

h α 0 f α 0

h β 0 f β 0

h 5 0 f 5 0

    
 
    

 
   

.    

         Δπεηδή      f α f β f 5 0    ε 
fC   εθάπηεηαη ηνπ άμνλα x΄x ζηα ζεκεία     Α α,0 ,Β β,0 θαη  

          Γ 5,0 .   

 

 

 

 


