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11ο Γιαγώνιζμα 
  23 - 5 - 2020 

Θέμα Α 
 

Α1. Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε   xf x α , α 0  είλαη παξαγωγίζηκε ζην  θαη ηζρύεη 

        xf x α lnα  , δειαδή   x xα α lnα

 . 

κνλάδεο 4 

Α2. Έζηω ε ζπλάξηεζε  f x x . Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγωγίζηκε  ζην  0,      

        θαη ηζρύεη  
1

f x
2 x

  , δειαδή    1
x

2 x


 .  

κνλάδεο 4 

 

 

Α3. H γξαθηθή παξάζηαζε 
fC   ηεο παξαγώγνπ κηαο ζπλάξηεζεο θαίλεηαη  

      ζην δηπιαλό ζρήκα. Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f κπνξεί λα είλαη 
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Γ. 
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0x´
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κνλάδεο 3 

 

Α4. Σην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  

       αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο f 
-1

 κηαο ζπλάξηεζεο f.  

        Τόηε λάθος είλαη ν ηζρπξηζκόο: 

Α. πεδίν νξηζκνύ ηεο f είλαη ην [γ, δ] 

B. ζύλνιν ηηκώλ ηεο f είλαη ην [α, β] 

     Γ. f 
-1

 (δ) = 0   

     Γ. f (0) = δ  

     E. Η f έρεη ειάρηζην ην α γηα x = 0 

 

 

κνλάδεο 4 

Α5. Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηό ζαο ηελ έλδεημε Σωζηό ή  
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       Λάθος δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε. 

     α) Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην Γ κε   f x 0  γηα θάζε x  Γ, ηόηε ε ζπλάξηεζε f 
2
  

         είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα Γ.  

     β) Τν όξην κηαο ζπλάξηεζεο f ζην x0 εμαξηάηαη από ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν απηό.  

     γ) Αλ  
x  α
lim f x β


 ,  
x  β
lim g x γ


  θαη  f x β  θνληά ζην α, ηόηε   
x  α
lim g f x γ


 .  

     δ) Αλ ε ζπλάξηεζε   f : 0,   είλαη γλεζίωο αύμνπζα, ηόηε πάληνηε ηζρύεη  
x 
lim f x


  .  

     ε) Κάζε ζπλερήο ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ ην  έρεη κέγηζηε θαη ειάρηζηε ηηκή. 

κνλάδεο 10 

 

Θέμα Β 
 

Σην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε δύν ζπλαξηήζεωλ f, g 

θαη ε επζεία ε πνπ εθάπηεηαη ζηηο f gC , C . 

Β1. Να βξείηε ηελ εμίζωζε ηεο ε θαη ζηε ζπλέρεηα λα δείμεηε όηη   

       f 1 g 2   ,  ˆAΓΟ 45  . 

κνλάδεο 6 

Β2. Να δείμεηε όηη 
 2

x 2

x g x 4
lim 8

x 2





 

κνλάδεο 4 

Β3. Να δείμεηε όηη  

     
       

2h 0

f 1 h g h 2 f 1 h 2g h 2 2
lim 1

h

      


 
κνλάδεο 5 

Β4. Έζηω   x 1f x e 1   θαη   2g x x 3x 3    . 

   α) Να δείμεηε όηη    f x g x   γηα θάζε x 1  . 

   β) Να βξείηε ηηο δπλαηέο ηηκέο ηνπ αθέξαηνπ c 15  πνπ πξέπεη λα πξνζηεζεί ζηελ g, ώζηε νη γξαθηθέο  

       παξαζηάζεηο ηωλ f, g λα ηέκλνληαη αθξηβώο ζε έλα ζεκείν ζην δηάζηεκα  1,2 . 

κνλάδεο 5+5 

 

Θέμα Γ 

 
Γίλνληαη νη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο  f θαη g γηα ηηο νπνίεο ηζρύνπλ : 

●   fΑ 2,8   

●   gΑ 1,5  

●   g 3 2  

 

Γ1. α) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο      α x f x g x  . 

       β) Αλ νη ζπλαξηήζεηο  f θαη g είλαη γλεζίωο αύμνπζεο ζην  2,5 λα δείμεηε όηη ε  

           ζπλάξηεζε α είλαη  γλεζίωο αύμνπζα ζην  2,5 . 

κνλάδεο 1+4 

Γ2. Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα  θαη ηζρύεη      2 2g x f x 4,x 3,5   , 

      λα δείμεηε όηη : 

       α) ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην   3,5 . 

       β) ε ζπλάξηεζε  
   

1
β x

f x g x



είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  3,5  . 

  κνλάδεο 3+4  
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Γ3. Αλ νη ζπλαξηήζεηο f  θαη g  είλαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκεο ζην  3,4  θαη ε ζπλάξηεζε  

          
 

 

g x
γ x

f x
   έρεη πεδίν νξηζκνύ ην      γΑ 2,3 3,4 4,5   . 

       Να δείμεηε όηη : 

       α)      f 2 f 3 f 4 0   . 

       β)  ε f   έρεη νξηδόληηα εθαπηνκέλε 

       γ) ε εμίζωζε 
   f x 1 g x

0
x 4 x 3


 

 
 έρεη κία ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην  3,4 . 

κνλάδεο 4+5+4  

 

 

 

Θέμα Γ 
 

Γίλεηαη ε παξαγωγίζηκε θαη άξηηα ζπλάξηεζε  f : 0,    κε  f 1 2  γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 

   
2

4
xf x 2f x

x
     γηα θάζε x 0 . 

Γ1. Να δείμεηε όηη   2

2

1
f x x ,x 0

x
   .                                                                   

κνλάδεο 6 

Γ2. Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα.         

 κνλάδεο 4 

                   

Γ3. Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε    4 2 4 2f x 1 x 1 f x 1 x        είλαη αδύλαηε γηα θάζε  x 1,  .                                                                                                                     

κνλάδεο 7 

Γ4. Έλα εξγνιάβνο επηζπκεί λα ρηίζεη έλα ζπίηη ζην     

     δξόκν πνπ ζπλδέεη δύν εξγνζηάζηα 1  θαη 2  ηα  

     νπνία βξίζθνληαη ζε απόζηαζε 12 km. Τν εξγνζηάζην  

     1  εθπέκπεη θαπλό παξνρήο P θαη ην 2  παξνρήο 8P.  

     Η ππθλόηεηα ηνπ θαπλνύ ζε κία απόζηαζε d από έλα  

     ηέηνην εξγνζηάζην είλαη αλάινγε ηεο παξνρήο θαπλνύ  

     ηνπ εξγνζηαζίνπ θαη αληηζηξόθωο αλάινγε ηεο απόζηαζεο d εηο ηελ δύλακε 1  .  

 

α) Να δείμεηε όηη ε ππθλόηεηα ηνπ θαπλνύ ζηελ ζέζε Σ ηνπ δηπιαλνύ ζρήκαηνο δίλεηαη από ηελ  

    ζπλάξηεζε  
 

 
1 8

x kP , x 0,12
x 12 x



 
    
  

, κε k κία ζηαζεξά δηάθνξε ηνπ κεδελόο.                                                                                    

β) Αλ ηε ιηγόηεξε δπλαηή ξύπαλζε ηελ έρνπκε όηαλ ην ζπίηη ζα απέρεη απόζηαζε 4 km από ην εξγνζηάζην     

   1  ηόηε λα δείμεηε όηη           
22x kP f x 8f 12 x x 8 12 x ,x 0,12        . 

κνλάδεο 3+5 
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Λύζεις 

Θέμα Α 

Α1. Έζηω 
ln xy x e    θαη ζέζνπκε u ln x , ηόηε  έρνπκε 

uy e . Δπνκέλωο,  

          
 u u ln x 11

y e e u e x x
x x

             . 

 

Α2. Αλ 0x  είλαη έλα ζεκείν ηνπ  0, , ηόηε γηα 0x x  ηζρύεη: 

      

      
     

0 000 0

0 0 0 0 0 0

x x x xx xf x f x x x

x x x x x x x x x x x x

  
  

     
,νπόηε 

       

   
0 0

0

x x x x
0 0 0

f x f x 1 1
lim lim

x x x x 2 x 


 

 
,  δειαδή.   1

x
2 x


 . 

 

Α3. Β 

 

Α4. Δ 

 

Α5. α)  Σ   β) Λ   γ) Σ   δ) Λ   ε) Λ 

 

Θέμα Β 
 

Β1. Η επζεία ε δηέξρεηαη από ηα ζεκεία    Α 1,2 , Β 2, 1  , νπόηε έρεη ζπληειεζηή δηεύζπλζεο  

     
1 2

ι 1
2 1

 
 
 

 θαη εμίζωζε:  y 2 1 x 1 y x 1       

   Δπεηδή ε ε εθάπηεηαη ηεο fC ζην Α, είλαη  f 1 ι 1   . Δπεηδή ε ε εθάπηεηαη ηεο gC ζην Β, είλαη  

    g 2 ι 1    .  Δίλαη ˆ ˆεθAΓΟ ι 1 AΓΟ 45    
 

 

Β2.
        2 22 2 2 2

x 2 x 2 x 2

x g x 1 x 4x g x 4 x g x x x 4
lim lim lim

x 2 x 2 x 2  

     
  

  

        
2

x 2

x 2 x 2g x g 2
lim x

x 2

  


 x 2
   4 g 2 4 4 1 4 8

 
          
 
 

 

Β3. 
       

2h 0

f 1 h g h 2 f 1 h 2g h 2 2
lim

h

      
  

       
2h 0

f 1 h g h 2 1 2 g h 2 1
lim

h

     
  

         
   

2h 0 h 0

g h 2 1 f 1 h 2 g h 2 1 f 1 h 2
lim lim g 2 f 1 1 1 1

h h h 

         
         

 
 

 

Β4. α) Δίλαη     x 1 x 1f x g x e 2x 3 e 2x 3 0            

          Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε   x 1h x e 2x 3, x 1     . 

          Η h είλαη παξαγωγίζηκε ζην  1,   κε   x 1h x e 2    

          Δίλαη  h x 0   γηα θάζε x 1   θαη επεηδή ε h είλαη ζπλερήο ζην  1,  , είλαη γλεζίωο  

         αύμνπζα ζην δηάζηεκα απηό. 
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        Γηα θάζε x 1  είλαη     2h x h 1 e 1 0    
 

 

     β) Αλαδεηνύκε αθέξαην c 14  γηα ηνλ νπνίν ε εμίζωζε        f x g x c f x g x c 0       έρεη  

        ηνπιάρηζηνλ  κηα ξίδα ζην δηάζηεκα  1,2 . 

       Έζηω        x 1 2θ x f x g x c e x 3x 4 c, x 1,2         . 

        Δίλαη   x 1θ x e 2x 3 0      γηα θάζε  x 1,2  θαη επεηδή ε θ είλαη ζπλερήο, είλαη γλεζίωο  

        αύμνπζα ζην  1,2 . 

        Δίλαη  θ 1 1 1 3 4 c 9 c 0         θαη  θ 2 e 4 6 4 c e 14 c        . 

       Δπεηδή ε θ είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  1,2  έρεη αληίζηνηρν ζύλνιν ηηκώλ ην  

                
x 1 x 2

θ 1,2 lim θ x , lim θ x 9 c,e 14 c
  

     . 

       Γηα λα έρεη ε θ αθξηβώο κηα ξίδα ζην  1,2 , αξθεί ην κεδέλ λα πεξηέρεηαη ζην ζύλνιν ηηκώλ ηεο. 

       Δπεηδή  θ 1 0 , πξέπεη  θ 2 0 e 14 c 0 c 14 e        . Άξα 15 c 14 e   . 

       Δπεηδή e 2,718θαη ν c είλαη αθέξαηνο, είλαη c 16 . 

 

Θέμα Γ 
 

Γ1.α)  α f gΑ Α A 2,5   . 

 

     β) Έζηω  1 2x ,x 2,5  κε 
1 2x x .Οη ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη γλεζίωο αύμνπζεο νπόηε 

           1 2f x f x  (1) θαη    1 2g x g x (2). 

        Με πξόζζεζε ηωλ ζρέζεωλ (1) θαη (2) έρνπκε : 

                  1 1 2 2 1 2f x g x f x g x α x α x      άξα ε  α είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην   

        2,5 . 

 

Γ2.α) Από ηε ζρέζε    2 2g x f x 4   έρνπκε    2g x 0 g x 0    αθνύ   2f x 4 0  . 

          H g είλαη ζπλερήο ζην  3,5 ,  g x 0 άξα ε g δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην  

          δηάζηεκα απηό. 

         Όκωο  g 3 2 άξα  g x 0 ζην  3,5 . 

        Από ηε ζρέζε    2 2g x f x 4   έρνπκε :  

                  2 2 2 2g 3 f 3 4 4 f 3 4 f 3 0 f 3 0         . 

          Γηα        
f

3 x 5 f 3 f x f 5 f x 0      
m

. 

          Έζηω  1 2x ,x 3,5  κε  

                     
f

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2x x f x f x f x f x f x 4 f x 4         
<

. 

           

              1 2g x g x  νπόηε ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα.. 

 

      β)   Έζηω  1 2x ,x 3,5  κε     
 

   

f x 0f

1 2 1 2

1 2

1 1
x x f x f x (1)

f x f x



    
<

 . 

             Δπίζεο    
   

g

1 2 1 2

1 2

1 1
x x g x g x (2)

g x g x
    

<

 

             Με πνιιαπιαζηαζκό  ηωλ ζρέζεωλ (1) θαη (2) έρνπκε : 
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       

   1 2

1 1 2 2

1 1
β x β x

f x g x f x g x
  

 
  

            άξα ε  β είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  3,5 . 

         

Γ3.α) Η ζπλάξηεζε γ έρεη πεδίν νξηζκνύ ην 

                            γ f g g gΑ Α A x A / f x 0 2,5 x A / f x 0         . 

         Γηα λα είλαη      γΑ 2,3 3,4 4,5    πξέπεη νη 2, 3,4 λα είλαη ξίδεο ηεο εμίζωζεο   

          f x 0 νπόηε      f 2 f 3 f 4 0   . 

    

     β) H f είλαη ζπλερήο ζηα  2,3 ,  3,4  ,παξαγωγίζηκε ζηα  2,3 ,  3,4  ,    f 2 f 3 0  , 

            f 3 f 4 0    άξα ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο Rolle  νπόηε ππάξρνπλ  

            1 2x 2,3 ,x 3,4   ηέηνηνη ώζηε    1 2f x f x 0   . 

         H f   είλαη ζπλερήο ζην  1 2x ,x  ,παξαγωγίζηκε ζηo  1 2x ,x  ,    1 2f x f x 0   ,άξα ηζρύνπλ νη  

         πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο Rolle  νπόηε ππάξρεη  1 2μ x ,x ηέηνην ώζηε   f μ 0  . 

          Άξα ε f   έρεη νξηδόληηα εθαπηνκέλε. 

 

    γ) Έρνπκε 
   

        
f x 1 g x

0 f x 1 x 3 x 4 g x 0
x 4 x 3


         

 
. 

       Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε           h x f x 1 x 3 x 4 g x       . 

       Η h είλαη ζπλερήο ζην  3,4  γηαηί έρεη ηύπν πνπ απνηειείηαη από πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 

         h 3 g 3 0   ,    h 4 f 4 1 1 0     νπόηε ηζρύνπλ νη ππνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο Bolzano   

       δειαδή ππάξρεη  μ 3,4 ηέηνηνο ώζηε  

                 
   f μ 1 g μ

h μ 0 f μ 1 μ 3 μ 4 g μ 0 0
μ 4 μ 3


           

 
. 

 

 

Θέμα Γ 
 

Γ1.        
   2

x 0
2

2 4 5

x f x 2xf x4 4 4
xf x 2f x x f x 2xf x

x x x x

  
             

 
   

 
2

2

1 14 2x 0

2 4 2
2

2 2

x 0

24

1 1
c ,x 0 c x ,x 0

f x f x1 x x

1 1x x x
c ,x 0 c x ,x 0

x x

f x


 
  

  
 
 

       
      

     
 



 

     κε 1 2c ,c   έρνπκε  f 1 2 . Δπεηδή ε f είλαη άξηηα ηζρύεη όηη  f 1 2  . 

     Άξα γηα  2x 1:c 1    θαη γηα 1x 1:c 1   άξα   2

2

1
x ,x 0

x
f x    

 

Γ2. Η f είλαη παξαγωγίζηκε κε παξάγωγν:  
  2 24

3 3 3

2 x 1 x 12 2x 2
f x 2x ,x 0

x x x

 
      .  

     Τν πξόζεκν ηεο παξαγώγνπ   θαη ε κνλνηνλία ηεο f δίλνληαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα. 
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 x       1             0              1        

 2x 1      +     -     -    + 

        2x 1      +    +    +    + 

 3x       -     -    +    + 

  f x       -    +     -    + 

  f x   2  1  2 1 
    Η f είλαη ζπλερήο ζηα 1,1  άξα παξνπζηάδεη ηνπηθό ειάρηζην ζε απηά ηα ζεκεία. 

    Ιζρύεη    f 1 f 1 2    νπόηε ζηα -1,2  ε f παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ην 2. 

 

Γ3.    4 2 4 2f x 1 x 1 f x 1 x         κε x 1 . 

    Γλωξίδνπκε όηη x x   κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλνλ γηα x 0 . 

    Γηα  x 1, :       
f

4 4 4 4 4 4x x x x x 1 x 1 f x 1 f x 1 1            
1

 

    
 2 2 2 2x x x x 1 x x 2        

    Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο (1),(2) έρνπκε: 

   4 2 4 2f x 1 x 1 f x 1 x         γηα θάζε x 1  άξα ε εμίζωζε είλαη αδύλαηε, 

 

Γ4. α) Δπεηδή ε ππθλόηεηα ηνπ θαπλνύ ζε κία απόζηαζε d από έλα ηέηνην εξγνζηάζην είλαη αλάινγε ηεο  

        παξνρήο θαπλνύ ηνπ εξγνζηαζίνπ θαη αληηζηξόθωο αλάινγε ηεο απόζηαζεο d εηο ηελ δύλακε 1  ,  

        έρνπκε: 

         Η ππθλόηεηα ηνπ θαπλνύ ζηε ζέζε Σ πνπ νθείιεηαη ζην εξγνζηάζην Δ1 είλαη 
ι

kP

x
 θαη  ε ππθλόηεηα  

         ηνπ θαπλνύ ζηε ζέζε Σ πνπ νθείιεηαη ζην εξγνζηάζην Δ2 είλαη 
 

ι

k 8P

12 x




 , όπνπ k ζηαζεξά 

         Η ζπλνιηθή ππθλόηεηα ηνπ θαπλνύ ζηε ζέζε Σ δίλεηαη από ηελ ζπλάξηεζε: 

  
   

 
P 8P 1 8

x k kP , x 0,12
x x12 x 12 x

  

   
        
       

 

 

     β)  Η ξ είλαη παξαγωγίζηκε ωο ξεηή κε παξάγωγν: 

 

 
 

 
    

11
11

22

8 12 xx
x kP kP x 8 12 x , x 0,12

x 12 x






  
           

  

 

      Tε ιηγόηεξε δπλαηή ξύπαλζε ηελ έρνπκε όηαλ ην ζπίηη ζα απέρεη απόζηαζε 4 km από ην εξγνζηάζην  

      1 , δειαδή γηα x 4  ε ζπλάξηεζε ξ παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην. Τν x 4  είλαη εζωηεξηθό ζεκείν  

       ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο άξα από ζεώξεκα Fermat έρνπκε: 

      
   1 1 1 14 0 kP 4 8 8 0 4 8 8 0                  

      

   1
1

1 1 1

1

0
8 8 4 0 8 4 0 8 4 0

8 4 0




    

 

 
           

 





 

       
1 3 2 28 4 2 2 3 2 2 2                

      Άξα έρνπκε  
 

        
22

22

1 8
x kP kP f x 8f 12 x x 8 12 x ,x 0,12

x 12 x

 
          
  

  

  
 

 


