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1 Η Έννοια της συνάρτησης -  

Πεδίο ορισμού συνάρτησης 
 

 

13. α)  f x x , x  , είναι    1 2 1 2x x f x f x   , 1 2x , x  . 

β)   2f x x , x  , τότε 1 1   όμως    f 1 f 1 1   . 

 

14. α) 
2 2x y 1   για x 0  είναι 

2y 1 y 1    , άρα δεν μπορεί να  

είναι συνάρτηση γιατί το ίδιο x αντιστοιχίζεται σε δύο y. 

β) Είναι 
1 3x

3x 4y 1 4y 1 3x y
4


       . Η εξίσωση έχει μοναδική λύση 

ως προς x άρα κάθε τιμή x του πεδίου ορισμού της αντιστοιχίζεται σε μία μοναδική 

τιμή  y = f x οπότε είναι συνάρτηση. 

 

15. Αν  2 2λ 3λ λ 3λ 0 λ λ 3 0 λ 0 ή λ 3          , τότε  

για να είναι η f συνάρτηση πρέπει οι δύο τύποι να δίνουν τις ίδιες τιμές για κάθε 

τιμή του x στο διάστημα 
23λ,λ   . Όμως η ισότητα

2 2x 1 3 x 4 x 2       αληθεύει μόνο για δύο το πολύ τιμές του x και όχι 

για κάθε 
2x 3λ,λ   , οπότε για λ 0 ή λ 3   η f δεν είναι συνάρτηση.   

Αν 2λ 3λ 0 λ 3    , δηλαδή λ = 1 ή λ = 2, η f είναι συνάρτηση. 

Αν λ = 0 τότε  
2

3 , x 0
f x

x 1, x 0


 

 
και επειδή    f 0 3 1 f 0    , δεν είναι συ-

νάρτηση. Αν λ = 3 τότε  
2

3 , x 9
f x

x 1, x 9


 

 
και επειδή    f 9 3 80 f 9   , 

δεν είναι συνάρτηση. 
 

 
 

16. α) 
2x 7x 6 0 x 1      και x 6 ,  fD 1,6  . 

β) Η f ορίζεται όταν: 3 x 0 x 3 x 3       ,  fD 3,3   . 

γ) Η f ορίζεται όταν: x x 0 x x x 0       ,  fD 0,  . 

δ) Η f ορίζεται όταν: 4 3x 3x 6x 4 0      (1) 

1ος τρόπος: (1)     2 2 2x 2 x 2 3x x 2 0        

      2 2 2x 2 x 3x 2 0 x 2 x 2 x 1 0 x 2             και x 1  και  

x 2 . 

Έννοια συνάρτησης 

Πεδίο ορισμού συνάρτησης 
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2ος τρόπος: Εκτελούμε σχήμα Horner με ρ 1  και προκύπτει: 

(1)   3 2x 1 x 2x 2x 4 0      . Εκτελούμε τώρα σχήμα Horner με ρ 1  για 

το 3 2x 2x 2x 4    και προκύπτει:  

(1)    2x 2 x 2 x 1 0 x 2         και x 1  και x 2 . 

Άρα  fD 2, 2,1,2   . 

ε) Η f ορίζεται όταν:     3 2 3 3x 1 x 4 0 x 1 0 x 1 x 1           και 

 2 2x 4 0 x 4 x 2       ,  fD 2,1,2   . 

στ) Η f ορίζεται όταν: 4 2x 5x 4 0     (1). Θέτουμε 2x ω 0   άρα η (1) γίνε-

ται:   2ω 5ω 4 0 ω 1 ω 4 0         2ω 1 x 1 x 1        και 

 2ω 4 x 4 x 2      . Άρα  fD 2, 1,1,2    . 

ζ) Η f ορίζεται όταν: 2 23x 2αx 8α 0   . Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα 
2 2 2Δ 4α 96α 92α     

 Αν α 0 : Δ 0  άρα 2 23x 2αx 8α 0    για κάθε x , fD  . 

 Αν α 0  τότε 23x 0 x 0   , fD   

η) Η f ορίζεται όταν: 3 2 2 3x αx α x α 0    

      2 2 2 2x x α α x α 0 x α x α 0 x α             και 

 2 2 2 2x α 0 x α x α x α         ,  fD α,α   . 

17. α) x 1 0 x 1     και x 3 0 x 3    . Με συναλήθευση:  fD 3,  . 

β) 
2x 3x 10 0 x 5        ή  x 2 .    fD , 5 2,      

γ) 
2 24 x 0 x 4 x 2 2 x 2           και x 0 , άρα 

   fD 2,0 0,2   . 

δ) Η f ορίζεται όταν: x 3 1 0 x 3 1       x 3 1    x 2  ή 

x 3 1   x 4 . Άρα    A ,2 4,     

ε) Η f ορίζεται όταν: 
2 2 2 2x 4 x 0 x 4 x x 4 x x 8x 16 x               

8x 16 x 2     , άρα  fD ,2  . 

στ) Η f ορίζεται όταν: x x 0 x x x 0      . Άρα  A ,0  . 

ζ) Η f ορίζεται όταν  

x 1 0 x 1

x 1 2 0 x 1 2

    
  

      

x 1
x 5

x 5


 


, άρα  fA 5,  . 
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η) 

2 2x 1 0 x 1 x 1

x 4 0 x 4 x 4

x(x 2) 0 x 0  x 2 x 0  x 2

     
  

        
         και και

 

x 1  x 1

x 4

x 0  x 2

  



  

ή

και

. Άρα        fD , 1 1,2 2,4 4,       . 

θ)   
2

2 2

2

x x 2
0 x x 2 x x 2 0

x x 2

 
      

 
 και  

2x x 2 0 x 1 και x 2       . 

x          -2              -1               1               2           
2x x 2   + + - -   + 
2x x 2   + - - +   + 

Γινόμενο + - + -   + 

     fD , 2 1,1 2,       . 

ι) 
  

22 x x 7x 10
0 0

x 1 3x 5 x 1 3x 5

  
    

   
  

   2x 7x 10 x 1 3x 5 0       και   x 1 3x 5 0     
5

x 1 και x
3

  . 

x           1             5/3              2               5           
2x 7x 10    - - - +   - 

x 1  - + + +   + 

3x 5   - - + +   + 

Γινόμενο - + - +   - 

 f

5
D 1, 2,5

3

 
  
 

. 

 

18. α) x x 2

x2 u 0

4 2 2 0 u u 2 0 (u 2
 

           που ισχύει)  ή  

x(u 1 2 1 x 0     ). fD  . 

β) 
2 2

x 1x 1 0 x 1 x 1
x 2

x 2x 4 0 x 4 x 2 ή x 2

     
       

       
, άρα 

 fD 2,  . 

γ)   2x x x x xe 2e 3 0 e 1 e 3 0 e 1 x 0           , άρα  fD 0,  . 
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δ)    2 21 x
0 1 x 1 x 0 1 x 0 x 1 x 1

1 x


            


 

 x 1,1  , άρα  fD 1,1  . 

ε) Η f ορίζεται όταν: 

x x x 0e 1 0 e 1

x e1 ln x 0 ln x 1

x 0x 0 x 0

    
  

      
      

, άρα  fD 0,e . 

στ) Η f ορίζεται όταν: 

   2 2 2 2

2

ln x ln x 3 0 ln x ln x 3 0

x 0 x 0

x 0x 0

 
  





     

 




 


 

.  

Είναι  
x 0

2 2 2 2ln x ln x 3 0 ln x 2ln x 3 0 ln x 2ln x 3 0


           . 

Θέτουμε ln x u  άρα   2u 2u 3 0 u 1 u 3 0          

 3u 3 ln x 3 x e       ή  u 1 ln x 1 x e     . 

Άρα τελικά    3 3

x

x

x 0, e

0

x e

e

,e 




   








,    3

f 0, eA e ,   . 

ζ)   x

x

1 x
0 1 x 1 e 0 1 x 1

1 e


        


 άρα  fA 1,1  . 

η) Η f ορίζεται όταν: x >0 και ln x 0 x 1   , άρα  fD 1,  . 

 

19.  α) Η f ορίζεται όταν: x 0 , άρα fD  . 

β) 
π π π

x kπ x kπ
3 2 6

      , k , 
f

π
D kπ

6

 
   

 
, k . 

γ) 
π π

x kπ x kπ
2 2

     , k ,  fD kπ  , k . 

δ) 
π

ημx 1 x 2kπ , κ
2

     , άρα 
f

π
D 2κπ , κ

2

 
    

 
. 

ε) 

1
2ημx 1 0 ημx

2
εφx 1 0

εφx 1
π

πx kπ
x kπ2

2


   

   
  

  
   



π
ημx ημ

6

π
εφx εφ

4

π
x kπ

2











 

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π π
x 2kπ   x 2kπ π

6 6

π
x kπ

4

π
x kπ

2


    




 



 


ή
π 5π

x 2kπ   x 2kπ
6 6

π
x kπ

4

π
x kπ

2


   




 



 


ή

, k .  

Άρα 
f

π 5π π π
D 2kπ , 2kπ , kπ ,kπ

6 6 4 2

 
      

 
, k . 

στ) 

π1
συνx συνσυνx

2συνx 1 0 32

π2ημx 1 0 1
ημx ημημx

62

     
    

             

 

π
x 2κπ

3
, κ

π 7π
x 2κπ και x 2κπ

6 6


 


    


,  άρα 

f

π π 7π
D 2κπ ,2κπ ,2κπ ,κ

3 6 6

 
      

 
. 

 

20. Πρέπει 2x λx 9 0    για κάθε x  2  

Άρα 2 2Δ 0 λ 36 0 λ 36 λ 6 6 λ 6            . 

 

21. Η f έχει πεδίο ορισμού το όταν ημx λ 0 ημx λ     για κάθε 

x . Επειδή 1 ημx 1   για κάθε x πρέπει    λ , 1 1,     . 

 

 

 

22. α) Η f ορίζεται όταν: 
x 3 x 10 0

x 0





 




. 

Είναι   
2

x 3 x 10 0 x 3 x 10 0 x 5 x 2 0           

 x 5 ισχύει    και  x 2 x 4   ,    fD 0,4 4,   . 

β) Η f ορίζεται όταν:  
2

x 1 0  , που ισχύει για κάθε x  και 

2(x 1)  x 2 0     x 1  x 2    

Aν x 0 , τότε: x 1 x 2      που ισχύει. 

Αυξημένης δυσκολίας 
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Αν 0 x 1  , τότε:  

3
x 1 x 2 2x 3 x

2
         που  

ισχύει.  

Αν x 1 , τότε: x 1 x 2    που ισχύει.  

Άρα fD  . 

γ) Η f ορίζεται όταν: 

7
2x 7 0 x

2
2x 7 x 2 0

2x 7 x 2


 

 
 

   

   
 

 

 (1) 

Αν x 2 0 x 2     άρα 
7

x , 2
2

 
   
 

 τότε είναι αληθής. 

Αν x 2  τότε 2 22x 7 x 4x 4 x 2x 3 0          

  x 1 x 3 0 x 1 και x 3       . 

Επομένως (1)

7
x

2

x 1

 








 

,  f

7
D ,1 1,

2

 
   
 

. 

δ) Η f ορίζεται όταν: x 3 0 x 3     και x 3 x 1 0      

x 3 x 1    (1). Αν x 1 0 x 1    , δηλαδή  x 3, 1    τότε η (1) ισχύει. 

Αν x 1   η (1) γίνεται:  
2 2x 3 x 1 x x 2 0 2 x 1          , οπότε 

 x 1,1  .  Άρα  fD 3,1  . 

ε) Η f ορίζεται όταν: x 1 0 x 1    ,10 x 0 x 10     και  

x 1 10 x 1 0 x 1 10 x 1            
2

x 1 10 x 1      

x 1 10 x 2 10 x 1       2x 10 2 10 x    10 x x 5   .  

Πρέπει x 5 0 x 5    , τότε 

2 2 9 21 9 21
10 x x 10x 25 x 9x 15 0 x ή x

2 2

 
             

Με συναλήθευση f

9 21
D ,10

2

 
  
 

 γιατί  

9 21
5 9 21 10 21 1

2


        ισχύει. 

στ) Η f ορίζεται όταν: x 3 0 x 3      και  x 3 x 5 0    

x 3 x 5     (1).  

Αν x 5 0 x 5     τότε η (1) ισχύει. 

Αν x 5 0 x 5     τότε (1) 2x 3 x 10x 25       

x           0         1      

x 1        + 

x       + 
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  
x 5

2x 11x 28 0 x 4 x 7 0 5 x 7


          .  

Άρα η (1) ισχύει για κάθε x 7 . Άρα  fD 3,7 . 

 

23. Η f έχει πεδίο ορισμού το  όταν 2λx 2x 1 0    για κάθε x .  

Αν λ 0  τότε 
1

x
2

  και η f δεν έχει πεδίο ορισμού το . Αν λ 0   

πρέπει Δ 0 4 4λ 0 λ 1      . 

 

24. Έχει πεδίο ορισμού το όταν λx 2 0 λx 2      για κάθε x . 

Αν λ 0  τότε η παραπάνω σχέση ισχύει μόνον για 
2

x
λ

   άτοπο.  

Άρα λ 0  και προφανώς θα είναι 2 0 . 

 

25. Αν λ 0  τότε  f x 6x 1    και 
f

1
D ,

6

 
  
 

. 

Αν λ 0  τότε το τριώνυμο 2λx 6x 1   έχει  Δ 36 4λ 4 9 λ    . 

• Αν λ 9  τότε Δ 0  και το τριώνυμο έχει ρίζες  

 
1,2 1 2

6 4 9 λ 6 2 9 λ 3 9 λ 3 9 λ
x x , x

2λ 2λ λ λ

       
      

• Αν  λ 0,9  τότε 

   f 2 1D , x x ,    

Ενώ αν λ 0  τότε  f 2 1D x , x
 

• Αν λ 9 τότε Δ 0  και 2λx 6x 1 0    για κάθε x , άρα fD  . 

• Αν λ 9 τότε    
22f x 9x 6x 1 3x 1 3x 1        και fD  . 

 

26.  Πρέπει    21 λ x 4 λ 1 x 2λ 1 0       μόνο για  x 1,3 . 

Αν λ 1  τότε είναι     21 λ x 4 λ 1 x 2λ 1 2 1 1           και η f δεν ορίζε-

ται. Αν λ 1  τότε   Δ 4 λ 1 2λ 3   . 

Αν 
3

λ 1,
2

 
 
 

 τότε Δ 0 , 1 λ 0   οπότε
2(1 λ)x 4(λ 1)x 2λ 1 0       και η f 

δεν ορίζεται. Αν λ 1  τότε Δ 0 , 1 λ 0   και το τριώνυμο 

   21 λ x 4 λ 1 x 2λ 1      έχει δύο ρίζες 1 2x , x  και 

     f 1 2D , x x , 1,3     . 

x      2x       1x    

24λx 4x 1         
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Αν 
3

λ
2

  τότε Δ 0  και το τριώνυμο έχει δύο ρίζες 1 2x , x  και  

 f 1 2D x , x  άρα 1x 1  και 2x 3 .  

Τότε 
   

   

2

2

1 λ 1 4 λ 1 1 2λ 1 0
λ 2

1 λ 3 4 λ 1 3 2λ 1 0

        
 

       

. Αν 
3

λ
2

 ,τότε Δ 0 ,

1
1 λ 0

2
     οπότε 

2(1 λ)x 4(λ 1)x 2λ 1 0       και η f δεν ορίζεται. 

 

27. α) H f ορίζεται όταν  
222α α x 1 x 1 0     . 

Αφού το μηδέν ανήκει στο πεδίο ορισμού της f τότε 

 
22 22α α 0 1 0 1 0 2α α 1 0         

   
2 22α 2α 1 0 α 1 0 α 1 0 α 1           . 

β) Είναι    
2

f x 1 x 1 x    , οπότε  
2

1 x 1 x 0    

21 x 2x 1 x 0       2x 3x 0 x x 3 0         

   x x 3 0 x 3,0     . 

28. α)        2 2 4 2 2 4 4f x 2x f x 1 4x f x 2x f x x 1 3x           

  
2

2 4f x x 1 3x    για κάθε x A . 

β) Ισχύει   
2

2f x x 0   άρα 4 41 3x 0 3x 1    
4 1

x
3

   

4

4 4

1 1 1
x x

3 3 3
     . Άρα 

4 4

1 1
Α ,

3 3

 
  
 

. 

γ)     
2

2 2 4 4f x x 1 f x x 1 1 3x 1 3x 0 x 0            . 

 

 

29. α)  f x x , x    αν λ 1  τότε x 1 . 

β)   2f x x , x   αν λ 1  τότε   2f x 1 x 1 x 1      . 

30. α)      fD 5,1 1, 5,       . 

β)    f 2 3 2 6      ,   3f 2 2 2 6   , άρα    f 2 f 2  . 

γ) Αν 5 x 1    τότε  f x 0 3x 0 x 0       δεκτή. 

Αν x > 1 τότε   3 3f x 0 x 2 0 x 2       δεκτή. 

δ)    f ημλ 3f 1 3ημλ 9 ημλ 3        αδύνατη. 

Τιμές συνάρτησης – Σύνολο τιμών 
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31. α) Η συνάρτηση ορίζεται για x 0  και για x 1  άρα έχει πεδίο ορισμού το 

   fD ,0 1,    . 

β) Είναι 1 0   άρα    
4

f 1 1 1 1 1      . Είναι 4 0  άρα  f 4 4 1 5   . 

Είναι μ 0 μ 1 1     άρα  f μ 1 μ 1 1 μ 2      . 

γ) Είναι    
4

f 2 2 2 1 16 1 15         άρα     f f 2 f 15 15 1 16     . 

Είναι  f 2 2 1 3    άρα     f f 2 f 3 3 1 4    . 

δ) Για x 0 :   4 4f x 1 x x 1 1 x x 0          3x x 1 0  

 3 3x 0 ή x 1 0 x 1 x 1         . Επειδή x 0  δεκτή λύση μόνο η 

x 1   Για x 1 :  f x 1 x 1 1 x 0       αδύνατη. 

 

32. α) Η f ορίζεται όταν x 0 .  

Είναι    f x y 1 2 x y 2 x 1 y 1       , επειδή 2 x 0  για κάθε 

x 0 , είναι 1 y 0 y 1     και έχουμε  
1 y

1 x
2


  

 
2

1 y
x 0

4


  , 

άρα η f έχει σύνολο τιμών το  ,1 . 

β) fD  , είναι   2 2f x y x 4 y x y 4        (1), επειδή 2x 0  για 

κάθε x , είναι y 4 0 y 4      και έχουμε  1 x y 4   . 

x y 4 0     για x 0  και x y 4 0    για x 0 , άρα η f έχει σύνολο 

τιμών το  4,  . 

γ) fD  , είναι  f x y x 1 1 y x 1 y 1          (1), επειδή  

x 1 0   για κάθε x , είναι y 1 0 y 1     , οπότε x y  αν  

x 1   και x y 2    αν x 1  , άρα η f έχει σύνολο τιμών το  1,  . 

δ) Η f ορίζεται όταν x 1 . 

Είναι    
x

f x y y x xy y x y 1 y
x 1

        


 (1), αν y 1   

τότε  1 0 1   αδύνατο, άρα για y 1  είναι 
y

x 1
y 1

 


 άρα η f έχει σύνολο 

τιμών το  1 . 

ε) Η f ορίζεται όταν x xe 1 0 e 1 x 0      . 

Είναι    x x y x yf x y ln e 1 y e 1 e e e 1          (1), είναι  

xe 0  άρα ye 1 0   το οποίο ισχύει για κάθε y . Έχουμε  
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   y1 x ln e 1   .  Είναι  y yx 0 ln e 1 0 e 1 1        ισχύει για κάθε 

y , άρα η f έχει σύνολο τιμών όλο το . 

 

33. α) 
x 1 0 x 1 x 1 x 1

x 1 9 x 103 x 1 0 x 1 3

       
     

          
  fD 1,10   

β) 1 x 10 0 x 1 9 0 x 1 3 3 x 1 0                   

 0 3 x 1 3 0 3 x 1 3 0 f x 3            , άρα 

 f A 0, 3 
 

. 

 

34. α) x 2 0 x 2 x 2        άρα  fD 2   . 

β) Πρέπει να υπάρχει fx D  τέτοιο, ώστε  
2x 2

f x 1 1
x 2


   


  

2x 2 x 2   
2

x x 0 x x 1 0       x 0 ή x 1   . 

Δηλαδή      f 0 f 1 f 1 1    οπότε ο αριθμός 1 βρίσκεται στο σύνολο τιμών 

της f. 
 

35. α)    2 21 x
0 1 x 1 x 0 1 x 0 x 1 1 x 1

1 x


             


,  

άρα  fD 1,1  . 

β)     1 2 1 2

1

1 2

1 2 2

f
1

x
1 x 1 x 1 x x

ln ln ln
1 x 1 x

x
1 x 1

f
x

    
    

  






 

    2 1 1 1

2 1

1 2

1 2

f
x

x
1 x x x x

ln
1

x
x x x

f





 


 
 

1 2 1 21 2

1 21 2 1 2

1 21 2

1 2

1 x x x xx x
1

1 x xx x 1 x x
ln ln

x x1 x x
1

f

1 x x

  


  
  

  


1 2 1 2

1 2

1 x x x x

1 x x

  



1 2 1 2

1 2 1 2

1 x x x x
ln

1 x x x x

  


  
 

Άρα     2

2

1

1

2

1f
x x

1 x x
x f x f

 
 



 

 . 

 

36. α)        f e ln e 1 f e 2f e 2 f e 1       . 

Είναι      f x ln x 1 f e f x ln x , x 0      . 

β) i.        f xy f x f y ln xy ln x ln y      ισχύει. 
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ii.    
x x

f f x f y ln ln x ln y
y y

 
     

 
 ισχύει. 

γ)      2f f x ln 2 ln ln x ln 2 ln x 2 x e       . 

 

37. α)        1f 1 α α f 1 2f 1 2α f 1 α       . 

Είναι    x xf x α α α f x α , x      . 

β) i)       x y x yf x y f x f y α α α     ισχύει. 

ii)  
 

 

x
x y

y

f x α
f x y α

f y α

     ισχύει. 

γ)   2 2

2

1
f 2 α e α e

e

        άρα   xf x e , x  . 

          f x 1 xf f x 1 f 1 e e f x 1 1 f x 0 e 0


            αδύνατη 

άρα δεν έχει λύσεις. 

 

 

 

38. α) Για x 2  είναι        2f 2 2f 2 1 f 2 2f 2 1       

    
2

f 2 1 0 f 2 1    . 

Είναι  f x x 1 , x 1   , άρα  f x x x 1 x      

2 2x 1 x x x 1 0      , είναι Δ 0  άρα η εξίσωση είναι αδύνατη. 

β)  2 2 2f x 1 x 1 1 x x x        αφού x 1 . 

 

39. α) Η f ορίζεται όταν x 0 , άρα  fD 0,  . 

β) Για x 0  έχουμε  
x 1

f x y y x 1 y x
x


       (1), επειδή x 0  

για κάθε x 0  και x 0 x 1 0     τότε y 0 . 

Έχουμε    2 2 2 21 x 2x 1 y x x 2 y x 1 0         , επειδή υπάρχουν x,y 

θετικά ώστε να ικανοποιείται η εξίσωση, τότε το τριώνυμο έχει διακρίνουσα 

 
2

2Δ 0 2 y 4 0       
2

22 y 4   22 y 2  

y 0
2 22 y 2 y 4 y 2 y 2

 
         

 
 ή 

 2 2 22 y 2 y 0 y 0 αδύνατη για y 0        άρα έχει ρίζα ως προς x για  

κάθε y 2 . Άρα η f έχει σύνολο τιμών το  2, . 

Αυξημένης δυσκολίας 
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γ)  
x 0 x 1

x 1 λ x λ f x λ
x

 
       και επειδή η f έχει σύνολο τιμών το 

 2,  τότε είναι  f x 2  άρα πρέπει λ 2 . 

 

40. α) Είναι         f x 3 f x 3 f x 2 1 f x 2 1           

        f x 3 f x 1 1 1 f x 1 1 1 f x 3           . 

Άρα            f x 3 f x 1 2 f x 3 f x 1 f x 1 f x 1              

   f x 1 f x 1   . 

β) Για x = 0 είναι    f 1 f 0 1 1   , για x =1 είναι    f 2 f 1 1 2   . 

 

41.  α) 2 2 2 2 2 2x 1 x x 1 x x x 1 x x 1               

2x 1 x 0    και 2x 1 0   άρα fD  . 

β)  
 

    2 21
f x f x f x 1 x 1 x x 1 x 1

f x
              

    
2

2 2 2 2x 1 x x 1 x 1 x 1 x 1            

2x 21 x  1  ισχύει. 

γ)   2f x k x 1 x k      (1), πρέπει k 0 . 

(1) 2 2 2 2x 1 x k x 1 k x         (2) 

Πρέπει 2 2k x 0 x k     (3), τότε (3)  
2

2 2x 1 k x      

2x 4 2 21 k 2k x x    2 42k x k 1    (4) 

Αν k 0  τότε η (4) είναι αδύνατη, οπότε για k 0  είναι 
4

2

k 1
x

2k


 . Λόγω της 

(3), πρέπει 
4

2 4 4 4

2

k 1
k k 1 2k k 1

2k


        που ισχύει. Άρα k 0 . 

 

42. α) Έστω 0x 0  ρίζα της εξίσωσης, τότε  0f x 1  . 

Για 0x x  είναι      3 2

0 0 0 0 0f x 2f x f x x x      

0x 0
2

0 0 0 0 0 01 2 1 x x x x x x 0


            0 0x x 1 0    

0 0x 0 ή x 1  . Άρα η εξίσωση  f x 1   έχει δύο ρίζες τις 0 και 1. 
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β) 1ος τρόπος: Έστω ότι υπάρχει ρ 0  τέτοιο ώστε  f ρ 0 . 

Για x ρ  είναι      3 2f ρ 2f ρ f ρ ρ ρ     ρ ρ ρ ρ    και προκύ-

πτει όπως στο προηγούμενο ερώτημα ρ 0  ή ρ 1 , το οποίο είναι άτοπο γιατί 

   f 0 f 1 1    και δεν γίνεται να είναι και    f 0 f 1 0  . Άρα  f x 0  για 

κάθε x 0 . 

2ος τρόπος: Για κάθε    x 0,1 1,    είναι: 

     3 2f x 2f x f x x x           2f x f x 2f x 1 x x      

    
  

2
f x 1 0

2

f x f x 1 x x
 

     
  

   
2

x x
f x , x 0,1 1,

f x 1


   


. 

Για    x 0,1 1,    είναι  
  

2

x x
f x 0

f x 1


  


 

x x 0 x 0 ή x 1      άρα είναι αδύνατη η εξίσωση. 

Είναι    f 0 f 1 1    άρα τελικά  f x 0  για κάθε x 0 . 

γ) Επειδή  
  

   
2

x x
f x , x 0,1 1,

f x 1


   


 και   

2

f x 1 0   για  

κάθε    x 0,1 1,   , τότε το πρόσημο της f στο διάστημα αυτό εξαρτάται 

από το πρόσημο του αριθμητή. 

Είναι x x 0   2
x 0

x x x x


   

 x x 1 0  . Είναι  f x 0  για κάθε x 1  και 

 f x 0  για κάθε 0 x 1   και επίσης είναι 

   f 0 f 1 1 0     άρα τελικά  f x 0  για 

κάθε  x 0,1 . 
 

43. α) Επειδή  
 

 

g x
f x , x 0

g x 1
 


  πρέπει    g x 1 0 g x 1     για  

κάθε x 0 .Το 1 ανήκει στο σύνολο τιμών της g οπότε η μοναδική τιμή που μπο-

ρεί να πάρει αυτή τη τιμή είναι το1 άρα  g 0 1 . 

β) Για κάθε x 0  είναι  
 

 

g x
y f x y

g x 1
   


 

        yg x y g x g x y 1 y 1     . Αν y 1:  1 0 1   αδύνατη. 

Αν y 1 :  
y

g x
y 1




 και  
y 1y

g x 1 1 y y 1 0 1
y 1



        


 ισχύει. 

x    0         1   

x   + + 

x 1     + 

 x x 1     + 
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Αν y 1 :  
y

g x
y 1




 και  
y 1y

g x 1 1 y y 1 0 1
y 1



        


 αδύνατη. 

Άρα η f έχει σύνολο τιμών το  1, . 

 

 

44. α) Το συνολικό κόστος κατασκευής των x μονάδων προϊόντος είναι  

  2x x 120 x 120x   ευρώ. Επειδή η Βιομηχανία έχει σταθερά ημερήσια έξοδα 

5.000 ευρώ, το συνολικό κόστος κατασκευής των x μονάδων προϊόντος ημερη-

σίως δίνεται από την συνάρτηση   2S x x 120x 5000    ευρώ με x 0 . 

Επειδή πουλά το παραγόμενο προϊόν σε τιμή 30% μεγαλύτερη του κόστους, το 

κέρδος της Βιομηχανίας είναι  

     230 3
K x S x x 120x 5000

100 10
     ευρώ με x 0 . 

β) Τα έσοδα δίνονται από την συνάρτηση: 

       23 13 13
E x S x S S x x 120x 5000

10 10 10
       ευρώ με x 0 . 

γ) 
3

K 420   2x 120x 5000 420
10

  
140


2x 120x 5000 1400   

 
22x 120x 3600 0 x 60 0       ισχύει. 

 

45. Έστω x τα άτομα της δεξίωσης, τότε 200 x 500  . Τα 200 άτομα έχουν κό- 

στος 200 100 20.000   ευρώ. Τα επιπλέον x 200 άτομα έχουν έκπτωση 

 x 200 0,4 0,4x 80     ευρώ ανά άτομο, οπότε το κόστος τους είναι 

 100 0,4x 80 100 0,4x 80 180 0,4x       ευρώ ανά άτομο και το συνολικό 

τους κόστος είναι:    2x 200 180 0,4x 180x 0,4x 36.000 80x        

20, 4x 260x 36.000    ευρώ. 

Το συνολικό κόστος της δεξίωσης είναι: 
2 220.000 0, 4x 260x 36.000 0, 4x 260x 16.000        ευρώ. 

 

46. α) Η περίμετρος του ορθογωνίου είναι 2x 2y , οπότε  

2x 2y 20 y 10 x     .  

Το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι:    2 2E xy x 10 x 10x x cm     ,

0 x 10  . 

( x 0  και y 0 x 10    αφού εκφράζουν διαστάσεις ορθογωνίου). 

β)  
22 2E 25 10x x 25 0 x 10x 25 x 5 0            ισχύει. 

 

Προβλήματα σχηματισμού συνάρτησης 
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47. α) Τα τρίγωνα ΑΘΕ, ΕΒΖ, ΖΓΗ και ΔΘΗ είναι ίσα γιατί έχουν τις κάθετες 

πλευρές τους ίσες μία προς μία, οπότε το ΕΖΗΘ είναι ρόμβος. 

Επιπλέον AEΘ ΒΖΕ  λόγω των ίσων τριγώνων.  

Είναι ΒΖΕ ΖΕΒ 90 AEΘ ΖΕΒ 90      , οπότε και ΖΕΘ 90  , επομένως  

το ΕΖΗΘ είναι τετράγωνο. Από το πυθαγόρειο θεώρημα είναι:  

 
22 2 2 2 2ΕΖ ΕΒ ΖΒ x 2 x 2x 4x 4, 0 x 2           

Είναι   2 2E x ΕΖ 2x 4x 4, 0 x 2       

β τρόπος (χωρίς να δείξουμε ότι το ΕΖΗΘ είναι τετράγωνο) 

Τα τρίγωνα ΑΘΕ, ΕΒΖ, ΖΓΗ και ΔΘΗ όπως είδαμε είναι ίσα και το  

καθένα έχει εμβαδόν  
21 2x x

x 2 x
2 2


  , οπότε 

     EZHΘ ΑΒΓΔ 4 ΘΑΕ 4 4   
2

2 2x x

2

 24 4x 2x   . 

β)   2 2 2E x 2 2x 4x 4 2 2x 4x 2 0 x 2x 1 0             

 
2

x 1 0   ισχύει. 

 

48. α) Μετά από 2 ώρες είναι ΟΑ = 24 και ΟΒ = 32. 

Από τον νόμο των συνημιτόνων στο τρίγωνο ΟΑΒ έχουμε: 

2 2 2 2 2 1
AB OA OB 2OA OBσυν60 24 32 2 24 32 832

2
            

ΑΒ 832 29  ναυτικά μίλια. 

β) Επειδή η κίνηση που κάνουν τα δύο πλοία είναι ευθύγραμμη ομαλή, είναι 

 A As t υ t 12t   και  B Bs t υ t 16t  . 

γ) Από τον νόμο των συνημιτόνων στο τρίγωνο ΟΑΒ τη χρονική στιγμή t,  

έχουμε: 2 2 2AB OA OB 2OA OBσυν60      

   
2 22 21

AB 12t 16t 2 12t 16t 208t
2

         

 ΑΒ t 208t 4t 13 , t 0   . 

 

49. Επειδή ΟΑ = ΟΒ = R και AOB 60  , το τρίγωνο ΟΑΒ  

είναι ισόπλευρο, οπότε και ΑΒ =R. Από το πυθαγόρειο θε-

ώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ έχουμε: 
2 2 2 2 2 2AΔ ΒΔ ΑΒ 4R R 3R AΔ R 3       . 

Το εμβαδόν του ορθογωνίου συναρτήσει της ακτίνας R  

είναι: 

  2E R R R 3 R 3 , R 0     (Είναι R 0  αλλιώς δεν ορίζεται κύκλος). 
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50. α) Έστω ΑΔ = y cm. Κατασκευάζουμε τα ύψη  

ΑΚ και ΔΛ του τραπεζίου. Είναι 

BK 1 BK x
συν60 BK

x 2 x 2
      . Όμοια και 

x
ΓΛ

2
 . Επειδή η περίμετρος του τραπεζίου είναι 

20cm, ισχύει ότι AΔ AB BΓ ΓΔ 20    
x x

AΔ x AΔ x 20
2 2

 
       

 

2ΑΔ 3x 20 2ΑΔ 20 3x     
20 3x

AΔ
2


 cm.  

Είναι 
20

AΔ 0 20 3x 0 0 x
3

       . 

(Είναι x 0  και y 0  γιατί εκφράζουν διαστάσεις τραπεζίου). 

x x 20 3x 2x 20 3x 20 x
BΓ ΒΚ ΚΛ ΛΓ ΑΔ x

2 2 2 2 2

   
           

Είναι ομοίως x 20  άρα τελικά πρέπει 
20

0 x
3

  . 

β) Είναι 
ΑΚ 3 ΑΚ 3

ημ60 AK x
x 2 x 2

      cm. Το εμβαδόν του τραπε-

ζίου είναι:  
 

20 x 20 3x 3
x

BΓ ΑΔ ΑΚ 2 2 2
E x

2 2

  
   

  

 

20 x 20 3x 3
x

2 2E x
2

  


   

 

40 4x 3
x 42 2E x

2




 
 10 x 3x

8


 2

2

3
10x x

2
  ,

20
0 x

3
   

 

51. α) t sec μετά την έναρξη της κίνησης το ση- 

μείο Γ έχει διανύσει απόσταση 2t cm, οπότε 

 AΓ 4 2t cm  . Από το πυθαγόρειο θεώρημα  

είναι  
22 2 2BΓ ΑΒ ΑΓ 9 4 2t       

2 2 2BΓ 9 16 16t t t 16t 25       

2ΒΓ t 16t 25    cm, t 0 . 

β) Έστω BΓx θ , η κλίση της ευθείας ΒΓ είναι η εφθ. 
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Είναι 
ΑΒ 3

εφΓ
ΑΓ 4 2t

 


 άρα  
3

εφθ εφ 180 Γ εφΓ
4 2t

     


. 

γ)    
1 3

ΑΒΓ ΑΒ ΑΓ 4 2t
2 2

    . 

 

52. α) Έστω α, β οι διαστάσεις της κάρτας. 

Τότε α x 1 1 x 2     και β x 2 2 x 4     . 

Επειδή το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι Ε α β  , 

το εμβαδόν Ε της περιοχής τύπωσης των επαγγελ-

ματικών στοιχείων εκφράζεται από τη συνάρτηση: 

    E x x 2 x 4   . 

β)     E x x 2 x 4       23 x x 45    

2x 2x 4x 8 35     2x 6x 27 0   

x 9cm ή x 3 0 απορρίπτεται    . 

γ)     E x x 2 2x24 44     2x 2x 4x 8 24     2x 6x 16 0   , 

2 2Δ ( 6) 4 1 ( 16) 36 64 100 10          , 1

6 10 16
x 8

2 2


    και 

2

6 10 4
x 2

2 2

 
    . 

Άρα: 
x 2 0

2x 6x 16 0 (x 8)(x 2) 0 x 8 0 x 8
 

            . 

 

53. α) ΗΓ ΔΓ ΔΗ 3 x    . 

    2 2 2 2 2Ε ΗΜΖΓ ΑΚΜΘ x (3 x) x 9 6x x 2x 6x 9            ,

x (0,3) . 

β)    2 29
Ε x 4x 12x 9 0 (2x 3) 0

2
         ισχύει. 

γ) 
( 2)

2 29 9
E 2x 6x 9 4x 12x 18 9

2 2



           

2 24x 12x 9 0 (2x 3) 0 2x 3 0         
3

2x 3 x
2

   . 

Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΑΘΜ: 

3
x

2
2 2 2ΑΜ ΑΘ ΜΘ



     
2 2

2 3 3
ΑΜ

2 2

   
     
   

2 2 29 9 18 9
ΑΜ ΑΜ ΑΜ

4 4 4 2
        

9
AM

2
 

3 3 2
AM AM

22
   . 
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54. α) Αν ΕΑ(d) το εμβαδόν που καλύπτει κάθε πλακάκι τύπου Α, τότε: 
2

ΑΕ (d) d . Αν ΕB(d) το εμβαδόν που καλύπτει κάθε πλακάκι τύπου Β, τότε:

2

B ( ) ( )d dΕ 1  . 

β) i) Αν Ε η επιφάνεια του τοίχου τότε Α Β( ) 128 ( )Ε 200 Ε d Ε d   cm2. 

(:8)
2 2

2 2 2 2

Α

2

Β( ) 128 ( ) 200d 128(d 1)

25d 16(d 1) 25d 16d 32d 16 9d 32d 16 0.

200 Ε d Ε d     

     



   

 

2 2Δ ( 32) 4 9 ( 16) 1024 576 1600 40             

32 40 72
d 4cm

2 9 18


  


 ή 

32 40 8
d 0 Απορρίπτεται

2 9 18

 
  


. 

Άρα το πλακάκι τύπου Α θα έχει πλευρά 4 cm και το πλακάκι τύπου B πλευρά 

(4+1)=5 cm. 

ii) 
2 2

Α ( ) 200 4Ε 200d 10 6 c2 20 Ε 3 00 m      . 

 

55. α) Αν το πλήθος των σωστών απαντήσεων είναι x, τότε το πλήθος των  

λανθασμένων απαντήσεων είναι 100  x. Σύμφωνα με τα δεδομένα του προβλή-

ματος, ο φοιτητής θα πάρει x βαθμούς για τις σωστές απαντήσεις και θα του  

αφαιρεθούν (αρνητική βαθμολογία)  
1

100 x
3

  βαθμοί για τις λανθασμένες  

απαντήσεις. Έτσι, η τελική βαθμολογία του θα είναι 

     
1 3x 100 x 4x 100 4

Ε x x 100 x x 25
3 3 3 3

  
        όπου x είναι το 

πλήθος των σωστών απαντήσεων.  

β)    
4

Ε x 88 x 25 88 4x 100 264
3

        4x 364 x 91   . 

Άρα ο φοιτητής που βαθμολογήθηκε με 88, απάντησε σωστά σε 91 ερωτήσεις 

και λανθασμένα σε 9 ερωτήσεις.  

γ) Έστω ότι η βαθμολογία ενός φοιτητή που απάντησε σωστά σε x ερωτήσεις εί-

ναι ίση με 50. Τότε έχουμε:    
4

Ε x 50 x 25 50
3

      

125
4x 100 150 4x 250 x 62,5

2
        που είναι άτοπο, αφού ο αριθμός 

x που παριστάνει το πλήθος των σωστών απαντήσεων, είναι ακέραιος. Επομένως 

η βαθμολογία ενός φοιτητή δεν μπορεί να είναι ίση με 50.  Ένας φοιτητής θα πά-

ρει βαθμολογία μεγαλύτερη από τη βάση, μόνο όταν  

   
4

Ε x 50 x 25 50 4x 100 150
3

         

4x 250 
125

x 62,5.
2

   
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Επομένως η βαθμολογία ενός φοιτητή είναι μεγαλύτερη του 50 μόνο όταν απα-

ντήσει σωστά σε 63 τουλάχιστον ερωτήσεις.  

δ) Έστω ότι το πλήθος των σωστών απαντήσεων των φοιτητών είναι 1 2x , x  αντί-

στοιχα. Τότε έχουμε: 

       1 2 1 2

4 4
E x E x 140 x 25 x 25 140

3 3
         

 1 2 1 2 1 24x 100 4x 100 420 4 x x 620 x x 155           

Επομένως οι δυο φοιτητές απάντησαν σωστά σε 155 από τις 200 ερωτήσεις τους 

και λανθασμένα στις υπόλοιπες 200 - 155 = 45 ερωτήσεις 

 

Ερωτήσεις «Σωστό ή Λάθος» 

1. Λ 2. Λ 3. Λ 4. Λ 5. Λ 6. Σ 7. Λ 8. Σ 9. Σ 10. Σ 

11. Λ 12. Σ 13. Λ 14. Σ 15. Σ 16. Λ     

 

 

 

1. Η f ορίζεται όταν: 

    3x 7x 6 0 x 1 x 3 x 2 0 3 x 1            ή x 2  (1) 

 2x 5 x 1 0 2x 5 x 1 x 6           ή 
4

x
3

   (2) 

  25x x 0 x 5 x 0 0 x 5         (3) 

  2 2 2 5 21 5 21
ln 5x x 0 5x x 1 x 5x 1 0 x

2 2

 
             (4) 

 x 2 0 x 2 x 2        ή x 2  (5) 

 x 5 0 x 5 x        (6) 

Από συναλήθευση των (1),(2),(3),(4),(5) και (6) προκύπτει ότι 
5 21

x 2,
2

 
  
 

. 

Σωστή απάντηση το  Δ. 
 

2. Η f έχει πεδίο ορισμού το  όταν 2x 2λx 4 0    για κάθε x . Άρα   
2 2Δ 0 4λ 16 0 λ 4 λ 2 2 λ 2             και αφού λ  τότε η 

μόνη τιμή από αυτές που δίνονται είναι λ 1  .  

Σωστή απάντηση το  Γ. 

3. Η σχέση (1) αληθεύει όταν 2x 6x κ 0    για κάθε x , δηλαδή 

Δ 0 36 4κ 0 4κ 36 κ 9        .Επειδή κ  τότε minκ 10  

Σωστή απάντηση το  Γ. 

4. Αν  x 0,2  το τρίγωνο ΑΝΖ είναι όμοιο με το ΑΒΕ οπότε  

Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 
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ΝΖ ΑΖ ΝΖ x

ΒΕ ΑΒ 4 2
   ΝΖ 2x  και      21 1

ΑΝΖ ΑΖ ΝΖ x 2x x
2 2

    . 

Αν  x 2,6  σχηματίζεται το τραπέζιο ΑΖΝΕ το οποίο έχει μεγάλη βάση ΑΖ=x, 

μικρή βάση ΝΕ=x-2 και ύψος ΒΕ=4. Άρα το εμβαδόν του είναι  

 
   ΑΖ ΝΕ ΒΕ x x 2 4

ΑΖΝΕ 4x 4
2 2

  
    .  

Σωστή απάντηση το  Δ. 
 

5. Το τρίγωνο ΑΕΖ είναι όμοιο με το ΑΒΓ και ο λόγος των υψών θα ισούται με  

το λόγο των βάσεων δηλαδή 
ΕΖ 4 x ΕΖ 4 x

ΕΖ 8 2x
ΒΓ 4 8 4

 
      .  

Το εμβαδόν του ορθογωνίου ΚΕΖΗ θα είναι 

       2ΚΕΖΗ ΕΖ ΕΚ 8 2x x 8x 2x     .  

Σωστή απάντηση το  Α. 
 

6. Είναι 
4

συνx
3

  για κάθε x , οπότε το πεδίο ορισμού είναι fD  . 

Έστω 
συνx 2 4y 2 1

y συνx , y
3συνx 4 3y 1 3

 
   

 
. Όμως 1 συνx 1     

4y 2 7y 1 1 1
1 0 y , ,

3y 1 3y 1 7 34y 2
1 1

3y 1 4y 2 y 3 1
1 0 y 3,

3y 1 3y 1 3

      
                 

    
               

. 

Τελικά από συναλήθευση είναι 
1

y 3,
7

 
   
 

. 

Σωστή απάντηση η  Β. 
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2 Γραφική παράσταση συνάρτησης 
 

 

 

 

12. α) Το πεδίο ορισμού της f είναι: A  . 

 f x 0 2x 4 0 2x 4 x 2        .  

Σημείο τομής με τον x x  το  2,0 . Για x 0  είναι:  f 0 2 0 4 4     . 

Σημείο τομής με τον y y  το  0, 4 . 

β) Το πεδίο ορισμού της f είναι: A  . 

    f x 0 x 2 x 1 0 x 2 0 x 2  ή  x 1 0 x 1               . 

Τα σημεία τομής με τον x x  είναι:  2,0  και  1,0 . Για x 0  είναι:  

    f 0 0 2 0 1 2     . Σημείο τομής με τον y y  το  0, 2 . 

γ) Για να ορίζεται η f πρέπει: x 1 0 x 1    . Άρα  A 1,   . 

 f x 0 x 1 0 x 1 0 x 1          . Σημείο τομής με τον x x  το  

 1,0 .Για x 0  είναι:  f 0 0 1 1   .  

Σημείο τομής με τον y y  το  0,1 . 

13. α) Πρέπει:  f x 0 1 2ημx 0      

1
ημx

2
 

π
ημx ημ

6
  

Στο διάστημα  0,π οι λύσεις είναι η  

ένωση των  διαστημάτων 
π 5π

0, , π
6 6

   
   

   
. 

Άρα  η Cf βρίσκεται πάνω από τον άξονα  

x΄x για κάθε 
π 5π

x 0, , π
6 6

   
    
   

. 

 

 

β)  fD 2,3  ,  f x 0   

   x 2 x 3 x 2 0      

   x 2,2 3,     

γ)    fD , 1 1,     , 

   f x 0 ln x 1 0      

   x 1 1 x 2 x 2 ή x 2          

δεκτές, αφού ανήκουν στο πεδίο ορισμού. 

x      -2             2         3     

x 2          

x 3          

x 2          

Γινόμενο         

Σημεία τομής με τους άξονες 

Σχετικές θέσεις γραφικών παραστάσεων 
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14. fD  , 
gD  . Για να  

βρίσκεται η fC  κάτω από τον  

άξονα x x , πρέπει: 

 
2

2

x 6x 5
f x 0 0

x 3x 10

 
   

 
 

  2 2x 6x 5 x 3x 10 0       

    x 1 x 5 x 2 x 5 0          
2

x 1 x 5 x 2 0    . Άρα  x 2,1  . 

 

15. α) fD  , 
gD  . Για να  

βρίσκεται η fC  πάνω από την 
gC  

πρέπει:    f x g x   

3 2 2x x 5x 2 x 2x 4         
3x 7x 6 0    άρα 

      2x 1 x x 6 0 x 1 x 3 x 2 0         . 

Άρα η fC  βρίσκεται πάνω από την 
gC  για x ( 3,1) (2, )    . 

β) fD  ,  gD 2   άρα για x 2  είναι:    f x g x    

2
2 x 4x 3

x 3x 2
x 2

 
   


  

  x 1 x 3
x 1 x 2 0

x 2

 
   


 

          2x 1 x 4 x 3x 1 x 2 x 2 x 1 x 3
0 0

x 2 x 2

           
  

 
  

  
   

2

2
x 1 x x 7

0 x 1 x 2 x x 7 0
x 2

  
        


 

 
1 29 1 29

x , 1,2
2 2

    
           
   

. 

 

16. α) Είναι f gA A  .  

    2 2f x g x x 3x 2 3x 2 x 4 x 2           . Είναι  g 2 8  και

   g 2 3 2 2 4      . Σημεία τομής τα  2,8 και  2, 4  . 

β) Για να ορίζεται η συνάρτηση f πρέπει: x 1 0 x 1    .   

Είναι  fA 1   και 
gA  . 

      
6x 12

f x g x x 2 6x 12 x 1 x 2
x 1


         


 

26x 12 x 2x x 2      2x 3x 2 6x 12 0       
2x 3x 10 0    x 5  ή x 2  .  

x      -2          1         5     

x 1          

 
2

x 5          

x 2          

Γινόμενο         

x      -3          1         2     

x 3          

x 1          

x 2          

Γινόμενο         
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Είναι  g 5 5 2 7    και  g 2 2 2 0     . 

Σημεία τομής τα  5,7  και  2,0 . 

 

17. α) 
            f x f x f x x f x f x xln e e f x x e e e e e e e


            

   f x f xxe e e e  
   f x xe e 1 e    (1) 

Για κάθε x 0  είναι 
x 0 xe e 1 e 1 0     , οπότε η (1) γίνεται: 

       f x x x

x x

e e
e f x ln ln e ln e 1 1 ln e 1

e 1 e 1
        

 
 

β)      x x xf x 0 1 ln e 1 0 1 ln e 1 e 1 e             

xe e 1    x ln e 1 ln1 0     δεκτές αφού ανήκουν στο πεδίο ορισμού.  

 

18. Είναι      2g 0 f 0 2f 0 5 0     αφού το τριώνυμο    2f 0 2f 0 5   έχει  

Δ 0 . Άρα τέμνει τον ημιάξονα Οy. 

 

19. Για να διέρχεται η 
fC  από τα σημεία  A 1,5  και  B 3,7  πρέπει:  

 

 

   
2f 1 5 1 α 1 β 5

f 3 7 2 3 α 7

       
  

     
 

α β 4 β 3

α 1 α 1

   
 

  
 

 

20. α) Επειδή η γραφική παράσταση της συνάρτησης f διέρχεται από τα σημεία 

Α και Β, ισχύει:  

 

   

 

2

2

α 1 2
1

1 βf 1 1 α 2 1 β α β 1 2

α 1 2f 1 2 α 2 2 2β α 2β 0
2

1 β

 
           

                   
  

 

 

1 2
α 1

α β 1 α β 1 α β 1 3 3

β 1 2β 0 β 1 2β 0 3β 1 1 1
β

3 3


           

     
               

 

. 

β) Για 
2

α
3

   και 
1

β
3

  είναι:  
2

2x 62
x 2

33f x
1

x
3

 
 

 


23x 1

3

 2

2x 6

3x 1

 



. 

Πρέπει 
2 23x 1 0 3x 1      που ισχύει, άρα Α  . 
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 
2

2x 6 6
f x 0 0 2x 6 0 2x 6 x 3

23x 1

 
           


. 

Σημείο τομής με τον x x , το  3,0 . 

γ) Η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από τον x x , όταν:  f x 0   

2

2x 6
0

3x 1

 



, όμως 

23x 1 0  , οπότε 
6

2x 6 0 2x 6 x 3
2


         


. 

δ) Οι τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της f με την  

ευθεία y 1 , είναι οι λύσεις της εξίσωσης  f x 1 . Είναι:  

  2 2

2

2x 6
f x 1 1 2x 6 3x 1 3x 2x 5 0 x 1

3x 1

 
             


 ή  

5
x

3
  . Σημεία τομής τα  1,1  και 

5
,1

3

 
 
 

. 

 

21. α) Επειδή οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f,g τέμνονται επί των 

ευθειών x 1   και x 2 , ισχύει:  

   

   

f 1 g 1 α 4 2 β 1

f 2 g 2 4α 4 4 β 1

       
  

      

α 2

β 1

 


 
 

β) Για α 2   και β 1   είναι:   2f x 2x 4    και  g x 2x  . 

    2 2f x g x 2x 4 2x 2x 2x 4 0           
2x x 2 0    

 x 1,2   . Όταν  x 1,2   η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από 

την γραφική παράσταση της g. 

γ)  g x 4 2x 4 2 x 4 x 2 x 2           . 

δ)   2 2 2f x 0 2x 4 0 2x 4 x 2 x 2             και  

 g x 0 2x 0 x 0      .  

Η γραφική παράσταση της f τέμνει τον x x  στα σημεία  2,0  και  2,0 , 

ενώ η γραφική παράσταση της g τέμνει τους άξονες στο  0,0 .   

Για x 0  είναι  f 0 4 , άρα η γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα y y  

στο σημείο  0,4 .  

 

22.     xf x g x 2 1   . 

Αν x 0 , τότε     xf x g x 2 1 0     και η fC  βρίσκεται πάνω από τη gC . 

Αν x 0 , τότε     xf x g x 2 1 0     και η fC  βρίσκεται κάτω από τη gC . 

Αν x 0  τέμνονται. 
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23.     3f x g x 8 x   . Αν x 2 , τότε     3f x g x 8 x 0     και η fC  βρί-

σκεται πάνω από τη gC . Αν x 2 , τότε     3f x g x 8 x 0     και η fC  βρί-

σκεται κάτω από τη gC . Αν x 2  τέμνονται. 

 

24.        2 4 2f x f x 3f x 7 x x 1        . Επειδή  4 2x x 1 0      

για κάθε x  και    2f x 3f x 7 0     Δ 0 , είναι και  f x 0 . 

 

 

 

25. Για x 0  είναι        f 0 f 0 0 2f 0 0 f 0 0       , για x 1    

είναι        f 1 f 1 0 2f 1 0 f 1 0           και για x 1  είναι 

       f 1 f 1 0 2f 1 0 f 1 0      . 

Άρα η Cf  τέμνει τον άξονα x΄x  στα σημεία (-1,0),(1,0),(3,0) , οπότε τον τέμνει 

σε τουλάχιστον τρία σημεία. 
 

26. α)  y λx 3 λ λ x 1 3 y 0         Για να αληθεύει για κάθε λ  πρέ-

πει x 1  και y 3 , άρα διέρχεται από το σταθερό σημείο  1,3 . 

β)      23
f x g x λx 3 λ λx 3 λ x 3 0

x
          . 

Αν λ 0 , τότε έχουμε την εξίσωση 3x 3 0 3x 3 x 1       οπότε τέμνο-

νται στο σημείο (1,3). 

Αν λ 0 τότε έχουμε την δευτεροβάθμια εξίσωση (1) για την οποία ισχύει:

   
2 22Δ 3 λ 12λ 9 6λ λ 12λ λ 3 0          , οπότε η εξίσωση έχει λύση 

για  κάθε λ . 

γ) Αν λ 3  , τότε τέμνονται. 

Αν λ 3  , τότε  g x 3x 6   και η εξίσωση (1) έχει μοναδική λύση οπότε εφά-

πτονται. 
 

27.  
λx 12

y 3xy λy λx 12 λ y x 3xy 12 0
3x λ


         


. Για να αληθεύει 

για κάθε λ  πρέπει 
y x 0

3xy 12 0

 


 
x 2  και y 2  ή x 2   και y 2  . 

Άρα διέρχεται από τα σημεία  2,2 ,  2, 2  . 

 

28. α) Για να ορίζεται η συνάρτηση f πρέπει 3 2x αx βx 2 0    . Επειδή η  

γραφική παράσταση της f δεν έχει κοινά σημεία με τον άξονα x΄x , η εξίσωση  

 f x 0  είναι αδύνατη.  

Αυξημένης δυσκολίας 
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Είναι  
 

 
2

2

3 2

x 1 x
f x 0 0 x 1 x 0

x x x 2

  
       

  
. 

Το τριώνυμο έχει διακρίνουσα  
2 2Δ α 1 4α α 2α 1 4α         

 
22α 2α 1 α 1 0       αφού α 1  . 

Άρα  
 2

1,2

α 1 α 1
x α 1 x α 0 x x α ή x 1

2

  
          . 

Επομένως για να είναι αδύνατη η εξίσωση  f x 0  πρέπει οι ρίζες του αριθμητή 

να είναι ρίζες του παρονομαστή για να απορριφθούν από το πεδίο ορισμού της.  

Άρα έχουμε:

3 3 αβ 2 0α α αβ 2 0

α 1 β1 α β 2 0

 
 

    

     
 


 

2 β 2 β 1β β 2 0

α 2α 1 β

      
 

  
. 

β) Επομένως για το πεδίο ορισμού της f πρέπει: 

  3 2 2

Σχήμα Horner
με ρ 1

x 2x x 2 0 x 1 x 3x 2 0


           

     x 1 x 1 x 2 0 x 1,1,2         . 

Άρα    
2

3 2

x x 2
f x , x 1,1,2

x 2x x 2

 
   

  
. Άρα  fΑ 1,1,2   . 

 

 

 

29. α)      fD 6,5 , f Α 2,3           β)  f 0 2    

γ)  f x 0 6 x 3 ή 3 x 5              δ)  f x 0 x 3      

 

30.  α.  f x 2 5 x 4 ή 4 x 6                  

β.  2 f x 2 4 x 2 ή 2 x 4 ή x 6             

 

31. α)    f x g x x 2    .         β)    f x g x x 2    . 

 

32. Το   είναι η τετμημένη του σημείου τομής της fC  με τον θετικό ημιάξονα 

Οx. Είναι:    2f x 0 x 4x 0 x x 4 0        x 0 ή x 4  .  

Άρα α 4.  Το β  είναι η τεταγμένη του σημείου της fC , με x 2 .  

Δηλαδή   2f 2 β 2 4 2 β β 4        .  

Όμοια:      
2

f 2 γ 2 4 2 γ γ 12          . 

Προσδιορισμός στοιχείων από τη γραφική παράσταση 
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33.    f x 0 g x 4 x 0     . 

 

34. Αν α 2   τότε η εξίσωση  f x α  έχει μοναδική λύση την x 4 . 

Αν 2 α 3    τότε η y α  τέμνει τη fC  σε δύο σημεία, άρα η εξίσωση  

 f x α  έχει δύο λύσεις. 

Αν α 3  τότε η y α  τέμνει τη fC  σε τρία σημεία, άρα η εξίσωση  f x α   

έχει τρείς λύσεις. 

Αν 3 α 5   τότε η y α  τέμνει τη fC  σε 4 σημεία, άρα η εξίσωση  f x α  

έχει 4 λύσεις. 

Αν 5 α 7   τότε η y α  τέμνει τη fC  σε τρία σημεία, άρα η εξίσωση 

 f x α  έχει τρείς λύσεις. 

Αν 7 α 12   τότε η y α  τέμνει τη fC  σε δύο σημεία, άρα η εξίσωση 

 f x α  έχει δύο λύσεις. Αν α 12  τότε η  f x α έχει μοναδική λύση. 

Τέλος αν α 2 ή α 12    η εξίσωση  f x α  είναι αδύνατη. 

 

35. α)  fD 1,3   και    ff D 0,2 . 

β) i)  f x 0 x 1 ή x 3      (κοινά σημεία 
fC  με x΄x). 

ii)  f x 3 x 0 ή x 2     (κοινά σημεία fC  με y 3 ). 

iii)  f x λ , λ   , έχει λύσεις τα κοινά σημεία fC  με y λ . 

 Αν    λ ,0 2,     η εξίσωση είναι αδύνατη. 

 Αν  λ 0,2  η εξίσωση έχει ακριβώς 2 λύσεις. 

 Αν λ 2  η εξίσωση έχει μοναδική λύση την x 1 . 

γ) i)    f x 0 x 1,3     (διαστήματα στα οποία η fC  είναι πάνω από τον 

x΄x άξονα). 

ii)      f x 3 x 1,0 2,3     (διαστήματα στα οποία η fC  είναι κάτω από 

την y 3 ). 

δ) Αφού είναι ημικύκλιο η fC , παρατηρούμε ότι έχει διάμετρο ίση με 4 άρα έχει 

ακτίνα ίση με 2 και κέντρο το Κ(1,0). Άρα για κάθε  x 1,3   είναι 

   
2 2x 1 f x 4       

 

   
f x 0

2 22f x 4 x 1 f x 4 x 1


       . 

 

36. α) Οι λύσεις της εξίσωσης  f x λ  γραφικά αντιπροσωπεύουν το πλήθος 

των κοινών σημείων της fC με την ευθεία y λ . 
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- Αν λ 1  παρατηρούμε ότι η ευθεία y λ έχει δύο κοινά σημεία 

με τη fC , οπότε η εξίσωση  f x λ  έχει δύο λύσεις στη περί-

πτωση αυτή. 

 

 

- Αν λ 1 τότε βλέπουμε ότι η ευθεία y = 1  

έχει ένα μόνο κοινό σημείο με τη fC , οπότε η εξίσωση 

 f x λ  έχει μοναδική λύση στη περίπτωση αυτή. 
 

- Αν λ 1  παρατηρούμε ότι η ευθεία y λ δεν έχει κανένα 

κοινό σημείο με τη fC , οπότε η εξίσωση  f x λ  είναι αδύ-

νατη στη περίπτωση αυτή. 

 
 

β)   2 2f x λ 2x x λ x 2x λ 0         (1) 

Η (1) είναι εξίσωση 2ου βαθμού με διακρίνουσα  Δ 4 4λ 4 1 λ    . 

- Αν  Δ 0 4 1 λ 0 1 λ 0 λ 1          τότε η (1) έχει 2 ρίζες, οπότε η  

εξίσωση  f x λ  έχει δύο λύσεις στην περίπτωση αυτή. 

- Αν Δ 0 λ 1    τότε η (1) έχει μία διπλή ρίζα, οπότε η εξίσωση  f x λ   

έχει μοναδική λύση στη περίπτωση αυτή. 

- Τέλος αν Δ < 0 λ 1   η (1) είναι αδύνατη, οπότε η εξίσωση  f x λ  είναι 

αδύνατη στην περίπτωση αυτή. 
 

37.   

3x, x 1

f x x 4,1 x 3

1, x 3




    
 

,  1x 2 . 

 

38. α)    fD ,3 3,     και  ff D  . 

β) i. Για να ορίζεται η    g x f x  πρέπει: 
 

fx D

f x 0









 

   
   

x 3
x 0,3 5,

x 0,3 5,


  

  





. Άρα    gD 0,3 5,   . 

ii. Για να ορίζεται η  
 

1
h x

f x
  πρέπει: 

 
 

fx D x 3
x 0,3,5

f x 0 x 0 και x 5

 



 
 

  
  

 
. Άρα  hD 0,3,5  . 
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iii. Για να ορίζεται η     φ x ln 3 f x 3 x     πρέπει:  

 
 

3 f x 0
f x 3

3 x 0
x 3

x 3






 





 









 και από το σχήμα βλέπουμε ότι για x 3  είναι  

     f x 3 x ,1 1,3     . Άρα    D ,1 1,3    . 
 

39. α) Πρόκειται για τις τετμημένες των σημείων τομής των γραφικών παραστά-

σεων των συναρτήσεων f και g. Είναι x 1    ή  x 0   ή x 1 . 

β)  f 1 4  ,  f 0 2   και   f 1 0 . 

γ) x ( 1,0) (1, )    . 

δ) Πρέπει    f x 2x 2 0 f x 2x 2 x [ 1,0] [1, )            . 
 

40. α) Το σημείο Α ανήκει στη γραφική παράσταση της g και έχει x = 0, οπότε 

 g 0 3 0 3   , άρα Α(0,3). Τα σημεία Β και Γ είναι κοινά σημεία των f gC ,C , 

οπότε οι τετμημένες τους είναι οι λύσεις της εξίσωσης  

    2 2f x g x x x 1 3 x x 4 x 2            

Για  x = 2 είναι  g 2 3 2 1   , άρα Γ(2,1) και για x = - 2 είναι 

   g 2 3 2 5     άρα Β(-2,5). 

Το σημείο Ζ βρίσκεται στη fC  και έχει y = 0, άρα 2x x 1 0   . 

H τελευταία είναι 2ου βαθμού με    
2

Δ 1 4 1 1 5        και ρίζες 

1 2

1 5 1 5
x , x

2 2

 
  . 

Επειδή Ζx 0 , είναι 
Ζ

1 5
x

2


 , οπότε 

1 5
Ζ ,0

2

 
  
 

. 

β) Οι τετμημένες των σημείων της γραφικής παράστασης της  y f x  που βρί-

σκονται πάνω από την γραφική παράσταση της  y g x  είναι οι λύσεις της ανί-

σωση     2 2f x g x x x 1 3 x x 4 x 2 x 2 ή x 2               

γ) Είναι          2f α g α f α g α α α 1 3 α           

2 2α 2α 2 α 2α 1 1          
2 2

α 1 1 α 1 1 1       γιατί  
2

α 1 0  . 

 

41. α) i. Επειδή η fC τέμνει τον άξονα y′y στο (0, −1), ισχύει ότι 

 f 0 1 γ 1     . 

ii. Για να μην είναι η γραφική παράσταση της f κάτω από την ευθεία 2y λ 1   ,  

πρέπει για κάθε λ  να είναι   2f x λ 1   .  
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Είναι   2f x λ 1    2 2 2 2x 2λx 1 λ 1 x 2λx λ 0         

 
2

x λ 0   ισχύει. 

β) Οι τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της f με τον  

άξονα x′x είναι οι λύσεις της εξίσωσης   2f x 0 x 2λx 1 0     . 

H εξίσωση είναι 2ου βαθμού με διακρίνουσα  2 2Δ 4λ 4 4 λ 1 0      και ρίζες

 2
2

1,2

22λ 4 λ 1 2λ 2 λ 1
x

2 2

     
  

 2λ λ 1

2

  
  

2

1

2

2

x λ λ 1

x λ λ 1

    


   

. 

Οπότε τα σημεία είναι τα    2 2Α λ λ 1,0 και Β λ λ 1,0      . 

γ) Επειδή τα σημεία Α και Β βρίσκονται στον άξονα x΄x, είναι: 

    2 2

2 1d A,B AB x x λ λ 1 λ λ 1               

2 2d 2 λ 1 2 λ 1     ( 2λ 1 0  ). Πρέπει 

  2 2 2 2d A,B 2 2 λ 1 2 λ 1 1 λ 1 1 λ 0             ισχύει. 

 

42. α) Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και g τέμνονται στα σημεία 

Α και Β, άρα οι τετμημένες των σημείων Α και Β θα είναι οι λύσεις της εξίσωσης 

   f x g x . Είναι     2 3 2 3f x g x x x x x 0        

   2 2x 1 x 0 x 0 x 0       ή  1 x 0 x 1    . 

Για x = 0 είναι    f 0 g 0 0  , άρα Α(0,0) και για x = 1 είναι    f 1 g 1 1  , 

άρα Β(1,1). 

β) Για να ισχύει 3 2x x πρέπει η γραφική παράσταση της g να βρίσκεται κάτω 

από αυτή της f. Στο σχήμα βλέπουμε ότι για κάθε  x 0,1  , δηλαδή μεταξύ των 

σημείων Α και Β, η gC βρίσκεται κάτω από τη fC , άρα για κάθε  x 0,1  ισχύει 

3 2x x . 

γ) Όχι δεν είναι ο κύβος οποιουδήποτε αριθμού μεγαλύτερος από το τετράγωνό 

του αφού στο προηγούμενο σκέλος δείξαμε ότι για τον αριθμό  x 0,1  ισχύει 

3 2x x . 

δ) i. Είναι    π 3 0,1  , οπότε με βάση το β σκέλος είναι    
3 2

π 3 π 3   . 

ii. Είναι    
3 2

π 3 π 3   
3 2 2π 9π 27π 27 π 6π 9        

3 2π 10π 33π 36 0    . 
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43. α) Στο σχήμα παρατηρούμε ότι η f δεν έχει ρίζες και επειδή είναι τριώνυμο 

έχει 2 2Δ 0 α 4β 0 α 4β        (1). Επειδή η ε εφάπτεται της fC , η εξί-

σωση  f x 2x 4  
2x αx β 2x 4 0       2x α 2 x β 4 0      έχει 

μία λύση. Όμως η εξίσωση αυτή είναι 2ου βαθμού και έχει μία λύση όταν 

   
2

Δ 0 α 2 4 β 4 0      
2α 4α 4 4β 16 0       

2α 4α 12 4β    (2) 

Από τις (1), (2) προκύπτει ότι 2α 2α 4α 12 4α 12 α 3        . 

β) Για x 3 είναι y 2 3 4 2    , οπότε το σημείο επαφής είναι το Α(3, 2) 

Επειδή το σημείο Α ανήκει στη fC , ισχύει ότι 

 f 3 2 9 3α β 2 β 7 3α          (3). 

Αντικαθιστώντας την σχέση (3) στην (2), έχουμε: 

 2 2α 4α 12 4 7 3α α 4α 12 28 12α            2α 8α 16 0   

 
2

α 4 0 α 4 0 α 4        . Τότε  β 7 3 4 5     , οπότε 

  2f x x 4x 5   . 

 

44. α) Επειδή η παραβολή έχει μέγιστο είναι α < 0. Επειδή οι ρίζες 1 2x , x της εξί-

σωσης  f x 0 είναι ετερόσημες, ισχύει ότι
α 0γ

Ρ 0 γ 0
α



    .  

Επειδή η f έχει 2 ρίζες είναι 
2 2Δ 0 β 4αγ 0 4αγ β      . 

β) Επειδή η ε τέμνει τη fC σε δύο σημεία, η εξίσωση  f x 1    

 2 2αx βx γ 1 αx βx γ 1 0 1         έχει δύο ρίζες, οπότε 

   2 2Δ 0 β 4α γ 1 0 4α γ 1 β         . 

Επειδή η (2), λόγω του σχήματος έχει ρίζες τις 1 2ρ ,ρ που είναι ετερόσημοι αριθ-

μοί, από τους τύπους Vieta είναι 
α 0γ 1

Ρ 0 γ 1 0 γ 1
α


         και λόγω του 

α σκέλους – 1<γ<0. 

γ) Είναι 1,2

β Δ
x

2α

 
   και 1,2

β Δ
ρ

2α

 
 . 

1 2 1 2

β Δ β Δ β Δ β Δ
x x ρ ρ

2α 2α 2α 2α

        
         

Αυξημένης δυσκολίας 
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2 Δ

2

2

α


Δ

2

 Δ Δ
Δ Δ Δ Δ

α αα


         

2β 24αγ β     
4α 0

4α γ 1 4αγ 4α γ 1 γ γ 1
 

          ισχύει. 

 

45. α) Επειδή η παραβολή έχει ελάχιστο είναι α > 0. Στο σχήμα βλέπουμε ότι η f 

τέμνει τον θετικό ημιάξονα Οx σε δύο σημεία, άρα η εξίσωση  f x 0  έχει δύο 

θετικές ρίζες. Από τους τύπους Vieta είναι 1 2S x x 0   
α 0β

0 β 0
α



    . 

β) Είναι 1 2Ρ x x 0  
α 0γ

0 γ 0
α



   . 

Επειδή η εξίσωση  f x 0 έχει δύο ρίζες, είναι 
2Δ 0 β 4αγ 0      

2β 4αγ β 2 αγ β 2 αγ β 2 αγ         . 
 

46. Επειδή η εξίσωση  f x 0  έχει δύο ρίζες είναι 
2Δ 0 α 4β 0    . 

1 2

α Δ α Δ
x x 1 1 Δ 1 Δ 1 Δ 1

2 2

 
              

  2 2
α 1 α 1

α 4β 1 4β α 1 β
4

 
         

2ος τρόπος: 1 1

α 1
S 2x 1 α x

2


        (1), 

1 1

α 1 α 1
P x (x 1) β 1 β

2 2

  
          

 
  

  α 1 α 1α 1 α 1
β β

2 2 4

   
      

 
 

 

47. α) Η κορυφή της παραβολής έχει τετμημένη αρνητική, άρα 

α α
0 0 α 0

2 1 2


     


. 

β) Η Cf τέμνει τον y΄y στο σημείο (0,β) που βρίσκεται στον αρνητικό ημιάξονα 

Οy΄. Επίσης το σημείο (0,β) βρίσκεται πάνω από το σημείο  0, 2  το οποίο εί-

ναι το σημείο τομής της (ε) με τον y΄y. Επομένως 2 β 0    

 

48. α) Επειδή η γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα x΄x στα σημεία Α, Β, 

οι τετμημένες τους ω, φ είναι οι ρίζες της εξίσωσης   2f x 0 x x 1 0      

Από τους τύπους του Vieta είναι 
1

S 1
1


    και 

1
Ρ 1

1


   , άρα:  
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i. S ω φ 1     και   ii. Ρ ω φ 1    . 

β) Επειδή το Ο βρίσκεται μεταξύ των Α και Β, είναι ω 0 φ  . 

Είναι  ΟΒ φ φ   και  ΟΑ ω ω   . 

   ΟΒ ΟΑ φ ω φ ω 0 1 0          που ισχύει. 

γ) Επειδή ο β είναι μεγαλύτερος από τον αντίστροφό του ισχύει ότι
1

β
β

 .  

Επειδή η διαφορά τους ξεπερνάει τη μία μονάδα, ισχύει ότι 

 
β 0

2 21
β 1 β 1 β β β 1 0 f β 0

β



           . 

Στο σχήμα παρατηρούμε ότι τα σημεία της γραφικής παράστασης της f με θετική 

τετμημένη είναι αυτά που βρίσκονται αριστερά του Α ή δεξιά του Β, άρα β< ω ή 

β > φ. Επειδή β > 0, είναι β > φ. 

δ) Είναι 
5 1 5 3 16

1
53 3 5 5

3

     , οπότε με βάση το ερώτημα γ είναι 
5

φ
3
 . 

 

49. α) Στο σχήμα βλέπουμε ότι η ευθεία y =λ 

με  λ 1,0   τέμνει τη fC  σε 4 σημεία, άρα  

η εξίσωση  f x λ έχει 4 λύσεις. 

β)   4 2f x λ x 2x λ 0     . 

Θέτουμε 
2x y και η εξίσωση γίνεται 

2y 2y λ 0   . 

Είναι εξίσωση 2ου βαθμού με  Δ 4 4λ 4 1 λ 0      αφού  λ 1,0   και ρί-

ζες 
 

1

2 4 1 λ
y 0

2

 
  ,  

 
2

2 4 1 λ 2 2 1 λ
y

2 2

   
    

2y 1 1 λ   . Είναι 1 λ 0 0 1 λ 1 0 1 λ 1             

21 1 λ 0 0 1 1 λ 1 0 y 1             . 

Είναι 
2

1 1x y x y     ή 
2

2 2x y x y    , οπότε η εξίσωση έχει 4 λύ-

σεις. 

 

50. Επειδή η fC  τέμνει τον άξονα x΄x 

στο -1, είναι  f 1 0    

1 α β γ 0 α γ β 1           (1) 

Από το σχήμα Horner προκύπτει ότι  

   f x x 1     2x α 1 x β α 1     . 

Είναι      2f x 0 x 1 ή x α 1 x β α 1 0 2           

1 α β γ -1 

 -1 -α+1 -β+α-1 

1 α-1 β-α+1 γ-β+α-

1=0 
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Επειδή η f έχει 2 ρίζες τις -1, ρ, τότε η (2) θα έχει ως ρίζα την ρ άρα θα έχει του-

λάχιστον μία ρίζα. Όμως η (2) είναι 2ου βαθμού οπότε έχει  

   
2 2Δ 0 α 1 4 β α 1 0 α 2α 1 4β 4α 4 0                

 
 

 
1

2 2α 2α 1 4β 4 α 2α 1 4 β 1 4 α γ           

 
α 1

22 2α 2α 1 4α 4γ α 2α 1 4γ α 1 4γ 0


              

α 1 2 γ α 2 γ 1      . 

 

51. α)    3 2 2f x x βx γx x x βx γ , x       . Από τη γραφική παρά-

σταση, η εξίσωση  f x 0  έχει μοναδική ρίζα το μηδέν.  

Είναι    2 2f x 0 x x βx γ 0 x 0 ή x βx γ 0          . 

 Έστω ότι η εξίσωση 
2x βx γ 0    έχει ρίζα ρ 0  άτοπο καθώς η  f x 0  

θα έχει δύο ρίζες. 

 Έστω ότι η εξίσωση 
2x βx γ 0    έχει ρίζα το μηδέν τότε θα είναι γ 0 . 

Άρα  2x βx 0 x x β 0 x 0 ή x β          και θα πρέπει β 0  για να 

έχει μοναδική ρίζα το μηδέν. Άρα   3f x x , x   άρα θα έπρεπε να είναι 

γνησίως αύξουσα στο πράγμα άτοπο από σχήμα. Άρα υποχρεωτικά β γ 0  . 

β) Είναι 
2x βx γ 0    για κάθε x , δηλαδή είναι 

2Δ 0 β 4γ 0    

 2β 4γ 1  . Επίσης από το σχήμα η εξίσωση  f x x  έχει ρίζα το μηδέν και 

άλλες δύο. Για x 0 : 

   2 2 2
x 0

f x x x x βx γ x x βx γ 1 x βx γ 1 0


              . 

Πρέπει δηλαδή η εξίσωση 
2x βx γ 1 0     να έχει δύο ρίζες άνισες και μη μη-

δενικές δηλαδή πρέπει 20 β 0 γ 1 0 γ 1        

γ) Για να έχει δύο ρίζες άνισες πρέπει 

     2 2Δ 0 β 4 γ 1 0 β 4 γ 1 2         . Από (1) και (2) προκύπτει ότι 

  24 γ 1 β 4γ   . 

 

 

52. α)  
1 π 5π

f x 0 ημx x , ,
2 6 6

 
     

 
  

 f x 0 
π 5π

x 0, , π
6 6

   
    
   

.    

Εύρεση πρόσημου τριγωνομετρικών συναρτήσεων 
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β)  
2 π 3π

f x 0 ημx x ,
2 4 4

 
     

 
, 

 
π 3π

f x 0 x 0, , π
4 4

   
      

   
. 

γ)  
3 π 2π

f x 0 ημx x ,
2 3 3

 
     

 
, 

 
π 2π

f x 0 x 0, , π
3 3

   
      

   
. 

δ)  
5

0 ημx 1 f x 0
3

      για κάθε  x 0, π , 

ε)  2 20 ημx 1 0 ημ x 1 4 4 ημ x 0 f x 0            για κάθε  x 0, π  

στ)  
1

0 ημx 1 1 2ημx 2ημx 1 0 f x 0
2

             για κάθε 

 x 0, π . 

 

53. α)  
1 π

f x 0 συνx x 0, ,
2 3

 
     

 
 

 
π

f x 0 x , π
3

 
   

 
. 

β)  
2 π

f x 0 συνx x 0, ,
2 4

 
     

 
  

 
π

f x 0 x , π
4

 
   

 
. 

γ)  
3 π

f x 0 συνx x 0, ,
2 6

 
     

 
  

 
π

f x 0 x , π
6

 
   

 
. 

δ)  
1 2π

f x 0 συνx x 0, ,
2 3

 
      

 
 

 
2π

f x 0 x , π
3

 
   

 
. 

ε)  
2 3π

f x 0 συνx x 0, ,
2 4

 
      

 
  

 
3π

f x 0 x , π
4

 
   

 
. 
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στ)  1 x 1 f x 0       για κάθε  x 0,  . 

 

 

 

 

 

54.  α)  
π π

f x 0 εφx 1 x ,
4 2

 
     

 
,  

 
π π

f x 0 εφx 1 x ,
2 4

 
      

 
. 

 

β)  
π π

f x 0 εφx 1 x ,
4 2

 
       

 
, 

 
π π

f x 0 εφx 1 x ,
2 4

 
       

 
. 

 

 

 

55. α)  
π

f x 0 ημx συνx x ,π ,
4

 
     

 
 

 
π

f x 0 ημx συνx x 0,
4

 
     

 
. 

 

β)  
3π

f x 0 ημx συνx x 0, ,
4

 
      

 
 

 
3π

f x 0 ημx συνx x , π
4

 
      

 
. 

γ) Αν 
π

x 0,
2

 
 
 

 τότε  f x 0 ημx 3συνx   
π π

εφx εφ x
3 3

    άρα 

π π
x ,

3 2

 
 
 

. Αν 
π

x , π
2

 
 
 

 τότε  ημx 0, συνx 0 f x 0    . 

Τέλος αν 
π

x
2

  τότε 
π

f 1 0
2

 
  

 
. Άρα  f x 0  στο 

π
, π

3

 
 
 

. 

δ) Αν 
π

x 0,
2

 
 
 

τότε  ημx 0, συνx 0 f x 0    . 

Αν 
π

x , π
2

 
 
 

τότε  f x 0 3ημx 3συνx    
5π

εφx εφ
6

   

Αυξημένης δυσκολίας 
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5π
x

6
 , άρα 

π 5π
x ,

2 6

 
 
 

. Τέλος αν 
π

x
2

 τότε 
π

f 3 0
2

 
  

 
. 

Άρα  f x 0 στο 
π 5π

,
2 6

 


 
και  f x 0  στα διαστήματα 

π 5π
0, , , π

2 6

   
   
   

. 

 

 

 

56. α) Είναι  
x 2 x 2, x 2

f x
x 2 x 2x 2, x 2

    
 

    
  

Η γραφική παράσταση της f αποτελείται από την ημιευ-

θεία  f x 2  για  x ,2   και από την ημιευθεία 

 f x 2x 2   για  x 2,  . 

β) Η γραφική παράσταση της f αποτελείται από το 

τμήμα της παραβολής   2f x x   για  x ,0   

και από την ημιευθεία  f x 3x  για  x 0,  . 

 

 

 

57.   α)                                                                            β) 

 

 

 

 

 
 

                        f A 0,                                                         f A 2,   

γ)                      δ)  

 

 

 

 

 
                    f A 1,1                                                            f A 0,   

 

 

ε)    στ)      ζ)  
 

 

 

 

     f A ,2 2,                     f A 0,                         f A 1,   

Χάραξη γραφικών παραστάσεων 
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η)                      θ)  

 

        

 
                         f A         f A 1,   

 

 

 

58.   α)         β)  
  

 

 

 

   
                      f A ,1 2,                             f A 2,1   

 

 

γ)   δ)     

 

 

 

 

 
                     f A                             f A 0,   

59. α)  fD 1  . 

β) Αρκεί αν βρούμε τα  y f x  ποιο σύνολο ορίζουν.  
2 x

f x y y
x 1


   


2 x xy y    2 y xy x     

 x y 1 y 2   (1). Αν y 1   τότε η (1) είναι αδύνατη, άρα y 1   και 

y 2
x

y 1





. Είναι

y 2
x 1 1 y 2 y 1

y 1


      


 ι-

σχύει, άρα    f A 1   . 

γ)  
2 x x 2 x 1 1 1

f x 1
x 1 x 1 x 1 x 1 x 1

  
       

    
 

Η γραφική παράσταση της f προκύπτει από οριζόντια 

μετατόπιση της 
1

y
x

 κατά 1 θέση δεξιά και 1 θέση 

κάτω. 
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60.  α)    f A 0,  .  

β) Αν k 0  η εξίσωση είναι αδύνατη. 

 Αν 0 k 1   τότε η  f x k  έχει  

δύο λύσεις, και τέλος αν k 1  έχει μία  

λύση. 

 

 

 

 

61. α) Η γραφική παράσταση της g προκύπτει από κατα-

κόρυφη μετατόπιση της 2y x  κατά 1 μονάδα πάνω. 

β)    2 2ln x x 1 ln x 1 x f x g x       . 

Οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι τετμημένες των κοινών 

σημείων των 
f gC ,C . Στο σχήμα παρατηρούμε ότι μονα-

δικό κοινό σημείο είναι το (1,0), οπότε η λύση της εξίσωσης είναι η x = 1. 

γ) Η h ορίζεται όταν    2 2ln x x 1 0 ln x 1 x f x g x x 1          . 

 

62. α) Η γραφική παράσταση της f προκύπτει από κατα-

κόρυφη μετατόπιση της 2y x κατά 1 μονάδα πάνω.  

Η γραφική παράσταση της g είναι υπερβολή. 

β)  3 2x x 2 0 x x 1 2      . Αν x = 0 η εξίσωση εί-

ναι αδύνατη, οπότε για x 0  είναι 
2 2

x 1
x

    

   f x g x . Οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι τετμημένες 

των κοινών σημείων των
f gC ,C . Στο σχήμα παρατηρούμε ότι μοναδικό κοινό 

σημείο είναι το (1,2), οπότε η λύση της εξίσωσης είναι η x = 1. Κάνοντας σχήμα 

Horner προκύπτει ότι   3 2
x x 2 x 1 x x 2      , οπότε

  3 2 2x x 2 0 x 1 x x 2 0 x 1 ή x x 2 0              αδύνατη (Δ<0). 

γ) Η h ορίζεται όταν    2 2
x 1 0 f x g x x 0 ή x 1

x
        . 

 

63. α) Η γραφική παράσταση της f προκύπτει από κατακό-

ρυφη μετατόπιση της 2y x  κατά 4 μονάδες πάνω.  

Η γραφική παράσταση της g είναι η γνωστή εκθετική συ-

νάρτηση. 

Αυξημένης δυσκολίας 
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β)    x 2 x 2e x 4 e 4 x f x g x       . Οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι 

τετμημένες των κοινών σημείων των
f gC ,C . Στο σχήμα παρατηρούμε ότι τέμνο-

νται σε δύο σημεία, οπότε η εξίσωση έχει δύο λύσεις. 

 

 

 

64. α)  f x x, x   είναι περιττή αφού    f x x f x      για κάθε 

x, x   και  f 0 0 . 

β)  
1

f x , x 0
x

  . Για κάθε x 0  το x 0   και    
1

f x f x
x

   


 άρα f 

περιττή. Δεν ορίζεται τιμή στο μηδέν για την f άρα δεν διέρχεται από την αρχή 

των αξόνων. 

 

65. Επειδή η f είναι άρτια και περιττή ισχύει ότι για κάθε x  είναι 

   f x f x   (1)  και    f x f x    (2). Από (1) και (2) έχουμε: 

       f x f x 2f x 0 f x 0       για κάθε x . 

 

66. α) Πρέπει    2 23 x
0 3 x 3 x 0 9 x 0 x 9

3 x


          


  

x 3 3 x 3     , άρα  fD 3,3  . 

β) Για κάθε fx D  και fx D  .

   
1

3 x 3 x 3 x
f x ln ln ln f x

3 x 3 x 3 x


   

       
   

. 

γ) Αρκεί η εξίσωση  f x k  να έχει λύση για κάθε k . Είναι  f x k   

k k k3 x 3 x
ln k e 3 x 3e xe

3 x 3 x

 
       

 
  

 k k3 3e x 1 e     k

k

3 1 e
x

1 e





 .  

Πρέπει 
 k k

k k

3 1 e 1 e
3 3 1 1

1 e 1 e

 
       

 
 

k k k1 e 1 e 1 e        

k1 e  k1 e  ισχύει

1 ke 1  k ke 0 2e ισχύει




  

. Άρα η f έχει σύνολο τιμών το . 

 

67. α) Είναι 
2 2 2 2x 1 x x 1 x x         

2 2x 1 x x 1      2x 1 x 0   , άρα fD  . 

Άρτιες – περιττές – περιοδικές συναρτήσεις 
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β) Για κάθε x  το x   και είναι: 

       2 2f x f x ln x 1 x ln x 1 x             

   2 2ln x 1 x ln x 1 x 0         

   2 2ln x 1 x x 1 x 0      
  

 

 
2

2 2 2 2x 1 x 1 x 1 x 1        ισχύει. 

γ) Αρκεί η εξίσωση  f x k  να έχει λύση για κάθε k . Είναι  f x k 

2 k 2 kx 1 x e x 1 x e        . Για 
kx e   είναι  

2x 21 x 
2k

k 2k 2k k

k

1 e
2e x e 1 e 2e x x

2e


       . 

Πρέπει 
2k

k 2k 2k 2k

k

1 e
e 1 e 2e e 1

2e


          ισχύει. Επειδή για κάθε k  

υπάρχει x  τέτοιο, ώστε  f x k , η f έχει σύνολο τιμών το . 

 

 
 

68. Στην αρχική σχέση βάζουμε για x το x T   και προκύπτει: 

       f x T T f x T f x f x T        άρα ισχύει ότι για κάθε  

x  τα x T,x T   και      f x T f x T f x    . Άρα η f είναι περιο-

δική και το Τ είναι η περίοδος της συνάρτησης. 
 

69. Ονομάζουμε (1) τη δοσμένη σχέση και βάζουμε για x το x 1  και προκύπτει: 

             f x 1 f x 2 f x 3 0 f x 1 f x 2 f x 3 0 2               

Προσθέτουμε κατά μέλη τις σχέσεις (1), (2) και έχουμε: 

       f x f x 3 0 f x f x 3       

Θέτουμε όπου x το x 3 :    f x 3 f x  . 

 
 

70. α) Για να ορίζεται η f πρέπει 
x xe 1 0 e 1 x 0       άρα η f έχει πεδίο 

ορισμού το 
fD  . 

β) Για κάθε x 0  το x 0   και έχουμε: 

i.  
x

x

x x x x
f x 1 1

12 2e 1
1

e



 
        




 

x

x x

x

x x x xe
1 1

2 21 e 1 e

e

       
 

. 

Σύνθετες ασκήσεις 

 

Αυξημένης δυσκολίας 
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ii.    
x

x x

x xe x x
f x f x 1 1

2 21 e e 1
 
 

          
  

x

x

x xe
1

2 1 e
   

 x

x x
1

2 e 1
  



x

x x

x xe
x

e 1 e 1
    

 

 x
x

x

x e 1xe x
x x

e 1


     

 xe 1
x x 0    . 

γ)  
x

x x
f x 1 1

2 e 1
    


 για κάθε x 0  αφού 

x
0

2
  και 

x xx 0 e 1 e 1 0      . 

Επειδή        f x f x 0 f x f x       για κάθε x 0  η f είναι άρτια άρα 

λόγω συμμετρίας θα είναι  f x 1   για κάθε x 0 . 

Άρα τελικά  f x 1   για κάθε x 0 . 

δ) i) Επειδή η f είναι άρτια, η γραφική της παράσταση θα πρέπει να είναι συμμε-

τρική ως προς τον άξονα y΄y άρα παριστάνεται από την 1C  

ii) Η f έχει σύνολο τιμών το  0, . 

iii)            3 2 3 2f x f x f x f x f x f x 0      

     2
f x f x f x 1 0      το οποίο ισχύει γιατί  f x 0  για κάθε x 0  και το 

τριώνυμο    2f x f x 1 0    αφού έχει διακρίνουσα Δ 3 0   . 

 

71. α) Είναι    f x f x 2π   (1) για κάθε x . Στην (1) για x το x 2π   

έχουμε  f x 2π f x 2π   2π     f x f x 2π     (2) 

Από (1),(2) έχουμε ότι για κάθε x ,  x 2π  ,  x 2π   και 

     f x f x 2π f x 2π     άρα η f είναι περιοδική με Τ 2π . 

β) Αφού  f 0 0  και η f είναι περιοδική με περίοδο Τ 2π , τότε είναι 

 f x 0 x 2κπ , κ    . 

γ) i. Για κάθε x  είναι:         f x ημx f x ημx 2 f x ημx      

   2 2f x x 2f x 2 x        2 2f x 2f x x 2 x        

   2 2f x 2f x 1 x 2 x 1       

        
2 2

f x 1 x 1 f x 1 x 1 3          

Για κάθε x  είναι x 1 x 1 0       και από την γραφική βλέπουμε ότι 

   f x 1 f x 1 0    . 

          3 f x 1 x 1 f x 1 x 1 f x x             . 



Γραφική παράσταση συνάρτησης 

 

45 

 

ii. Για κάθε x 0  είναι  x f x x x x x        

x x x x x        (4). Για κάθε x 0  είναι 

 x f x x x x x         x x x x x         (5) 

Για x 0  είναι 0 0    (6), άρα από τις (4),(5) και (6) προκύπτει ότι 

x x   για κάθε x . 

 

72. Επειδή η fC είναι πολυώνυμο 3ου βαθμού, θα είναι της μορφής 

  3 2f x x x x       με 0  , , ,   . 

Επειδή διέρχεται από το (0,0) ισχύει ότι  f 0 0 0    . 

Επειδή η f είναι περιττή, για κάθε x ισχύει ότι    f x f x   

     
3 2 3 2x x x x x x            

3x 2x x    3x  2x x   
22 x 0 0      γιατί η ισότητα 

αυτή ισχύει για κάθε x . Άρα   3f x x x   . 

β) Επειδή η γραφική παράσταση της f έχει με την ευθεία y = x τρία κοινά σημεία, 

η εξίσωση: 

   3 3 3f x x x x x x x x 0 x 1 x 0                 (1) έχει 3 

λύσεις. Είναι    3 2x 1 x 0 x x 1 0 x 0 ή            

2 2 1
x 1 0 x


    


  (2). 

H εξίσωση (2) έχει δύο λύσεις όταν  
1

0 1 0


    


.  

γ) Στο σχήμα βλέπουμε ότι η f έχει τρείς ρίζες. Τις 0 και , 0    επειδή είναι 

περιττή. Είναι    3 2f x 0 x x 0 x x 0            

2 2x 0 ή x 0 x


      


  (3). 

Η εξίσωση (3) έχει ρίζες τα   οπότε 0 0 0
 

     
 

  (4) 

Έστω α < 0. Τότε το πρόσημο 

της    2f x x x    φαίνε-

ται στον διπλανό πίνακα. 

x             0            ρ        

x     + + 

2x     + +   

 f x  +   +   
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Στο σχήμα όμως βλέπουμε ότι για x   είναι  f x 0  οπότε καταλήγουμε σε 

άτοπο, άρα α > 0 και λόγω της (4) β< 0. 

δ) Επειδή το σημείο Α ανήκει και στην y = x, είναι το σημείο τομής των 

fC , y x , οπότε το x 2  είναι λύση της (2), οπότε 

 
2 1

2 2 1 1 2


        


.  

Είναι 
1

0 1 2 0
2

         . Επειδή ο α είναι ο μικρότερος θετικός ακέ-

ραιος με 
1

2
  , είναι α = 1. Τότε 1 2 1      και   3f x x x  . 

ε) Η γραφική παράσταση της f  αποτελείται από τα 

τμήματα της f που βρίσκονται πάνω από τον άξονα x΄x ή 

πάνω σε αυτόν και από τα συμμετρικά, ως προς τον  

άξονα x΄x, των τμημάτων της f που βρίσκονται κάτω  

από τον άξονα αυτόν. 

 
 

73. α) Οι συναρτήσεις f,g είναι βασικές και η γραφική τους 

παράσταση δίνεται στο διπλανό σχήμα. Παρατηρούμε ότι 

έχουν δύο κοινά σημεία από τα οποία το ένα είναι το  

Ο (0, 0).Παρατηρούμε ότι    f 1 1 g 1  , οπότε το δεύ-

τερο κοινό τους σημείο είναι το Α(1, 1).Έχουμε: 

   
22 4 4f x g x , x 0 x x x x x x          

     4 3 3 3x x 0 x 1 x 0 x 0 ή 1 x 0 x 1 x 1             . 

Άρα έχουν κοινά σημεία τα Ο(0, 0) και το Α(1, 1). 

β) Είναι  x 1 f x 1   , οπότε η γραφική παράσταση 

της y x 1  προκύπτει από οριζόντια μετατόπιση της f 

κατά μία μονάδα αριστερά. Είναι  2x 1 g x 1   ,  

οπότε η γραφική παράσταση της 
2y x 1   προκύπτει 

από κατακόρυφη μετατόπιση της gC κατά 1 μονάδα προς 

τα κάτω. Παρατηρούμε ότι έχουν δύο κοινά σημεία,  

οπότε η εξίσωση 
2x 1 x 1    έχει δύο λύσεις από τις οποίες η μία είναι η  

x = -1. Επειδή, για να έχει λύση η εξίσωση πρέπει  

2 2

x 1 0 x 1 x 1 x 1
x 1

x 1 x 1 ή x 1x 1 0 x 1

           
       

        
, η τετμημένη του 

δεύτερου κοινού σημείου βρίσκεται στο διάστημα  1, . 
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γ) Στο σχήμα παρατηρούμε ότι έχουν 1 κοινό ση-

μείο Β η τετμημένη 0x του οποίου βρίσκεται στο  

διάστημα 0,
2

 
 
 

. Το σημείο αυτό είναι μονα-

δικό, γιατί για κάθε 0x x ,
2

 
 
 

, είναι 

0x x , 0x x    δηλαδή x x   και για κάθε x
2


  είναι 

x 1
2


  , ενώ x 1  . 

δ) i.  
 

 

f x , x 0 x , x 0
h x

f x , x 0 x , x 0

  
  

     

.  

Η γραφική παράσταση της  y f x   είναι η συμμε-

τρική της  y f x  ως προς τον άξονα y΄y. 

ii. Το συμμετρικό κάθε σημείου της fC  ως προς τον άξονα y΄y βρίσκεται στη 

γραφική παράσταση της  y f x  , άρα η γραφική παράσταση της h έχει άξονα 

συμμετρίας τον y΄y, οπότε είναι άρτια. 

iii. Κάνοντας τη γραφική τους παράσταση στο ίδιο σύ-

στημα αξόνων, βλέπουμε ότι έχουν δύο κοινά σημεία, 

από τα οποία το ένα είναι το Α του α ερωτήματος. 

Λόγω συμμετρίας το δεύτερο κοινό σημείο θα είναι το 

Η(-1,1), οπότε:    h x g x x 1    . 

 

74. α) Η γραφική παράσταση της f είναι παραβολή και 

προκύπτει από οριζόντια μετατόπιση της 
2y x  κατά 1 

μονάδα δεξιά. 

Η γραφική παράσταση της g είναι υπερβολή. 

β)  3 2 2x 2x x 1 0 x x 2x 1 1         (1) 

Αν x = 0 τότε η (1) είναι αδύνατη, οπότε για x 0 γίνε-

ται      
22 1 1

x 2x 1 x 1 f x g x
x x

        . 

Στο σχήμα παρατηρούμε ότι οι f gC ,C  έχουν 1 μόνο κοινό σημείο, οπότε η εξί-

σωση έχει μία λύση. 

γ)    
2

y f x x 1 x 1     . 

Ένας τρόπος για να σχεδιαστεί είναι ως παράλληλη μετατόπιση γνωστής συνάρ-

τησης.   
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Η γραφική της παράσταση αποτελείται μεταφορά της 

y x  κατά 1 μονάδα δεξιά. 

Η  y g x από τον κλάδο της g που είναι στα θετικά 

και από τον συμμετρικό ως προς τον άξονα x΄x του κλά-

δου που είναι στα αρνητικά. 

 

 

 

 
 
 

δ)  
 

 

 

   

2

2 2

f x , x 0 x 1 , x 0
h x

f x , x 0 x 1 x 1 , x 0

   
  

       

. 

i. Η γραφική παράσταση της h αποτελείται  

- από το τμήμα της f που βρίσκεται δεξιά του y΄y 

- από το τμήμα της  
2

y x 1  που βρίσκεται αριστερά του 

y΄y, το οποίο κατασκευάζεται με οριζόντια μετατόπιση της  
2y x  κατά 1 μονάδα αριστερά. 

ii. Επειδή η γραφική παράσταση της  y f x   είναι η συμμετρική της  y f x ,  

ως προς τον άξονα y΄y, το συμμετρικό κάθε σημείου   x,h x , ως προς τον 

άξονα y΄y, είναι το   x,h x   και βρίσκεται στην γραφική παράσταση της h, 

οπότε η h είναι άρτια. 

 

Ερωτήσεις «Σωστό ή Λάθος» 

1. Σ 2. Σ 3. Σ 4. Λ 5. Σ 6. Σ 7. Σ 8. Σ 9. Σ 10. Λ 

11. Λ 12. Λ 13. Σ 14. Λ 15. Σ 16. Σ 17. Λ 18. Λ 19. Λ 20. Σ 

21. Σ 22. Σ 23. Λ 24. Λ 25. Λ 26. Σ     

 

 

1. Αρκεί η εξίσωση  f x x να έχει λύση . Είναι  
x

f x x x
x

 
   


 

2 2x x x x 2 x 0          με 
24 4      και αφού 

2    τότε  

0  . Επομένως η εξίσωση έχει λύση όταν 
2 20 0         . 

Οπότε από τα ζεύγη τιμών που δίνονται για τα α, β θα μπορούσε να είναι

1, 0    . Σωστή απάντηση το  Γ. 

2. Είναι   2 1 2f 3 27 3 4 3 27 3 12 3 27 0 3 3                   ή  

Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 
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3 9  . Άρα 1   ή 2  .    Σωστή απάντηση το  Δ. 

3. Είναι    f gD 0, , D 0,    . 

Πρέπει 

3

ln x 22
3

x x x ln x ln x ln x ln x 0 ln x 0
2

 
        

 
 ή 

3
ln x

2
 . 

Δηλαδή 0 x 1   ή 
3x e e e  .   Σωστή απάντηση το  Γ. 

4. Έχουμε        xf x 0 x 2 1 2e ln x 2 0       η οποία ορίζεται αν  

x 2  . Βρίσκουμε το πρόσημο κάθε παράγοντα του γινομένου  

x 2 0 x 2

2 x 2

    

  
 

x

x

1 2e 0

1
e x ln 2

2

  

   
  

και 

 ln x 2 0 x 2 1 x 1        . Τελικά    x 1, ln 2 2,      

Σωστή απάντηση το  Β. 

5. Επειδή 
0ˆ 45  τότε ο συντελεστής διεύθυνσης της ΟΑ είναι  

045 1 1 2
2




         . Επίσης το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ορθογώνιο 

και ισοσκελές οπότε      
22 24 2          

 
2

2
4 2 4



    .   Σωστή απάντηση το  Β. 
 

6. i. Γνωρίζουμε ότι 2 2 2 2x 1 x 1 x 1 x 1 0         για κάθε  x ,  

οπότε η συνάρτηση f ορίζεται σε όλο το . Αν    x , 1 1,      τότε 

 
2 2x 1 x 1

f x 0
2

  
  , ενώ αν  x 1,1  τότε  

 
 2

2 2
2

2 1 xx 1 x 1
f x 1 x

2 2

   
    .  

Άρα  
   

 2

0, x , 1 1,
f x

1 x , x 1,1

    
 

  

. Αν  x 1,1  ,είναι 
20 1 x 1    οπότε  

 0 f x 1   για κάθε x  και  
3

1 g x
2

   αφού  

    x -2         -1           ln2         2          

x 2  - - - + 

x1 2e  + + - - 

 ln x 2  - + + + 

 f x  + - + - 
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2 2

2 2

1 1 1 3 3
0 x 1 2 x 2 3 1

2 3 2x 2 x 2
           

 
. 

Αν    x , 1 1,      είναι  f x 0 και  g x 0 .  

Επομένως, για κάθε  x   είναι    g x f x .   Σωστή απάντηση το  Γ. 

ii. H εξίσωση    f x x 2    ισοδύναμα γίνεται  f x 2 x  . 

Όμως 1 x 1 1 x 1 1 2 x 3          .  

Οπότε  2 x 1  και  f x 1 . Η εξίσωση έχει λύση όταν: 
 f x 1

2 x 1







 



2

0
x 01 x 1

x 2 ,x 1
x

 

  

 
   

 
.   Σωστή απάντηση το  Α. 

iii. Αν  x 1,1   τότε   2f x 1 x  οπότε   2f x y 1 x y      

2 2 2 21 x y x y 1     , άρα η καμπύλη της fC είναι το ημικύκλιο του μονα-

διαίου κύκλου. Το εμβαδό είναι 21
1

2 2


    .   Σωστή απάντηση το  Δ. 

 

Εισαγωγικό κριτήριο αξιολόγησης στις συναρτήσεις 
 

Θέμα Α 

Α1. Επειδή η γραφική παράσταση της f διέρχεται από τα σημεία  A 1,0  και 

 B 1,6  ισχύει ότι:  f 1 0 1 0 1         (1) και 

 
 1

f 1 6 1 6 5 1 5 2 6 3                       

και από την (1): 2  . 

Α2. Είναι   2f x x 3x 2   . 

Είναι   2f x 0 x 3x 2 0 x 1 ή x 2        , οπότε η fC τέμνει τον άξονα 

x΄x στα σημεία    1,0 , 2,0 . Είναι  f 0 2 , οπότε η fC τέμνει τον άξονα y΄y 

στο σημείο  0,2 . Είναι  g x 0 x 3 0 x 3       οπότε η gC  τέμνει τον 

άξονα x΄x στο σημείο  3,0 . Είναι  g 0 3  , οπότε η gC  τέμνει τον άξονα y΄y  

στο σημείο  0, 3 . 

Α3.     2 2f x g x x 3x 2 x 3 x 4x 5 0           αδύνατη γιατί έχει  

0 , οπότε οι f gC ,C δεν τέμνονται. 
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Α4. Η fC είναι παραβολή με κορυφή K ,
2 4

  
  

  
.  

Είναι 
3

x ,
2 2




  


K

1
y

4 4


   


, άρα

3 1
K ,

2 4

 
 

 
.  

Η fC τέμνει τους άξονες στα σημεία    1,0 , 2,0  και 

 0,2 . Η gC είναι ευθεία που τέμνει τους άξονες στα ση-

μεία  3,0 ,  0, 3  και δεν τέμνει την fC . 

 

Α5.  
 

 

 

 

 

Α6. Επειδή K

1
y

4
   το σύνολο τιμών της f είναι το  

1
f A ,

4

 
  
 

. 

- Αν 
1

k
4

   η εξίσωση  f x k  είναι αδύνατη. 

- Αν 
1

k
4

   η εξίσωση  έχει ακριβώς μια λύση την 
3

x
2

 . 

- Αν  
1

k
4

   η εξίσωση  f x k  έχει ακριβώς 2 λύσεις. 

Α7. α) 
 

 
  2f x

0 x 3x 2 x 3 0 x 3 0 x 3
g x

           . 

Άρα 

   x 1,2 3,    

β) 
 

 

f x
6

g x
      

2x 3x 2
6 0

x 3

 
  


 

2x 3x 2 6x 18
0

x 3

   
 



2x 9x 20
0

x 3

 
 


  2x 9x 20 x 3 0    

x 3 ή 4 x 5    

γ)  g x 2 

x 3 2  

2 x 3 2      

x         1               2               3      
2x 3x 2           +          +  + 

x 3                      + 

γινόμενο             +       + 

x        3           4            5       
2x 9x 20         +    +          + 

x 3           +     +     + 

γινόμενο           +          + 
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1 x 5   

Α8.    
3 2h x x 3 5x 26x 33       

3 2 2x 9x 27x 27 5x 26x 33       3 2x 4x x 6  
 

    2h x x 1 x 5x 6 0         x 1,2 3,     

 

Θέμα Β 

Β1. Είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία  y x . 

 

 

Β2. H 
xy e 1   προκύπτει από κατακόρυφη μετατόπι-

ση της 
xy e  κατά 1 μονάδα προς τα πάνω και η γρα-

φική παράσταση της 
x 1y e  προκύπτει από οριζόντια 

μετατόπιση της 
xy e  κατά 1 μονάδα προς τα δεξιά. 

Β3. α)        f 2x f 1 f x f x 1      

2x x x 1e e e e     2x x x 1e e e e 0      

      x x x x xe e 1 e e 1 0 e 1 e e 0          

 x xe 1 0 e 1 x 0        ή    x xe e 0 e e x 1       

β)        g x 1 g x 1 ln 2 ln x 1 ln x 1 ln 2            (1) 

Πρέπει 
x 1 0 x 1

x 1
x 1 0 x 1

   
   

    
 

    
x 1

2 21 ln x 1 x 1 ln 2 x 1 2 x 3 x 3


              

Β4.    
1

ln4 12
1 1

f ln 4 e 4, g e ln e , g ln e 1,
2 e

 
       

 
 

1
1

2 1
2

e e 1
g ln ln e

e e 2

 
     

 
 

x              -1                    2                    3          
2x 5x 6           +       +             + 

x 1                 +        +     + 

γινόμενο                +             + 
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Β5.    
2 2x x xx g e 1 f x ln e 1 e            

   
 

Πρέπει 
2 2x x 2e 1 0 e 1 x 0 x 0        , άρα 

A 
  . 

Β6. Για x 0  είναι: 

1
x ln x 1 0 x ln x 1 ln x

x
      . 

Το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης x ln x 1 0   είναι το πλήθος των κοινών 

σημείων των g hC , C , οπότε η εξίσωση έχει μόνο μια λύση. 

Θέμα Γ 

Γ1.    f x g x x x       

x
1

x


 



 x 0,2

x 1
 

   x ή
4


  

5
x

4 4

 
   . 

Είναι 
2

f ,
4 4 2

  
   

 

5 2
f

4 4 4 2

     
         

   
, οπότε κοινά 

είναι τα σημεία 
2

,
4 2

 
  
 

 και 
5 2

,
4 2

 
   
 

. 

Γ2. Για κάθε x είναι x  . Επίσης 

         
22 2 2h x x x x f x h x          , οπότε η h είναι άρτια. 

Γ3. Η fC  βρίσκεται πάνω από την ευθεία 
1

y
2

  όταν  

 
 x 0,1 5

f x x x ,
2 6 6 6

    
       

 
. 

Γ4.  
3 3

f x x
5 5

    . 

2
2 2 2 23 9 16
x x 1 x 1 x 1

5 25 25

 
           

 

4
x

5
   .  

Επειδή x ,
2

 
  
 

 είναι x 0   άρα 
4

x
5

   .  

Τότε 
x 3

x
x 4


   


 και 

4
x

3
   . 
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3 Ισότητα – Πράξεις συναρτήσεων 
 
 

8. α) Είναι x 2 0  , για κάθε x , οπότε f gD D    και  

 
 22 x 2x 4x 4

f x
x 2 x 2


  

 

 x 2

x 2




 x 2 g x   .  

Άρα    f x g x , για κάθε x . 

β) Η f ορίζεται όταν: 
x 1 0 x 1

x 1
x 1 0 x 1

    
   

   
, oπότε  fD 1,  . 

Η g ορίζεται όταν 
2 2x 1 0 x 1 x 1 x 1          ή  x 1 .        

Οπότε    gD , 1 1,     . Είναι  f gD D 1,   , άρα για  x 1,  , 

έχουμε:             2f x ln x 1 ln x 1 ln x 1 x 1 ln x 1 g x            . 

9. α)    f gA 3 A 3       , άρα f g .  

Για  x 3   , είναι:  
   2

2

x 1 x 3x 2x 3
f x

x 9

  
 

    x 3 x 3 
 g x . 

β) f gA A  . Για x 0 , είναι    2f x x x x g x    . 

γ)    fA , 1 0,     ,  gA 0,  .  

Είναι f gA A  άρα και f g . Όταν  x 0,  , τότε f g . 

δ) fA  και η g ορίζεται όταν 
22x x 0 x x 0      x 0  και 

x 1  , άρα  gA 0, 1,1   . Είναι f gA A  άρα και f g . 

Για  x 0, 1,1    είναι  
2

2

5 x x 5 x 1
f x

xx

 
  , 

 
 2

2

x 15 x 6 x 1
g x

x x

 
 



 

 

5 x 1

x x 1




 

5 x 1
f x

x


  . 

10. α) Η f ορίζεται όταν x 2 0 x 2     και 2 x 0 x 2    , άρα 

 fA 2,2  . Η g ορίζεται όταν 
2 24 x 0 x 4 x 2        

2 x 2   , άρα  gA 2, 2  . Είναι f gA A  και 

            2f x ln x 2 ln 2 x ln x 2 2 x ln 4 x g x            . 
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β) Η f ορίζεται όταν x 1 0 x 1     και x 1 0 x 1    , άρα 

 fA 1,  . Η g ορίζεται όταν 
x 1

0 ... x 1
x 1


    


 ή x 1 .  

Για x 1  είναι f g . 

γ)  fA 3,  ,  gA 3  . Για x 3 , είναι f g . 

 

11. Αν x 1  , τότε  f x x 1 2x 2 x 2x 1         . Αν 1 x 1   , τότε: 

   f x x 1 2x 2 x 2x 3 g x          και αν x 1 , τότε  f x 4x 1  . 

 

12. α) Παρατηρούμε ότι για κάθε x 2   είναι x 2 1 0    x 2 1  

x 2 1 x 1      άρα δεν μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε αριθμητή και 

παρονομαστή με x 2 1  . 

β) Μπορούμε να δώσουμε τις εξής λύσεις:  

1η λύση: Για    x 2, 1 1,       εκτελούμε την διαδικασία του μαθητή και 

παρατηρούμε ότι    f 1 0 g 1     άρα f g . 

2η λύση: Ξεκινάμε από την g και φτάνουμε στην f. 

 
  

 

x 2 1 x 2 1
g x x 2 1

x 2 1

   
    

 
 

 
2

x 2 1 x 1
f x

x 2 1 x 2 1

  
  

   
. Είναι x 2 1 1 0    . 

 

 

13. Για να είναι f g , αρχικά πρέπει f gA A . Επειδή gA   για να έχει 

και η f πεδίο ορισμού το , πρέπει: 
2x x 1 0     για κάθε x . Αυτό 

ισχύει όταν 0 
2 4 0    2 4   2   2 2   . Επίσης 

πρέπει    f x g x  για   κάθε x .  Είναι: 
3 2

2

x 2 x 2x 1
x 1

x x 1

    
   

 
3 2 3 2 2 2x 2 x 2x 1 x x x x x 1                   

2 2 2 22 x 2x x x x x 0              2 22 1 x 2 1 x 0          

   
2 21 x 2 1 x 0     . 

Η τελευταία σχέση αληθεύει για κάθε x  όταν 
 

2
1 0

1
1 0

   
  

  

. 
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14. Η f ορίζεται όταν x 0 x   , άρα  fA    . 

Η g ορίζεται όταν x 1 0 x 1     , άρα  gA 1   . 

Για να είναι ίσες οι συναρτήσεις f,g, πρέπει αρχικά να έχουν το ίδιο πεδίο 

ορισμού, άρα 1   . Τότε:  
2x 1

f x
x 1




 
 και  

 2x 1 x
g x

x 1

  



. 

Πρέπει για κάθε  x    να είναι 

   
 22 x 1 xx 1

f x g x
x 1 x 1

  
   

 
 2 2x 1 x 1 x    

1 0
1

1

 
  

 
. Τότε 1 1 2   . 

 

15. Η f ορίζεται όταν: 
2x 2x 3 0 x 1 x 3        άρα  fD 1, 3  

. 

Η g ορίζεται όταν:  x 0 x        x 3 0 x 3     , άρα 

 gD , 3    . Για να είναι f g  πρέπει f gD D , οπότε 1  . Τότε 

 
 

  

 

  

α x 3 β x 1β
g x

x 3 x 1 x 3 x 1 x 3

α

x 1

 
    

    
 

 
  

 
2

x 3x 3 x
g x

x 1 x 3 x 2x 3

     
 

   
 

Για κάθε x 1 x 3     είναι    f x g x 

 
2 2

x 32x 2

x 2x 3 x 2x 3

  
 

   
 x 3 2x 2     

 2
4 4 1

3 2

 
    

 
 και 1 2 1    . 

 

16. α) Έστω    3f x ln x  και  g x 3ln x , τότε οι f,g έχουν το ίδιο πεδίο  

ορισμού το  0,    και για κάθε x 0  είναι      3f x ln x 3ln x g x     

άρα οι συναρτήσεις είναι ίσες. 

β) Έστω    2f x ln x  και  g x 2ln x , τότε η f έχει πεδίο ορισμού το    

και η g έχει πεδίο ορισμού το  0, , άρα οι συναρτήσεις δεν είναι ίσες. 
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17. Αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχουν x  για τα οποία ισχύει:  x 0  . Για 

x 2 είναι:      22 f 16 f 16 1    . Το  2  είναι τριώνυμο με διακρίνουσα 

0 , άρα      2f 16 f 16 1 0 2 0      . Οπότε  x 0   για κάθε 

x . 

 

 

18. Α) α. Είναι:              f x f x 2g x 2g x g x 2 g x       

       2f x 2f x g x 2g x      22g x g x 

       2 2f x 2f x g x g x 0        
2

f x g x 0      f x g x .  

Επειδή οι fC , gC  τέμνονται στα σημεία  A 1, 2  και  B 5, 4 , ισχύει:   

   f x g x x 1    ή x 5 . 

β. Είναι             
2

f x g x 2f x g x 2 4 g x 2        

               2 2f x 2f x g x g x 2f x g x 4f x 4g x 8        

       2 2f x 4f x 4 g x 4g x 4 0        

     
2 2

f x 2 g x 2 0      f x 2 0   και  g x 2 0    

   f x g x 2  . Όμως    f 1 g 1 2  , άρα    f x g x 2 x 1    . 

Β) Έχουμε:        g x f x 4g x 2f x 8 0      

       g x f x 4 2 f x 4 0          g x 2 f x 4 0      1  

Για να ισχύει η  1  πρέπει: 
 

 
 

g x 2 0
  

f x 4 0

  


 
 ή 

 

 
 

g x 2 0
  

f x 4 0

  


 
 

  : Είναι 
 

 

g x 2

f x 4

 



 Μέσω του σχήματος προκύπτει ότι 

x 1

x 5





, που είναι 

αδύνατο. 

  : Είναι 
 

 

g x 2

f x 4

 



Μέσω του σχήματος προκύπτει ότι 

x 1

x 5





, άρα  x 1,5  

 

19. Η f ορίζεται όταν x 2 0 x 2    , οπότε  fA 2   .  

Η g ορίζεται όταν 
2x x 6 0 x 3      και x 2  , άρα  gA 2,3   .  

Οπότε, στο  f gA A A 2,3      είναι: 
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      
2 3 2

2 2

x 9 x 1 x 3x 8x 26
f g x f x g x

x 2 x x 6 x x 6

    
     

    
. 

      
  

 

2

2 2

x 3 x 1x 9 x 1
f g x f x g x

x 2 x x 6 x 2

  
     

   
. 

Η 
f

g
ορίζεται όταν x A και  

2

x 1
g x 0 0 x 1

x x 6


    

 
. 

Άρα  f /gD 2,3,1    και  
 

 

   

2

2

2

x 9
f x x 3 x 3f x 2x

x 1g g x x 1

x x 6


         

 

. 

 

20.  fA 1,  ,  gA ,6  .  f g fgA A 1,6   . 

  f g x x 1 6 x     ,   fg x x 1 6 x   .  

Για την 
f

g
 πρέπει επιπλέον:  g x 0 x 6   , άρα  f

g

A 1,6  και 

 
f x 1

x
g 6 x

  
 

 
. Για τη 

g

f
 πρέπει  f x 0 x 1   , άρα  g

f

A 1,6  και 

 
g 6 x

x
f x 1

 
 

 
. 

 

21. Είναι  fA 3,6   και  gA 0,10 , οπότε  f gA A 0,6 . Άρα έχουμε: 

Αν  x 0,4  είναι:        2 2f g x f x g x x 2x 1 x x x 1          . 

Όταν  x 4,5 , τότε:       f g x f x g x x 1 1 x 0        . 

Αν  x 5,6 , τότε:       f g x f x g x x 1 2x 3 3x 2         . 

Άρα:   

 

 

 

2x x 1, x 0,4

f g x 0, x 4,5

3x 2, x 5,6

   


  
  


. 

 

22. Αν   2f x x x 1, 0 x 4      και   2g x 2x x 1, 3 x 3      , τότε  

  f g x 3x   ,  x 0,3 . Αν   2 2f x x x 1   , 0 x 4   και  

 g x x 4, 3 x 15    , τότε    2f g x x 2x 5    ,  x 3,4 . 

Αν  f x 2x 5, 4 x 8     και   2g x 2x x 1   , 3 x 3   , τότε επειδή  
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f gA A   δεν ορίζεται η f g . Αν  f x 2x 5, 4 x 8     και 

 g x x 4  , 3 x 15  ,  τότε     f g x x 9, x 4,8    . 

 

23. 2f : x 4 0 x 2 ή x 2      ,    fD , 2 2,     . 

g : x 2 0 x 2     άρα   gD 2,  . 

α)       
2

f g x ln x 2 x 2    
 

,  x 2,  ,   

  
 x 2

f g x ln


 
 x 2

x 2




 ln x 2  ,  x 2,  . 

β)      
2

ln x 2 x 2 ln x 2     
 

   
2

x 2 x 2   x 2 
x 2

  

 
x 2

2
x 2 1 x 2 1 x 3



       . 

γ)  ln x 2 0 x 2 1 x 3        και  x 2,  , άρα 

   f /gD 2,3 3,   . 

 

24. Έστω ότι η 1C είναι η γραφική παράσταση της f και η 2C της g. 

Στο σχήμα βλέπουμε ότι η 1C τέμνει τον y΄y στο (0,2), οπότε  f 0 2  και η 

2C  διέρχεται από το (0,0), άρα  g 0 0 . Όμως     g 0 f 0 2 4    άτοπο, 

άρα η 2C  είναι η γραφική παράσταση της f και η 1C  της g. 

 

25. α) Έστω ότι η 2C  είναι η γραφική παράσταση της f και η 1C  της g. 

Στο σχήμα βλέπουμε ότι η 2C  διέρχεται από το y΄y στο (0,0), οπότε  f 0 0  

και η 2C  τέμνει τον y΄y στο (0,2), άρα  g 0 2 . Όμως    g 0 0 f 0 0     

άτοπο, άρα η 1C  είναι η γραφική παράσταση της f και η 2C  της g. 

β) Στο σχήμα βλέπουμε ότι η 1C  βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x, άρα  

 f x 0  για κάθε x . Αν x < 0 τότε  
 

x
h x 0

f x
  , οπότε η γραφική 

παράσταση της h μπορεί να είναι αυτή στο σχήμα 1. 

 

26. Είναι  f 1 4  και         f g 1 4 f 1 g 1 4 g 1 1       

α) Για x 1  είναι  
 

   

 

f 1 g 11 1 1 4
f 1 4 5 5

g 1 g 1 1 1

 
        άρα η 

x 1  είναι λύση της εξίσωσης. 
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β) Για x 1  είναι    g 1 ln e 1 1    άρα η x 1  είναι λύση της εξίσωσης. 

 

 

27. Είναι:            f x f x g x 4 g x f x g x 4 8              

               2 2f x f x g x 4f x f x g x g x 4g x 8         

       2 2f x 4f x 4 g x 4g x 4 0            
2 2

f x 2 g x 2 0    . 

Άρα          
2 2

f x 2 g x 2 0 f x 2 0 f x 2          και 

   g x 2 0 g x 2    . Οπότε    f x g x  για κάθε x A . 

 

28.       2 2 x5f  g 4x g f x     

         2 2 2f x 4 x x 4f x g x 0f g           
22 x 2f x g x 0f      

       f x 0 2f x g x 0 g x 0      . 

 

29. Για κάθε x  είναι 
   

 
2 x

x

x

f x g x e
2f x e

e

 
  

     2 x x 2xf x g x e 2e f x e    

     2 x 2x xf x 2e f x e g x e 0       

    
2

x xf x e g x e 0         x xf x e 0 f x e ά x         

και     x xg x e 0 g x e ά x         άρα f g . 

 

30. Έστω ότι η 2 g fC C   και 1 fC C . Τότε είναι 

       f x x g x f x g x x       για κάθε x 1 . 

Επίσης είναι    x g x f x   για κάθε x 1 .  

Άρα για κάθε x 1  είναι      x g x f x g x x     

Επομένως    x g x x g x 0     και καταλήγουμε σε άτοπο. 

 

 

31. α)     2x f x 1 x f x 1    

       2 2 2 2x f x x x f x 1 x x f x x 1         (1) 

Σύνθετες ασκήσεις 

 

Αυξημένης δυσκολίας 



Ισότητα – Πράξεις συναρτήσεων 

 

61 

 

 22x x 0 x x 0 x x 1 0 x 0 ή x 1             αδύνατη. 

Αν x 0 η (1) γίνεται 0 = -1 και είναι αδύνατη, άρα x 0 , οπότε η (1) γίνεται: 

 
 

2x 1
f x

x x 1





. Άρα fD  . 

β) Η g ορίζεται όταν x 0 x 0   , άρα gD  , οπότε gD   . 

Είναι  
   

   22 x 1 x 1x 1x 1
f x

x x 1 x x 1

 
  

   x x 1

x 1

x


   

 
x

f x 
x

 
1 1

1 g x
x x

    . 

γ) Επειδή f g , θα αποδείξουμε ότι η g είναι άρτια. Για κάθε gx , είναι 

και gx  . Ακόμη    
1 1

g x 1 1 g x
x x

     


, άρα η g είναι άρτια. 

δ) Είναι  

1
1 , x 0

1 x
g x 1

1x
1 , x 0

x


 

   
  


. 

Η γραφική παράσταση της g αποτελείται από 

τον κλάδο της υπερβολής 
1

y
x

  για x < 0, 

που έχει μετατοπιστεί κατακόρυφα κατά 1 μονάδα προς τα πάνω και από τον 

κλάδο της υπερβολής 
1

y
x

   για x > 0, που έχει μετατοπιστεί κατακόρυφα 

κατά 1 μονάδα προς τα πάνω. 

ε) 
x xx e x e     

 x x xx e x e x e x 1       (2) 

Αν x  =0 τότε η (2) είναι αδύνατη, άρα x 0  και 

η (2) γίνεται: 

x x
1 e

1

x





x x

1 1x

e x
    x x x

x

1
e 1 e g     . 

Το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης είναι το πλήθος των κοινών σημείων της 

gC  με την 
xy e .Επειδή για x < 0 είναι 

xe 1  , η gC  δεν τέμνει την 
xy e  

στο διάστημα αυτό. Για x 0  βλέπουμε ότι έχουν ένα κοινό σημείο, οπότε η 

εξίσωση έχει ακριβώς μία λύση. 
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32. α) Στο σχήμα βλέπουμε ότι η f έχει μοναδική ρίζα τον θετικό αριθμό ρ, οπότε 

η εξίσωση   2f 0 4 0       έχει μοναδική ρίζα. Όμως η εξίσωση 

είναι 2ου βαθμού, οπότε έχει 
2 20 16 0 16 4             . 

Αν α = 4 τότε    
22f x x 4x 4 x 2      και 2    που είναι άτοπο.  

Άρα 4   και    
22f x x 4x 4 x 2     . 

β) Για κάθε x    είναι    
3 2

2x 5x 8x 3
g x f x x 4x 4

x

   
     


 

  3 2 2x 5x 8x 3 x x 4x 4          

3 2 3 2 2x 5x 8x 3 x 4x 4x x 4 x 4              

   3 2 3 2x 5x 8x 3 x 4 x 4 4 x 4              

Η τελευταία ισότητα ισχύει για κάθε x   όταν  

4 5 1

4 4 8 4 4 1

3 4 4 3

     
 

         
        

.  

Τότε για x 1  είναι  
3 2 3 2x 5x 8x 3 1 x 5x 8x 4

g x
x 1 x 1

      
  

 
 

 
 x 1

g x



 2x 4x 4

x 1

 


 f x . 

γ) Αρχικά είναι  
4xe 0

4xe x 1 0 x 1 0 x 1


       . 

Τότε η εξίσωση γίνεται:   4x 2ln e x 1 x 4     

 4x 2ln e ln x 1 x 4       24x ln x 1 x 4    

     2ln x 1 x 4x 4 ln x 1 f x       , οπότε αρκεί να 

βρούμε το πλήθος των κοινών σημείων της fC  με την 

γραφική παράσταση της    g x ln x 1 , x 1   .  

Η γραφική παράσταση της g προκύπτει από οριζόντια 

μετατόπιση της y ln x κατά 1 θέση δεξιά, οπότε διέρχεται από το σημείο  

Α(2,0) το οποίο είναι και κοινό σημείο με την fC . 

Στο σχήμα παρατηρούμε ότι έχουν και άλλο ένα κοινό σημείο Β, οπότε η 

εξίσωση έχει 2 λύσεις. 

δ)  
 

 

 

 

2 2

2 2

x 2 , x 0 x 2 , x 0
h x

x 2 , x 0 x 2 , x 0

     
  

        

. 
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i. Η γραφική παράσταση της h αποτελείται από το 

τμήμα της f για x > 0και από το τμήμα της 

 
2

y x 2    για x <0. 

ii. Αρχικά βλέπουμε ότι για κάθε hx    και 

hx  . Αν x> 0 τότε x 0  , οπότε 

     
22

h x x 2 x 2              

   
2

x 2 h x    και αν x < 0 τότε x 0   οπότε 

         
22 2

h x x 2 x 2 x 2 h x              οπότε η h είναι περιττή. 

 

Ερωτήσεις «Σωστό ή Λάθος» 

1. Λ 2. Σ 3. Λ 4. Λ 5. Σ 6. Σ 7. Λ 8. Λ 9. Σ 10. Λ 

11. Λ 12. Λ 13. Λ 14. Λ 15. Λ 16. Λ 

 

 

 

1. Είναι  fD 2    και  gD 6   , συνεπώς f gD D  όταν  

2 6 2     . Τότε  
3x 3

f x
x 4





 και  

 4 x 2
g x

x 4

   



, είναι 

   f x g x  όταν 
4 3 1

2 3 5

    

     

.  Σωστή απάντηση το  Γ.  

2. Είναι fD   και  gD 0,    με  f gD D A 0,    .  

Η συνάρτηση  
 

 

g x
h x

f x
  ορίζεται στο σύνολο 

      x / f x 0 0,1 1,        και το 

πρόσημο της προκύπτει από τον διπλανό πίνακα. 

Σωστή απάντηση το Α.                  

3. Είναι  
x 1

f x
x


 , x 0  και  

  x x 1 x 1
g x , x 2

x 2

 
 


. 

Η  
 

 

g x
h x

f x
  ορίζεται  x 0, x 2 f x 0 x 1       δηλαδή x 0,1,2  

και  
 

 

  
 2 3 2

x x 1 x 1

g x x x 1 x xx 2h x
x 1f x x 2 x 2

x

 

    
  

.        

Σωστή απάντηση το Δ.   

     x 0       1      

ln x      -   + 

21 x      +   - 

 h x      -   - 

Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 
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4 Σύνθεση συναρτήσεων 
 

22.                g f 1 g f 1 =g 3 =0,  f g 1 f g 1 f 2 1     . 

               f f 2 f f 2 f 1 3,   g g 5 g g 5 g 1 2         . 
 

23. α)            f gD ,1 , f A 0, , D 0, , g A 1,         . 

β)      g f f gD x D / f x D x 1/ f x 0         

        g fD x 1/ x , 1 1,1 , 1 1,1             

         f g g fD x D / g x D x 0 / g x 1 x 0 / 0 x 1 0,1            

γ) i. Στο σχήμα παρατηρούμε ότι υπάρχει μοναδικό 1x 1  τέτοιο, ώστε 

 1f x 2 , οπότε       1 1f f x f x f x x    που είναι αδύνατη αφού το 1x

δεν περιέχεται στο  f  . 

ii. Στο σχήμα παρατηρούμε ότι υπάρχει μοναδικό 2x 1 τέτοιο, ώστε  2g x 2  

οπότε       2 2g g x g x g x x   . 

Στο σχήμα παρατηρούμε ότι υπάρχει μοναδικό 3x 0 τέτοιο, ώστε 

 3 2g x x , οπότε      2 3 3g x x g x g x x x     . 

iii. Αν 1   τότε η εξίσωση  g x    είναι αδύνατη, ενώ αν α > - 1, η εξίσωση 

 g x   έχει μοναδική λύση. 
 

24.  α) 

25. Είναι  fA 1,   και  gA 2  . Η f g  ορίζεται όταν:  

 

g

f

x 2 x 2 x 2x A
3x 3x 3x x 2

g x A 1 1 0 0
x 2 x 2 x 2

        
        

       
     

 

 
  

x 2
x 1 ή x 2

2x 2 x 2 0

 
   

   
. Άρα    fogA , 1 2,      και  

       f g x f g x g x 1      
3x 2x 2

f g x 1
x 2 x 2


  

 
. 

Η g f ορίζεται όταν: 
 

f

g

x 1x A x 1 x 1

f x A x 1 4 x 5x 1 2

      
     

       

.  

Άρα    g fA 1,5 5,    και      
 

 

3f x 3 x 1
g f x g f x

f x 2 x 1 2


  

  
. 
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26.  fD 0,   και  gD 1   . Η   f g x  ορίζεται όταν: 

 

 
g

2 2
f 2

x 1,1
x D x 1 x 1 x 1 x 1

1
g x D 0 x 1 0 x 1

x 1

   
             

      
       

 

x 1 x 1

x 1

   




x 1 x 1

x 1 ή x 1

   


  
 άρα x 1   ή x 1 , οπότε 

   f gD , 1 1,     .        
2 2

1 1
f g x f g x g x

x 1 x 1
   

 

. 

Η   g f x  ορίζεται όταν: 
 

 

 

f

g

x 0
x 0,x D

x 1
f x D x 1,1

x 1


    

     
      



x 0

x 1









, άρα    g fD 0,1 1,    και 

     
   

2 2

1 1 1
g f x g f x

x 1f x 1 x 1

   
 

. 

27.  fA 3  ,  gA 0  . 
 

g

f

x 0x 0x A
f g : 11

xg x A 3
3x

   
   

   
 

,  

άρα f g

1
A 0,

3

 
  

 
.      

 

 

g x 1 x 1
f g x f g x ...

g x 3 1 3x

 
   

 
. 

 
f

g

x 3
x A x 3

g f : x 1
f x A x 10

x 3

  
   

    


,  g fA 3, 1   , 

     
 

1 x 3
g f x g f x

f x x 1


  


. 

 
f

f

x A x 3
f f : ...

f x A x 5

  
  

 
,  f fA 5,3  , 

     
 

 

f x 1 x 1
f f x f f x

f x 3 5 x

 
  

 
. 

 

g

g

x 0x A
g g : x 01

g x A 0
x

 
   

   

, g gA  ,   
 

1
g g x x

g x
  . 
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28.  fA 1,  ,  gA ,3  .
 

g

f

x A x 3
f g :

g x A 3 x 1

   
  

   
 

x 3 x 3
x 2

3 x 1 x 2

  
   

   
, άρα  f gA , 2  . 

       f g x f g x g x 1 3 x 1      . 

 
f

g

x 1x A x 1
g f : 1 x 10

f x A x 10x 1 3

   
      

     

,  g fA 1,10 . 

     g f x g f x 3 x 1    . 

 

29. Έστω η συνάρτηση  g x 2x 2  . Τότε για κάθε x  είναι:  

    f 2x 2 f g x  , οπότε αρκεί να βρούμε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 

f g . Πρέπει: 
 

g

f

x D x

2 2x 2 2g x D

 
  

    

  

x

0 x 2




 
 άρα  x 0,2  και  f gD 0, 2 . 

 

30. α) 0 ln x 1 1 x e     ,       β) 
x0 e 1 x 0    ,  

γ) 0 x 1 1 1 x 2          
x 1 ή x 1

x 2, 1 1,2
2 x 2

  
    

  
 

 

31. α) Είναι  gA 1   και hA  . Η h g  ορίζεται όταν:  

 

g

h

x 1x A
x 11

0g x A
x 1

 
   

   

, οπότε,  h gA 1  .  

Είναι:      
 

1 1
h g x h g x 1 x

1g x

1 x

    



.  

Η h g h  ορίζεται όταν 
 

h

h g

x 0
x A x 0

1
h x A x 11

x

  
   

  


.  

Άρα,  h g hA 0,1  .  
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Είναι:          
1

h g h x h g h x 1 h x 1
x

     .  

Η h g h g  ορίζεται όταν: 
 

g

h g h

x A

g x A






x 1

1
0

1 x

1
1

1 x


 







 

 ισχύει.  

Άρα  h g h gA 0,1  . Είναι: 

       
 

1 1
h g h g x h g h g x 1 1 1 1 x x

1g x

1 x

        



. 

β) Η f ορίζεται όταν x 3 0 x 3    . Άρα  fD 3  . Η f f ορίζεται ό-

ταν: 
 

f

f

x 3
x D

3x 2
f x D 3

x 3

 
  

  


x 3

3x 2 3x 9,  




       ύ
.  

Άρα,  f fD 3   και  

     
 

 

9x 6 2x 63x 2
3 23f x 2 x 3x 3f f x f f x
3x 2f x 3

3
x 3

  
    






3x 2 3x 9

x 3

  



7x
x

7
  . 

 

32. 
 

f

f

x 1
x A x 1

f f : x 1x 2
f x A x 2 x 11

x 1


  

      
     

 

 και  f fA 1 ,   

     

x 2
2

x 1f f x f f x ... x
x 2

1
x 1




   





. 

 

33.  
2

f (x) x 4 x 4 x 2     . 

       
2

f f f fA x A / f x A x 0 / x 2 0 0,         . 

         
2

22

f f x f f x x 2 2 x 2 2
 

       
 

. 
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Για  x 0,4  είναι:

       
2

2

f f x f f x x 2 2 2
 

     
 

x 2  
2

x . 

 

34. 
x 1

g h : x 1
x 1 0


 

 

 και      
1

g h x g h x
x 1

 


. 

  

g h

f

x 1x A
f g h : x 11

g h x A 0
x 1

 
   

  
 

, 

       

1
1

x 1f g h x f g h x x
1

x 1


  



. 

 

35.  gA 2   . Αν   2f x x 3x  , x 0 , η f g  ορίζεται όταν: 

 

g

f

x 2x D
3 x 2x 3

0g x D
x 2

  
       

   

, τότε  

  
 

2 2

2

x 3 x 3 2x 9x 9
f g x 3

x 2 x 2 x 2

    
    

   
. 

Αν  f x x 1  , x 0 , τότε η f g  ορίζεται όταν:  

 

g

f

x 2x D
x 3x 3

0g x D
x 2

  
     

   

 ή x 2  , 

τότε       
x 3 2x 5

f g x f g x 1
x 2 x 2

 
   

 
. 

 

36. Αν  
x

f x
x 3




, x 3  και  
1

g x
x

 , 5 x 0   , τότε η f g  ορίζεται  

όταν:
 

g

f

5 x 0 5 x 0x D
5 x 01 1 3x

3 0g x D
x x

        
        

     

 και 

     

1

1xf g x f g x
1 1 3x

3
x

  




.  
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Αν  
x

f x
x 3




, x 3  και  g x x , 0 x 4  , τότε η f g ορίζεται όταν: 

 

g

f

x D 0 x 4

g x D x 3

    
  

  

0 x 4
0 x 4

x 9

 
  


, τότε 

     
x

f g x f g x
x 3

 


. 

Αν  
x 2

f x
x 1





, x 3  και  

1
g x

x
 , 5 x 0   , τότε η f g ορίζεται  

όταν: 
 

g

f

5 x 05 x 0 5 x 0x D
11 1 3x

0 x3 0g x D
3x x

            
      

        

 δεν  

συναληθεύουν. 

Αν  
x 2

f x
x 1





, x 3 και  g x x , 0 x 4  , τότε η f g ορίζεται όταν: 

 

g

f

x D 0 x 4 0 x 4

x 9g x D x 3

      
   

   

 δεν συναληθεύουν. 

 

 

37.         2f f x f f x x x         . Είναι 

  f f x 9x 4  ,οπότε για κάθε x  είναι: 
2 39

44

    
 

   

  1  

• Αν 3  τότε η  1  γίνεται 3 4 4 4 1        και  f x 3x 1  . 

• Αν 3   τότε η  1  γίνεται 3 4 2 4 2           και 

 f x 3x 2   . 

38.       2f g x f g x 3x 2 1     ,

     2 2g f x 3 x 2 1 3x 6 3          , 

      2 2 1
f g x g f x 2 1 6 3

2
              . 

39.         
2 2 2f g x x x x 2 x          .  

Είναι: 
 22

2 12 1

2 1 11

     
  

        
 

Αυξημένης δυσκολίας 
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2 2

2 1

2 1 0

  


      
2

2 1

1 0

  


  

1   και 1  . 

 

40. Επειδή  fA 2  , η f f  ορίζεται όταν:  

   
f

f

x 2
x A x 2x 2

x
2 x 4f x A x 2x 42

x 2

    
      

          
 

 

Αν 2   τότε 
4

x
2

 
 

 και   

2xx

x 2x 2f f x
x

2
x 2




 





 2 x 4

x 2

 



x 

 
 

2
2 2x

x x 2 x 4x
2 x 4


      

  2

2 0 2
2

24

   
   

    

 

άτοπο. Αν 2   τότε  
2x

f x
x 2




.   

2x 4x
2

x 2 x 2f f x x, x 2
2x 4

2
x 2 x 2

    


 

. 

 

41. fA  ,  gA 2,  . Η g f  ορίζεται όταν:  

 
f

x
x x

g
x

x
xx A

x2e 1f x A 2 2e 1 2e
e


   

          


, άρα g fA   και 

     
x

x

x x

2e 1 1
g f x g f x ln 2 ln ln e x

e e

 
         

 

. 

Η f g ορίζεται όταν: 
   

g

f

x A x 2
x 2

ln x 2g x A

  
   

   

  και 

     
 

 

  

  

ln x 2

ln x 2

2 g f x 32e 1 2x 3 2x 3
f g x f g x

x 2 x 2 g f x 2e





   
    

   
. 

 

42. Έστω ότι η 2C  είναι η γραφική παράσταση της f και η 1C  της g.  

Τότε  g 1 0  και επειδή   f g 1 0 , είναι     f g 1 0 f 0 0    που εί-

ναι αδύνατο αφού η f έχει πεδίο ορισμού το  0, . Άρα  η 1C  είναι η γρα-

φική παράσταση της f και η 2C  της g. 
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43. Έστω ότι η 2C  είναι η γραφική παράσταση της f και η 1C  της g.  

Τότε  g fD 0, D    . Είναι 

         f g g fD x D / g x D x 0, / g x 0,           άτοπο. 

Άρα η 1C  είναι η γραφική παράσταση της f και η 2C  της g. 

 

44. Επειδή οι γραφικές παραστάσεις των f g,g f  τέμνονται στο σημείο  A 1,1  

είναι            f g 1 g f 1 f g 1 g f 1 1      (1) 

Αντικαθιστούμε στην    2f g x x x 1    όπου x το  f x  προκύπτει: 

       2f g f x f x f x 1    και για  

x 1:           2 2f 1 f 1 f 1 1 f 1 2f 1 1 0         

    
2

f 1 1 0 f 1 1    .  

Τότε από την (1):     f g 1 g 1 1      f 1 g 1 1  .  

Οπότε και οι fC , gC  διέρχονται από το Α. 

 

45.    
22 2f x x x 5x 9 x x 6x 9 0 x 3 0             x 3 , άρα 

 f 3 3 . Είναι      g f 3 f g 3       2g 3 g 3 5g 3 9   

   2g 3 6g 3 9 0      
2

g 3 3 0    g 3 3 . Άρα    f 3 g 3 3  . 

 

46. Έστω  A ,   το κοινό σημείο της fC  με την y x.   

Τότε     f f f     . 

 

47. Έστω ότι η f fC  τέμνει την y = x στο σημείο Α(α, α),  , τότε 

  f f    . Έστω ότι  f ,      , τότε από τη σχέση   f f     προ-

κύπτει  f    . Όμως     f f f      άτοπο αφού η f f  τέμνει την y=x 

μόνο στο Α.  

Άρα  f    , οπότε και η fC  διέρχεται από το Α. 

 

48. Έστω ότι η gC  τέμνει την y = x στο x = ρ, τότε  g    . 

Είναι           g f f g g f f       , δηλαδή το  f   είναι ρίζα της 

 g x x . Όμως το ρ είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης, άρα  f     για 

μοναδική τιμή του ρ. 
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Είναι  f     2 2 1 0           . Επειδή η εξίσωση 

αυτή έχει μοναδική λύση είναι Δ =0  
2

1 4    . 

 

49. α) Αντικαθιστούμε όπου x το  f x : 

         f f f x 4f x 3 f 4x 3 4f x 3      . 

β) Για x 1  είναι      f 1 4f 1 3 f 1 1    . 

γ) Είναι  f 1 1  οπότε  η f δεν είναι το μηδενικό πολυώνυμο. Έστω ότι η f είναι 

ν βαθμού, δηλαδή   1
1 1 0f x x x ... x 

       , τότε  

        1
1 1 0f f x f x f x ... f x 

        και ο βαθμός του   f f x  

θα προκύπτει από τον όρο    1
1 1 0f x x x ... x


  

            που 

τη μεγαλύτερη δύναμη θα έχει ο όρος  
21x x


  

      . Άρα ο βαθμός του 

  f f x  είναι 
2 . Όμως   f f x x  για κάθε x , άρα 

2 1 1     .  

Έστω  f x x , 0     , τότε για κάθε x  είναι: 

     2f f x 4x 3 x 4x 3 x 4x 3            

2 24

3 (2)3

    
 

     

. Αν 2   τότε 

2 3 3 3 1           οπότε  f x 2x 1  . Αν 2   τότε η (2) 

γίνεται 2 3 3 3           οπότε  f x 2x 3   . 

 

50. α) Αντικαθιστούμε όπου x το  f x : 

             3 3 3f f f x f x f x f x x f x f x      . 

β) Για x 0  είναι  f 0    3f 0 f 0     3f 0 0 f 0 0    . 

γ) Έστω ότι η f είναι πολυώνυμο. Αν η f είναι το μηδενικό πολυώνυμο, τότε 

  f f x 0  για κάθε x  άτοπο αφού   f f 1 2 .  

Επειδή  f 0 0  η f δεν μπορεί να είναι σταθερό πολυώνυμο. 

Έστω ότι η f είναι ν βαθμού, δηλαδή   1
1 1 0f x x x ... x 

       , 

τότε         1
1 1 0f f x f x f x ... f x 

        και ο βαθμός του 

  f f x  θα προκύπτει από τον όρο 
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   1
1 1 0f x x x ... x


  

            που τη μεγαλύτερη δύναμη 

θα έχει ο όρος  
21x x


  

      . Άρα ο βαθμός του   f f x είναι 
2 .  

Όμως    3f f x x x   για κάθε x , άρα 
2 3 3      αδύνατο.  

Άρα η f δεν είναι πολυώνυμο 

 

51. α) Όπου x το  f x , έχουμε          f f f x f x f x f x      , άρα f 

περιττή. 

β) Για x 0  είναι      f 0 f 0 f 0 0    . 

 

 
 

52. α) Η f είναι σύνθεση των συναρτήσεων   xg x 2 ,   4h x x , γιατί: 

     4h x xg h x 2 2  . 

β) Η f είναι σύνθεση των συναρτήσεων   2g x x ,  h x x   και

 x 4x  , γιατί:        
2 2g h x g 4x 4x 4x       . 

γ) Η f είναι σύνθεση των συναρτήσεων   2g x x 5x 1    και   xh x e , 

γιατί:          
22 x x 2x xg h x h x 5h x 1 e 5e 1 e 5e 1         . 

δ) Η f είναι σύνθεση των συναρτήσεων   2g x x 2x 3    και 

 h x ln x, x 0  , γιατί:  

        2 2g h x h x 2h x 3 ln x 2ln x 3 f x        

ε) η f είναι σύνθεση των συναρτήσεων  g x x   και  h x 3x , γιατί: 

    g h x 3x f x   . 

ζ) η f είναι σύνθεση των συναρτήσεων  g x ln x ,   2h x x 1   και

 x x   , γιατί:      2 2h x x 1 x 1        και 

           2g h x ln h x ln x 1 f x       . 

 

53. γ) 

54. α) Έστω  g x u , τότε: x 1 u x u 1     .  

Επειδή    2f g x x 2x 3   , έχουμε:  

Αποσύνθεση 
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     
2 2 2f u u 1 2 u 1 3 u 2u 1 2u 2 3 u 2             .  

Άρα   2f x x 2  , x . 

β) x 4 u x u 4     , τότε      
2 2f u 2 u 4 5 u 4 1 2u 21u 53        . 

γ) Έστω    x xg x u e 1 u e u 1 x ln u 1          , u 1  . 

Επειδή     
2

2x xf g x e 2x 3 e 2x 3      , έχουμε: 

       
2 2f u u 1 2ln u 1 3 u 2u 4 2ln u 1          , u 1  . 

Άρα    2f x x 2x 4 2ln x 1     , x 1  . 

δ) 

2
2 2 2

2

1 1 1
x u x u x u 2

x x x

 
         

 
, τότε 

  2 2f u u 2 5 u 7     .Άρα   2f x x 7  , x . 

ε) Έστω   u 2g x u ln x 2 u ln x u 2 x e          . 

Είναι      
2

u 2 2u 4f u 3 u 2 2 e 5 3u 11 2e        , u .   

Άρα   2x 4f x 3x 11 2e    , x . 

στ)   2g x u x 2 u 0 x u 2        , τότε 

 
2 2

2 2

u 2 1 u 1
f u , u 0

u 2 1 u 3

  
  

  
 άρα  

2

2

x 1
f x , x 0

x 3


 


. 

 

55. Έστω 
u 1

2x 1 u 2x u 1 x
2


       , τότε η σχέση  

  2f 2x 1 x 3x 2    , γίνεται:  

 
2 2u 1 u 1 u 2u 1 3u 3

f u 3 2 2
2 2 4 2

     
       
 

 

 
2 2u 2u 1 6u 6 8 u 4u 3

f u
4 4

      
  , άρα  

2x 4x 3
f x

4

 
 , x . 

 

56. α)       3 3f g x g x 1 x 2x 3 g x x 3x 4          

β)         2xf g x ln g x 2 2x g x e 2       

γ)         3g x 1
f g x e x 2 g x ln x 2

3
      , x 2 . 
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57. Έστω  
x 1

f x u u
x 2


  


, x 2  .  

Τότε:  x 1 ux 2u ux x 1 2u u 1 x 1 2u             1  

Αν u 1 , τότε η  1  γίνεται 0 1   και είναι αδύνατη.  

Για u 1 , έχουμε 
1 2u

x
u 1





. Επειδή x 2  , είναι 

1 2u
2 1 2u 2u 2

u 1


      


 που ισχύει.  Άρα 

1 2u
x

u 1





, u 1 . Τότε: 

  
2

2

x 3x 2
g f x

5x 10x 7

 
 

 
 

2

2

1 2u 1 2u
3 2

u 1 u 1
g u

1 2u 1 2u
5 10 7

u 1 u 1

  
  

  
 

  
  

  

 

 
      

      

2 2

2 2

1 2u 3 1 2u u 1 2 u 1
g u

5 1 2u 10 1 2u u 1 7 u 1

     
 

     
 

2

u
g u

7u 4u 2


 
 

Άρα  
2

x
g x

7x 4x 2


 
,  x 1  . 

 

58.  
xx ln x x ln xf x x e e   . Είναι σύνθεση των 

xe  και xln x . 

 

59. α) Για  x g 1  είναι 

                2 2g f g 1 g 1 g 1 1 g f g 1 g 1 g 1 1         

     2g 1 g 1 g 1 1       2g 1 2g 1 1 0     

    
2

g 1 1 0 g 1 1    . Τότε η σχέση   f g 1 1  γίνεται  f 1 1 , οπότε οι 

f gC ,C  τέμνονται στο σημείο Α(1, 1). 

β) Έστω  
u 1

f x 2x 1 u x
2


     . Τότε η σχέση    2g f x x x 1    γί-

νεται  
 2 2 22 u 1u 1 u 1 u 2u 1 4 u 3

g u 1 , u
2 2 4 4 4 4

     
        
 

,  

οπότε  
2x 3

g x , x
4


  . 
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60. Είναι          f g h x 2x f h x g h x 2x        και 

         2 2f g h x x f h x g h x x      .  

Θέτουμε  h x u x 1 u x u 1       .  

Τότε:          f u g u 2u 2 g u 2 u 1 f u , u         οπότε και 

       g x 2 x 1 f x , x 1    . 

              
2 2

f u g u u 1 f u 2 u 1 f u u 1       

       
222 u 1 f u f u u 1            

220 f u 2 u 1 f u u 1     

   
2

f u u 1 0       f u u 1, u   , οπότε  f x x 1   

και από τη σχέση (1):      g x 2 x 1 x 1 x 1      . 

 

 

 

61. α) Για x y 0   είναι  f 0 0 . 

β) Για y x   είναι    f x f x  . 

γ) Όπου y το y :          f x y f x f y f x f y      . 

δ) Για x 0  είναι      f y f y f y 0    , y  άρα και  f x 0 , x . 

 

62. α) Για x y 0   είναι  f 0 0 . 

β) y x  :           f 0 xf x xf x x f x f x 0        και για x 0  είναι 

   f x f x   . 

γ) Όπου y το y :  

              f x y xf y yf x x f y yf x yf x xf y         . 

 

63. α) Στη σχέση      f xy f x f y xy 1      1  αντικαθιστούμε x y 1   

και προκύπτει:          2f 1 f 1 f 1 1 1 f 1 f 1          2f 1 f 1 0  

    f 1 1 f 1 0    f 1 0

     f x 0,  x   f 1 1     ί  ί ή . 

β) Η σχέση  1  για 
1

y
x

 , γίνεται:  
1 1 1

f x f x f x 1
x x x

   
      

   
 

   
1

f 1 f x f
x

 
  

 
 

 

1 1 1
1 f x f f

x x f x

   
     

   
. 
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γ) Αντικαθιστούμε στην  1  όπου y το 
1

y
 και προκύπτει:  

 
1 1 1

f x f x f x 1
y y y

   
      

   
 

x 1 x
f f x f 1

y y y

   
      

   

x f (x) x
f 1

y f (y) y

 
   

 
. 

 

64. α) Για x y 1  :        f 1 f 1 f 1 f 1 0    . 

β) Για y x  είναι      
x

f f x f x f x 0
x

 
    

 
, x . 

 

65. α) Για x y 0   είναι:        f 0 2f 0 f 0 f 0 0    . 

Επομένως η fC  τέμνει τον άξονα y y  στην αρχή O των αξόνων. 

β) Για y 0  είναι:      f x 0 2f x f 0 2x      

     f x 2f x 2x f x 2x     , x . 

 

 

66. α) Η σχέση        f x y f x y f x f y     1  για x y 0   γίνεται:  

           2f 0 f 0 f 0 f 0 f 0 0 f 0 0       

β) Για x 0 η  1  γίνεται:        f y f y f 0 f y   

       f y f y 0 f y f y      (2), y . 

γ) Για y x η  1  γίνεται:        f x x f x x f x f x    

     2f 0 f 2x f x      2f 2x f x  .  

Αν τώρα αντικαταστήσουμε όπου x  το 
x

2
 προκύπτει: 

 2 2x x x
f 2 f f x f 0

2 2 2

     
           
     

 (1) για κάθε x . 

Για y x  η  1  γίνεται:            
f ά

2f 2x f 0 f x f x f 2x f x


     . 

Αν τώρα αντικαταστήσουμε όπου x  το 
x

2
 προκύπτει:   2 x

f x f 0
2

 
  

 
 (2) 

για κάθε x . Από (1), (2):  f x 0  για κάθε x . 

 

Αυξημένης δυσκολίας 



Σύνθεση συναρτήσεων 

 

78 

 

67. α) Για x y 1   είναι  

            
22 21 5

f 1 f 1 1 f x 6f 1 9 0 f 1 3 0 f 1 3
6 2

             

β) Για y 1  είναι:      2 21 5
f x f x 3 x x f x 5x 2x

6 2
       . 

 

 

68. α) Όπου x το x  και σύστημα. Είναι    
1

f x x 3 x
6

    . 

β) Όπου x το 
1

x
 και σύστημα. Είναι  f x 2x . 

γ) Όπου x το x  προκύπτει: 
22f ( x) 3f (x) x 4x       2  

Λύνοντας το σύστημα έχουμε   21
f x x 4x

5
  , x  . 

 

69. Είναι 
x

f ln x
e

 
  

 
 1  και    ln x f x ln x 2 f x 2ln x 2        2  

Θέτουμε στην  1  2 2x
u x eu x e u

e
     , τότε: 

       2 2 2 2f u ln e u f u ln e ln u f u 2 2ln u       , άρα και  

 f x 2 2ln x    3 . Από τις  2 ,  3  είναι  f x 2 2ln x  , x 0 . 

 

70. α)   x 1f x 1 e   , x 1 u x u 1      και 

   u 1 1 uf u e f u e      , άρα και   xf x e  1 , 

     x 1 x 1 1 x1
e f x f x e f x e

e

            2  

Από τις  1 ,  2 :   xf x e . 

 
 

 

71. Έστω 1 x X 2 X 1 x      .  

Αντικαθιστούμε στην δοθείσα σχέση όπου x το 1 x   και προκύπτει: 

        
2

f 1 1 x 2f 1 x 2 1 x 1 x               

    2 2f 2 x 2f 1 x x 2x 1 1 x x 3x 2           . Άρα  

Εύρεση τύπου συνάρτησης 
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   

   

 
2

2

f 1 x 2f x 2 x x 2

2f 1 x f x 2 x 3x 2   

      


     

 

   

   

 2

2

2f 1 x 4f x 2 2x 2x

2f 1 x f x 2 x 3x 2

      


     

 

     2 21
3f x 2 x 5x 2 f x 2 x 5x 2

3
            

Θέτουμε x 2 u x u 2     , οπότε  

        2 21 1
f u u 2 5 u 2 2 u 4u 4 5u 10 2

3 3
                

   2 21 1
f u u 9u 12 u 3u 4

3 3
      u .  

Άρα   21
f x x 3x 4

3
   , x . 

2ος τρόπος: Θέτουμε όπου  x το 1-x οπότε   έχουμε: 

         
2 2f x 2f 3 x 1 x 1 x f x 2f 3 x x x           (1). 

Θέτουμε όπου  x το 3-x  στην (1) οπότε   έχουμε: 

         
2 2f 3 x 2f x 3 x 3 x f 3 x 2f x x 5x 6            .(2) 

Λύνουμε το σύστημα που προκύπτει: 

   

     

2

2

f x 2f 3 x x x

22f x f 3 x x 5x 6

    


     

   
2

2 x
3f x x 9x 12 f x 3x 4, x

3
            

 

72. Έστω 2 x X 1 X 1 x      .  

Αντικαθιστούμε στην δοθείσα σχέση όπου x το 1– x  και είναι:     

       
2

2f 2 1 x f 1 x 1 1 x 3 1 x           

    22f x 1 f 2 x x x 2       

Άρα 
   

   

 
2

2

2f x 1 f 2 x x x 2 2

f x 1 2f 2 x x 3x   

       


    

 

   

   

2

2

4f x 1 2f 2 x 2x 2x 4

f x 1 2f 2 x x 3x              

       


    

.   
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Με πρόσθεση κατά μέλη προκύπτει: 

     2 21
3f x 1 x 5x 4 f x 1 x 5x 4

3
           .  

Θέτουμε x 1 u x u 1     , οπότε:      
21

f u u 1 5 u 1 4
3
      
 

 

   21
f u u 3u 8

3
   , u . Άρα    21

f x x 3x 8
3

   , x . 

 

73. α) Για x y 0   είναι  f 0 0  και για y 0 :  f x 2x , x . 

β) Για x y 1   είναι  f 1 0  και για x 1  είναι  f x 0 . 

 

74. α) Αν στην  1  θέσουμε όπου x το x  έχουμε:

      2 1 1 f x  f x x         2 . Προσθέτοντας τις  1 ,  2  κατά μέλη προ-

κύπτει:        2 1 f x 2 1 f x 0          

   f x f x 0       f x f x    οπότε η f είναι περιττή. 

β) Αντικαθιστώντας στην  1     f x f x    προκύπτει:  

       2 1 2 1 1 f x f x x   f x  x        

γ) 
 22 1 2 1 2 1 x x 1 0y x x x x x 0

y x     y x y x y x

             
      

        

 

x 0 ή x 1  ,  x 1

y x

   



.  

Άρα κοινά σημεία είναι τα  A 0,0 ,  B 1, 1   και  1,1  

 

75. Έστω 
x 1 2y 1

y x
x 2 y 1

 
  

 
, οπότε η σχέση γίνεται 

 
1 2y 1

f y 2f
y y 1

  
  

 
. 

Όπου y το 
1

y
 και σύστημα προκύπτει  

4y 5
f y

3 3y





, άρα  

4x 5
f x

3 3x





 

 

76. α) Για x y z 1    είναι  

        
22f 1 8f 1 16 0 f 1 4 0 f 1 4        . 
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β) Για y z 1   είναι  f x 4 . 

Για x z 1   είναι  f y 4  άρα και  f x 4  οπότε  f x 4 , x . 

 

77. Για κάθε x 0 είναι   2 1
f x x x

x
      1 . Όπου x το x  προκύπτει: 

     
2 1

f x x x
x

      


  2 1
f x x x

x
       

  2 1
f x x x

x
      2 . Από τις  1 ,  2    2 1

f x x x
x

    , x 0 . 

Επειδή η f είναι περιττή, είναι    f x f x    για κάθε x  και για x 0  

είναι  f 0 0 , άρα  
2 1

x x  ,  x 0
f x x

         0       ,  x 0


  

 
 

. 

 

78. α) Για x 1  είναι              f 1 2f 1 3g 1 3f 1 3g 1 f 1 g 1      . 

β) Στη σχέση     2f x 1 2f 2 x x x  (1)      όπου x το 3 x :   

    2f 2 x 2f x 1 x 7x 12  (2)      . Από το σύστημα των (1),(2) προκύπτει: 

  21
f 2 x x 3x 4

3
     και για 2 x u :      21

f u u 13u 10 , u
3

     άρα 

   21
f x x 13x 10 , x

3
    . 

Είναι          21
3g x f x 2f 4 3x ... g x 19x 17x 42

9
          

   
9

f x g x x 1 ή x
2

     , οπότε κοινά σημεία τα 
2 9 355

1, , ,
3 2 12

   
    

   
 

 

 

79. α)  f 1 0 1    . 

β)     
 

 

 g x 1g x 1 x 1
f g x f x

g x 1 x 1

 
     

   

   xg x g x x    1 xg x g x    x 1 
 

   
x 0 1

2xg x 2 g x
x



  
 
 

 
1

g x 1 1 x 1
x

        , άρα    
1

g x , x 0, 1 .
x

      

 

Σύνθετες ασκήσεις 

 

 



Σύνθεση συναρτήσεων 

 

82 

 

γ)  
x 1

f x , x 1
x 1


  


. Για να ορίζεται η g f  πρέπει 

 
f

g

x D

f x D





 

x 1
x 1

x 1
0 x 1

x 1
x 0

x 1
1

x 1


  

 
 

   
  

  

άρα  g fD 0, 1   ,  

     
 

1 x 1
g f x g f x

f x x 1


  


 

δ)  
x 1 x 1 2 2

f x 1
x 1 x 1 x 1

  
   

  
. 

Η γραφική παράσταση της f προκύπτει από οριζό-

ντια μετατόπιση της 
2

y
x

   κατά 1 μονάδα αρι-

στερά και μία μονάδα επάνω. 

ε) Η g g ορίζεται όταν
 

g

g

x D

g x D






  

x 0, x 1

1
1

x

1
0 ύ

x


   



  



  

x 0, x 1   .   

Είναι      
1

g g x g g x x
1

x

   . 

80. α) Είναι     x
f g g fD x D / g x D x / e 1         και 

  
x

x

1 e
f g x

1 e





. 

β) Για να ορίζεται η h πρέπει 
x xe 1 0 e 1 x 0 x 0          , οπότε

h f gD D  .  
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Είναι  

x

x xx

x

x

1 e1
1

e 1 eeh x
1e 1 1
e









  

 
x

x

1 e

e


  

x

x

1 e
f g x

1 e


 


. 

γ)     
 

 

 

   
x 1

x x x1 x
f x g x e 1 x e e x

1 x

 
         


 

        
x

x x x x

x

e 1
x e x e 1 x e 1 e 1 x , x

e 1


             


. 

δ)        xg x 1 x f x 1 e 1 x     
1 x

1 x





x1 e 2 x    .Οι λύσεις της 

εξίσωσης είναι οι τετμημένες των κοινών σημείων 

της gC με την ευθεία y x 2  .  

Κάνοντας τη γραφική τους παράσταση βλέπουμε ότι 

έχουν 2 κοινά σημεία, άρα η εξίσωση έχει 2 λύσεις. 

 

 

 

ε) Για κάθε h hx D x D    . Είναι    
x

x

e 1
h x h x

e 1


   


. 

στ)   
2x

2

2x

e 1
f g x

e 1






. Για κάθε x  είναι 
2 2x xe 0 e 1 1 0      και 

για κάθε x 0  είναι 
2 22 x xx 0 e 1 e 1 0      , οπότε   2f g x 0  

για κάθε x 0 . 

 

81. α) Θέτω στην    f x f x    όπου x 0  οπότε  f 0 0 . 

β) Από την   3x f x x x    (1)  έχουμε για x 0  

   
:x 0

3 2xf x x x f x 1 x


       2 . Για x 0  

   
: x 0

3 2xf x x x f x 1 x
 

         3 . Στην  1  θέτω όπου x x   

οπότε   3x f x x x           3 3x f x x x x f x x x          

για x 0      
: x 0

3 2xf x x x f x 1 x
 

         4  

για x 0      
:x 0

3 2xf x x x f x 1 x


         5  
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Από  2 ,  4 :   2f x 1 x   για x 0 . Από  3 ,   5 :  

  2f x 1 x    για x 0 . Άρα  

2

2

1 x , x 0

f x 0 , x 0

1 x , x 0

  


 

 

. 

γ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

δ) Αν   2f x 1 x , x 0    , τότε η f g ορίζεται όταν 

 

g

x
f

x D x

g x D e 0 ύ

   
 

    

, άρα δεν ορίζεται η f g στη περίπτωση 

αυτή. 

Αν  f x 0, x 0  , τότε η f g ορίζεται όταν
 

g

f

x D

g x D






x

x

e 0 ύ




  

, άρα δεν ορίζεται η f g στη περίπτωση αυτή. 

Αν   2f x 1 x , x 0   , τότε η f g ορίζεται όταν 
 

g

f

x D

g x D






x

x

e 0 ύ




  

, άρα f gD  και     
2

x 2xf g x 1 e 1 e     

      
2

2x x x 2x xf g x 2g x 1 e 2e 1 2e e 0 e 1 0           

x xe 1 0 e 1 x 0       

 

82. α)        
2 2g x 2 x 4 x 1 2x 4x 1 f x           . 

β)           
2

22f g x f x g x 4x 1 2x 1       . 

γ) Αν  2

2

2x 0
x 0 2x 4x 1 0 f x 0

4x 1 0

 
       

  
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 
2

2x 0
x 0 g x 0

4x 1 0

  
   

  

. 

δ) Αφού    f x g x 1 0    τότε  f x ,  g x  ομόσημοι.   

Οπότε αφού  g x 0  όταν x 0  τότε  f x 0 .  

Επίσης αν  x 0 f x 0   άρα  f x 0 x   . 

 

83. α)  fA ,1  , gA  , f g :
 

g

2
f

x A x

g x A x 2x 1

   
  

    
  

 
22x 2x 1 0 x 1 0      που ισχύει,  άρα  f gA  .  

         
2

f g x f g x 1 g x x 1 x 1       . 

β)    f A 0,  . 

 

 

γ)     
22fog x 2x x 1 x 1 x 1         

2
x 1 x 1 0        x 1 1 x 1 0 x 1 0 x 1 ή          

 x 1 1 x 1 1 x 2 ή x 0         . 

Επειδή η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την  
2

x 1 x 1    

οι λύσεις της είναι οι τετμημένες των σημείων τομής της 

γραφικής παράστασης της f g  με την παραβολή 

 
2

y x 1  . Κάνοντας τη γραφική τους παράσταση βλέ-

πουμε ότι τέμνονται στα σημεία (0,1), (1,0) και (2,1). 

 

84. α)  fA 0,  , gA  . f g :
 

g

x
f

x A x
x

g x A e 0

   
   

  
,  

άρα f gA  ,        xf g x f g x lne x   g f :
 

f

g

x A

f x A






x 0
x 0

ln x


 


, άρα  g fA 0,  ,       ln xg f x g f x e x   . 

β) Επειδή f g g fA A  είναι και f g g f . 

γ) 
2 2x x 2x x 2 x x 2 0 2 x 1            . Όμως x 0  άρα  x 0,1 .  
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δ)  
x

x

x

e , x 0
g x e

e , x 0

 
  



           
 

ln x, x 0
f x ln x

ln x , x 0


  

 

 

85. α) 
x

f ln x
e

 
 

 
 θέτουμε 

x
u x eu

e
   , τότε 

   f u ln eu ln e ln u 1 ln u     , άρα και  f x ln x 1,  x 0     1  

Ακόμη    ln x f x 1 f x ln x 1       2  και από τις  1 ,  2  προκύπτει ότι 

 f x ln x 1  , x 0 . 

β) Η fC δεν τέμνει τον y y .  f x 0 ln x 1 0      ln x 1    

1 1
x e

e

  . Τέμνει τον x x  στο 
1

,0
e

 
 
 

. 

γ)  

 

 

 

 

 

 

 
 

δ) i. Έστω   u 1f x u ln x u 1 x e       . Τότε η σχέση 

  g f x ln x x 1    γίνεται   u 1 u 1g u u 1 e 1 u e 2, u         , άρα 

  x 1g x x e 2   , x . 

ii.   g f x 0 ln x x 1 0 ln x x 1         . 

Οι ρίζες της εξίσωσης   g f x 0  είναι οι τετμημέ-

νες των κοινών σημείων των γραφικών παραστάσεων 

της συνάρτησης y ln x με την ευθεία y x 1   . 

Κάνοντας τη γραφική τους παράσταση παρατηρούμε  

ότι μοναδικό σημείο τομής είναι το (1,0), άρα 

  g f x 0 x 1   . 
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86.  α) 2 2 2 2 2x x 1 x x 1 x x 1           

2 2x 1 x x 1      2x x 1 0    άρα fD  . 

β)    
  2 2

2

2

x 1 x x 1 x

f x ln x x 1 ln
x 1 x

   

      
 

  

 
2x

f x ln 
21 x       

1
2 2

2
ln x x 1 ln x x 1 f x

x x 1



        
 

. 

γ) Έστω        
2

g x ln x, h x x 1 x 1 1, t x x 1        . 

Είναι     f x g h t x . 

δ)          f x 1 f 1 x f x 1 f x 1 2f x 1 0                    

 
2

ln x 1 x 1 1 0
 

      
 

 
2

x 1 x 1 1 1       

x 0
2x 2x 2 x



    
2x 22x 2 x   2x 2 x 1       δεκτή. 

 

87. α) Για x 2  είναι  f 1 2 1 2 3 1        . 

β) Θέτουμε x 1 u x u 1     . Επειδή x 1 είναι u 1 1 u 0    .  

Τότε η σχέση  
1

f x 1 x 1
x 1

   


 γίνεται  
1

f u u , u 0
u

   , άρα 

 
1

f x x , x 0
x

   . 

γ) Για κάθε fx D    και fx D  . 

   
1 1

f x x x f x
x x

         


f  περιττή. 

δ) Για κάθε x 0 είναι  
1 1 1 1

f x f x
1x x x

x

 
     

 
. 

ε) Αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση    f x k, k 2,2    είναι αδύνατη. 

  21
f x k x k x kx 1 0

x
        . Η τελευταία έχει 

2k 4 0     και 

είναι αδύνατη. 

στ)    
1

f f x 2 f x
x

 
      
 

 

   
1

f f x 2 f x
x

 
      

 
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        21
f x f x 2 f x f x 2 x 2 x 2x 1 0

x
               

 
2

x 1 0 x 1    . 

 

88. α) Είναι   f g g f

1 x
D x D / g x D x 1/ 0

1 x

 
       

   

     x 1/ 1 x 1 x 0 1,1       και     
1 x

h x f g x ln
1 x


 


.
 

β) 
 
Για κάθε h hx D x D    .  

Είναι    
1

1 x 1 x 1 x
h x ln ln ln h x

1 x 1 x 1 x


     

         
     

.
 

γ) Για κάθε x 0  είναι    
1

xf x 1 f x
x

   . 

Οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι τετμημένες των κοινών 

σημείων των fC και 
1

y
x

 . 

Κάνοντας τη γραφική τους παράσταση βλέπουμε ότι  

έχουν 1 κοινό σημείο, άρα η εξίσωση έχει 1 λύση. 

 

δ) i. Θέτουμε 
uln x u e x, u    . Τότε η σχέση   h f x x ln x   γίνε-

ται:   uh u e u, u   , άρα   xh x e x, x   . 

ii.   x xh x 0 e x 0 e x      . 

Οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι τετμημένες των κοι-

νών σημείων των 
xy e και y x . Κάνοντας τη γρα-

φική τους παράσταση βλέπουμε ότι δεν έχουν κοινό 

σημείο, άρα η εξίσωση είναι αδύνατη. 

 

89. α) Για να τέμνει η fC την y = x μόνο σε ένα σημείο, αρκεί η εξίσωση 

 f x x  να έχει μοναδική λύση.  

 

90. Είναι   2 2f x x 2x 7x 8 x 2x 8x 8 0         

2x 4x 4 0     
2

x 2 0 x 2    .  

Άρα η fC  τέμνει την y = x στο Α(2,2). 

β) Αρκεί και η gC  να διέρχεται από το Α, δηλαδή  g 2 2 . Είναι: 
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           f g 2 g f 2 f g 2 g f 2     

     22g 2 7g 2 8 g 2       22g 2 8g 2 8 0   

        
22g 2 4g 2 4 0 g 2 2 0 g 2 2        . 

γ) i. Έστω  g x x , 0     .Για κάθε x  είναι 

           2 2f g x g f x 2 x 7 x 8 2x 7x 8            

2 2 2 22 x 4 x 2 7 x 7 8 2 x 7 x 8                

 2 2 2 22 x 4 7 x 2 7 8 2 x 7 x 8              . 

Η τελευταία ισότητα ισχύει για κάθε x , αν και μόνο αν 
22 2  

  4 7 7   

 
0 0

2

2 1 0 1

4 0 0

8 8 12 7 8 8

 

     
  

       
          

, άρα 

 g x x . 

Η f είναι παραβολή με κορυφή 
7 15

,
4 8

 
 
 

 και τέμνει τον y΄y 

στο (0,8). 

Για κάθε x 0  είναι   f g x x x    

       x xf g x x x lng x x x g x e        . 

Έστω οι συναρτήσεις   2h x x x , x   ,  x x , x 0    και  

  xk x e , x  . Αρχικά θα ορίσουμε την h  .  

Πρέπει 
  h

x D x 0
x 0

x D x

  
 

 

 


 



 άρα η h   έχει πεδίο ορισμού  το 

 hD 0,    και είναι 

         
22h x h x x x x x x x , x 0           . 

Στην συνέχεια θα ορίσουμε την  k h  . Πρέπει 

     
h

k

x D x 0
x 0

h xh x D

  



 

 

 


 
 άρα η  k h   έχει πεδίο ορι-

σμού το  0,  και είναι 

          h x x xk h x k h x e e , x 0
       . 
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Άρα η g ορίζεται ως η  k h  . 

γ) i. Πρέπει   f g x 0 x x 0    . 

1ος τρόπος:  
2

x x 0 x x 0 x x 1 0        . 

Είναι x 0  για κάθε x 0  με την ισότητα να ισχύει μόνον για x 0 . 

Είναι x 1 0 x 1 x 1       και x 1 0 x 1 x 1      . 
Προκύπτει ο διπλανός πίνακας. Άρα 

     x x 1 0 x 1. 0       

2ος τρόπος:
x 0

x x 0 x x


       

 2x x x x 1 0     και ομοίως με 

πινακάκι βρίσκουμε ίδιο αποτέλεσμα. 

ii. Για να βρίσκεται η f gC  στο 1ο τεταρτημόριο πρέπει x 0  και 

  f g x 0 x x 0 x 1       άρα τελικά πρέπει x 1 . 

δ) Αρχικά για να είναι f V  πρέπει να έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού. Για την V 

πρέπει x 0  . Αν λ άρτιος τότε x 0 x 0     ενώ αν λ περιττός τότε 

x 0 x 0    . Επομένως πρέπει ο λ περιττός και  2,4  είναι φυσικός άρα 

3  . Επίσης πρέπει για κάθε x 0  να είναι  

     31 3 3
f x V x ln x ln x ln x ln x 1 3        

  
 

ε) Για να ορίζεται η 
1

f
 πρέπει 

 
   

fx D x 0

f x 0 x
x 0,1 1

1
,

 
    



 

 




 άρα η 

1

f
 έχει πεδίο ορισμού το    0,1 1,   και είναι 

 
 

   
1 1 1

x , x 0,1 1,
f f x ln x

 
     

 
. 

Για να ορίζεται η f  πρέπει 
 

f
1

x D x 0 x 0

f x 0 ln x 0
x

x 1

  
     

  

  

  
 άρα η  

f  έχει πεδίο ορισμού το  1,  και είναι     f x f x ln x , x 1   . 

Για να ορίζεται η  f x  πρέπει 
f

x x x
x 0

x D x 0 x 0

 



  


  

 
    

  

 άρα η  

 f x  έχει πεδίο ορισμού το   και είναι  
 ln x , x 0

f x ln x
ln x , x 0






 




. 

x   0        1         

x   + + 

x 1      - + 

 x x 1      - + 
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Για να ορίζεται η 
1

f
x

 
  
 

 πρέπει 
f

x 0
x 0 x 0

x 01
D x 0 x 0

x


  

    
 


 





 

 άρα 

η 
1

f
x

 
  
 

 έχει πεδίο ορισμού το   και είναι 

 ln x , x 01 1
f ln ln1 ln x ln x

x x ln x , x 0

    



        





. 

στ) Η γραφική παράσταση της f  αποτελείται από τα σημεία 

της fC  που βρίσκονται πάνω από τον άξονα x΄x και από τα 

συμμετρικά των σημείων που βρίσκονται κάτω από τον άξονα 

x΄x. 

Είναι  
   

 

f x , x 0ln x , x 0
f x

f x , x 0ln x , x 0

 
 

 

 


 


. 

 

Άρα η γραφική παράσταση της  f x  αποτελείται 

από τη γραφική παράσταση της f και τη συμμετρική 

της ως προς τον άξονα y΄y.  

Είναι 
 

 
ln x , x 01

f x
x ln x x

f
, 0

    



 


 
  

. 

 

Άρα η γραφική παράσταση της 
1

f
x

 
  
 

 είναι συμμε-

τρική της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  

 f x ως προς τον άξονα x΄x. 

 

ζ) To σημείο Μ είναι     x,f x M x,ln x   και οι προβολές του πάνω 

στους άξονες είναι τα σημεία  x,0  και  B 0,ln x . 

 Αν 0 x 1   τότε ln x 0  και είναι: 

    OAMBE OA OB x ln x x ln x x ln x      . 
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 Αν x 1  τότε ln x 0  και είναι: 

  OAMBE OA OB x ln x x ln x   . 

Άρα είναι  x x ln x , x 0   . 

 

 

 

Ερωτήσεις «Σωστό ή Λάθος» 

1. Σ 2. α) Λ β) Λ 3. Λ 4. Λ 5. Σ 6. Σ 7. Λ 8. α) Λ  β) Λ 

 

 
 

1.     2
g f f gD x D / f x D x / x 2x 9 8           

 2x / x 2x 1 0      με 

    
22g f x x 2x 9 8 x 1 x 1        . Οπότε η συνάρτηση   ορίζε-

ται όταν x 1 1 0 x 1 1 x 1 1           ή  

x 1 1  x 0  ή x 2 .  

Σωστή απάντηση  Β. 

2. Είναι       g f f gD x D / f x D x 0 / 2ln x 1 0,          με  

    h x g f x   

2x 2ln22ln x 1 ln x ln e e
x

g f x 2 e 2 e 2 e 2
e

          . 

Σωστή απάντηση  Δ. 

3. Είναι   f f f x 8x     δηλαδή  f 4x 3 8x   . 

Αν 
3

4x 3 x
4


     . Τότε    

3
f 8 f 2 6

4


         (1) 

Επομένως η σχέση   f f x 4x 3   γίνεται  f 2x 6 4x 3      (2) 

Αν 
y 6

2x 6 y x
2

 
      , τότε από τη σχέση (2) έχουμε

     f y 2 y 6 3 f y 2y 15 2          (3) 

Από (1),(3) προκύπτει 15 2 6 7     . Άρα  f x 2x 1  .  

Σωστή απάντηση  Γ.  

4. Στη σχέση     x x2f x f x e e x       για x 0  προκύπτει  

Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής 
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 3f 0 1 2     , οπότε η σχέση γίνεται  

    x x2f x f x 2e e x       (1) 

Θέτουμε στην (1) όπου x το x  και η σχέση γίνεται   

    x x2f x f x 2e e x       (2) 

Από σύστημα των (1),(2) έχουμε  

   

   

   

   

x x x x

x x x x

2f x f x 2e e x 2f x f x 2e e x

f x 2f x 2e e x 2f x 4f x 4e 2e 2x

  

 

               
    

                 

 

   x x3f x 3e 3x f x e x       . 

Σωστή απάντηση  Α.  

5. Έστω    ln f x ln x 2 x 2 e x e 2          , οπότε η σχέση  

   2g ln f x x 3   γίνεται      
2

2g e 2 3 g e 4e 1           . 

Σωστή απάντηση  Γ. 

Κριτήριο αξιολόγησης μέχρι και τη σύνθεση συναρτήσεων 
 

Θέμα Α 

Α1. α) Σ  β) Σ   γ) Λ   δ) Λ   ε) Λ,         Α2.  1. β     2. δ   3. γ    4. ε    5. α 

Θέμα Β 

Β1. Επειδή η γραφική παράσταση της f από το σημείο Μ ισχύει ότι  

 
3 1

f 3 7 7 3 1 21 7 10 20 2
3

 
             


 

Β2. Είναι  
2x 1

f x
x 2





 με  fD 2  . Για να ορίζεται η f f πρέπει: 

 
f

f

x 2
x D x 2

2x 1
f x D 2 2x

x 2

  
   

  
 

1 2x  4 ύ




  
, άρα  f fD 2  . 

Η f f  έχει τύπο      

4x 2 x 22x 1
2 1

x 2x 2f f x f f x
2x 1

2
x 2

  
 

  





2x 1 2x 4

x 2

  



5


x

5
x  

Β3. Η γραφική παράσταση 

της f δεν βρίσκεται κάτω από 

τον άξονα x΄x όταν  

 
2x 1

f x 0 0
x 2


   


 

x    -1/2           2      

2x 1            +   + 

x 2                + 

  2x 1 x 2      +         + 
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  2x 1 x 2 0    και x 2 .  Άρα  
1

x , 2,
2

 
     
 

. 

Β4. Για να ανήκει το 2 στο σύνολο τιμών της f πρέπει να υπάρχει x 2  τέτοιο, 

ώστε  f x 2 . Είναι  
2x 1

f x 2 2 2x
x 2


   


1 2x  4  αδύνατο. 

Άρα το 2 δεν ανήκει στο σύνολο τιμών της f. 

Β5.      
 

 

2g x 1
f g x x 2 f g x x 2 x 2

g x 2


        


 

 2g x    1 x g x 2x 2g x    4 

   
x 0 5

x g x 2x 5 g x 2 , x 0
x



      . 

Β6. Επειδή για κάθε x 2 είναι   f f x x , έχουμε: 

          
x

2x 1
f f f x f f 3 f f f x 3 f x 3 3

x 2

 
        

  
 

2x 1 3x 6 x 7     . 
Θέμα Γ 

Γ1.        2 22f x f x 3x 4x 9 f x 3x 4x 9 2f x             (1) 

Αντικαθιστώντας στην (1) όπου x το – x προκύπτει:

       
 1

2
f x 3 x 4 x 9 2f x         

    2 2f x 3x 4x 9 2 3x 4x 9 2f x       

   2 2f x 3x 4x 9 6x 8x 18 4f x         

   2 23f x 3x 12x 9 f x x 4x 3         . 

Γ2. Το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης  
2x 4x 3 x     ισοδυναμεί με το πλήθος 

των κοινών σημείων της fC  με την y x.  

Είναι    
22f x x 4x 4 1 x 2 1       . 

Η γραφική παράσταση της f προκύπτει από 

οριζόντια μετατόπιση της 
2y x κατά 2 μο-

νάδες δεξιά και 1 μονάδα πάνω. 
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Παρατηρούμε ότι έχουν 2 κοινά σημεία, άρα η εξίσωση 
2x 4x 3 x     έχει 

ακριβώς 2 λύσεις στο διάστημα  0, 2 .    

Γ3. Για κάθε x  είναι    2f g x x 1    

   
2 2x 4 x 3 x 1          

2 2 2 2x 2 x 4 x 4 3 x 1          

 2 2 2 2x 2 2 x 4 3 x 1         .  

Επειδή η τελευταία ισότητα ισχύει για κάθε x , είναι: 

 

 

2

2 22

1 1 1

2 2 0 0 ή 2 0 ή 2

4 4 04 3 1 2 0

        
  

               
  

           

 

1
1

0 ή 2
2

2

  
  

     
  

. 

Γ4. Η γραφική παράσταση της – f είναι η συμμετρική της 

f ως προς τον άξονα x΄x. Επειδή η f έχει κορυφή το 

 2, 1 , η –f θα έχει κορυφή το  2,1 . Επειδή η f τέμνει 

τον y΄y στο  0,3 , η –f θα τον τέμνει στο  0, 3 .  

Τέλος και οι δύο συναρτήσεις διέρχονται από τα σημεία 

   1,0 3,0 . 

 

Η γραφική παράσταση της f  αποτελείται από τα τμή-

ματα της f τα οποία  f x 0  και από το τμήμα της –f 

για το οποίο  f x 0  

 

 

 

 

Θέμα Δ 

Δ1. Θέτουμε 
uln x u x e , u    , οπότε η σχέση  f ln x x  γίνεται  

  uf u e , u  , άρα   xf x e , x  .Θέτουμε 
3 6 2x u x u   , οπότε η 

σχέση  3 6g x x γίνεται   2g u u u  , άρα  g x x , x  . 
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Δ2. Είναι     f g g fA x A / g x A x / x        και 

    x
g f f gA x A / f x A x / e        

      x
f g x f g x e   και    x xg f x e e  . Είναι f g g f . 

Δ3. Είναι   
x

x

x

e , x 0
f g x e

e , x 0

 
  



. 

Επειδή τα σημεία της f g έχουν y 1 , το σύνολο τιμών 

της f είναι το  1, . 

 

 

 

 

 

Δ4.        x
h x f g x g x e x    , x . 

Για κάθε x και x  . 

Είναι    x x
h x e x e x h x


       , άρα η h είναι άρτια. 

Δ5.  
2

2x 2 2x 2 x 2 xe x 0 e x e x e x        . 

Δηλαδή το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης ισο-

δυναμεί με το πλήθος των κοινών σημείων των 

γραφικών παραστάσεων f, g. Από τη γραφική τους 

παράσταση βλέπουμε ότι έχουν 1 κοινό σημείο, 

άρα η εξίσωση 
2x 2e x 0   έχει ακριβώς μια ρίζα. 
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5 Μονοτονία – Ακρότατα Συνάρτησης 
 

 

26. α) Είναι 2 x 0 x 2    , άρα  fD ,2  . Για κάθε 1 2 fx , x D  με 

1 2x x , είναι 1 2 1 2 1 2x x 2 x 2 x 2 x 2 x             

   1 2 1 2 1 22 2 x 2 2 x 2 2 x 5 2 2 x 5 f x f x           . 

Οπότε, η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  , 2 . 

β) Πρέπει x 1 0 x 1     και x 0 , άρα  fA 1,  .   

Για κάθε 1 2 fx , x A  με 1 2x x , είναι 
1 2

1 2

x 1 x 1

2 x 2 x

   




1 1 2 2x 1 2 x x 1 2 x         1 2f x f x , άρα  f 1,1 . 

 γ) Για κάθε  1 2 fx , x A 0,    με 1 2x x , είναι 1 2ln x ln x   

1 2ln x ln x         1 2 1 22 ln x 2 ln x f x f x f 0,      2 . 

δ) Είναι fD  . Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  ισχύει:

2x 2x1 2
1 2

x x x x1 2 1 2

2x 2x e e

e e e e

  
 

  

, άρα 
2x x 2x x1 1 2 2e e e e   

   2x x 2x x1 1 2 2
1 2e e 1 e e 1 f x f x       , οπότε η f είναι 1  στο . 

ε) Είναι fx A  . Για κάθε 1 2x ,  x   με 1 2x x  είναι 

3 3 3 3
1 2 1 2

1 2 1 2

x x 2x 2x

3x 3x 3x 3x

   
 

   

, άρα 
3 3
1 1 2 22x 3x 2x 3x     

3 3
1 1 2 22x 3x 5 2x 3x 5         1 2f x f x ,  οπότε η f 1 . 

στ) Για κάθε 1 2x ,  x   με 1 2x x  είναι  

x x x x1 2 1 2

x x x x x x x x x x1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

x x x x1 2 1 2

2 2 2 2

3 3 3 3 2 3 2 2 3 2 f

2 2 2 2

 

   

  
  

          
 

     

1  

 

27. α)     2
1 2

1 2

3x 33 3
f x f x

x 1 x 1


   

 

13x 3 

  1 2x 1 x 1


 
 

   
 

  
2 1

1 2
1 2

3 x x
f x f x

x 1 x 1


 

 
, x 1 . 
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Αν 1 2x x 1  , τότε          1 2 1 2f x f x 0 f x f x f ,1     2 . 

Αν 1 21 x x  , τότε          1 2 1 2f x f x 0 f x f x f 1,     2 . 

β)     1 2
1 2

1 2

x 3 x 3
f x f x

x 2 x 2

 
   

 
 

   
1 2

1 2

x x
f x f x 

1 22x 3x 6   1 2x x 2 12x 3x 6  

  1 2x 2 x 2


 
 

  
1 2

1 2

x x

x 2 x 2




 
, x 2 . Αν 1 2x x 2  , τότε 

         1 2 1 2f x f x 0 f x f x f ,2     1 .   

Αν 1 22 x x  , τότε          1 2 1 2f x f x 0 f x f x f 2,     1  

γ) Για κάθε  1 2x , x 0,   με 1 2x x , είναι 

1 1

x x1 2

1 2

1 1
e e

x x
   

     1 2f x f x f 0,  2 . Για κάθε  1 2x , x ,0   με 1 2x x , είναι 

     

1 1

x x1 2
1 2

1 2

1 1
e e f x f x f ,0

x x
      2 . 

δ)    
22 2f x x 2x x 2x 1 1 x 1 1         , x .  

Για κάθε  1 2x , x ,1   με 1 2x x , είναι 1 2x 1 x 1 0    

   
2 2

1 2x 1 x 1       
2 2

1 2x 1 1 x 1 1        

     1 2f x f x f ,1  2 .  

Για κάθε  1 2x , x 1,   με 1 2x x , είναι 1 20 x 1 x 1    

   
2 2

1 2x 1 x 1   

         
2 2

1 2 1 2x 1 1 x 1 1 f x f x f 1,        1   

ε)    
22 2f x x 6x 8 x 6x 9 1 x 3 1          , x .  

Για κάθε  1 2x , x ,3   με 1 2x x , είναι 1 2x 3 x 3 0    

   
2 2

1 2x 3 x 3       
2 2

1 2x 3 1 x 3 1       

     1 2f x f x f ,3  2 .  

Για κάθε  1 2x , x 3,   με 1 2x x , είναι 1 20 x 3 x 3    

   
2 2

1 2x 3 x 3   

         
2 2

1 2 1 2x 3 1 x 3 1 f x f x f 3,        1 . 
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στ)    
2

6 3 3f x x 2x 2 x 1 1      . Για κάθε  1 2x , x , 1    με 1 2x x , 

είναι 
3 3 3 3
1 2 1 2x x 1 x 1 x 1 0            

2 2
3 3
1 2x 1 x 1   

       
2 2

3 3
1 2 1 2x 1 1 x 1 1 f x f x          

 f , 1 2 . Για κάθε  1 2x , x 1,    με 1 2x x , είναι 
3 3
1 21 x x     

   
2 2

3 3 3 3
1 2 1 20 x 1 x 1 x 1 x 1             

         
2 2

3 3
1 2 1 2x 1 1 x 1 1 f x f x f 1,         1 .  

28. α) Για κάθε   1 2x , x ,0   με 1 2x x είναι 
2 2 2 2
1 2 1 2x x x x        1   

Επίσης 1 23x 3x    2 . Προσθέτοντας κατά μέλη τις  1  και  2  είναι 

2 2
1 1 2 2x 3x x 3x         1 2f x f x , οπότε η f1   ,0 .  

Έστω  1 2x , x 0,  , με 1 2x x , τότε: 

x x1 2

2 2
1 2

2 2

x x

 




x x2 21 2
1 22 x 2 x     

   1 2f x f x , άρα f 1   0, .  

Έστω 1 2x 0 x  , τότε αφού 1 1 1x 0 x 0 3 x 0        και 

 1 1x 3 x 0    2
1 1 1x 3x 0 f x 0      και επειδή 

x2
2x 0 2 0    και 

2
2x 0 , ισχύει  x 22

2 22 x 0 f x 0    .  

Οπότε    1 2f x 0 f x   και η f είναι 1  στο . 

β) Για κάθε  1 2x , x 0,   με 1 2x x  είναι 

3 3 3 3
1 2 1 2x x x 1 x 1         1 2f x f x   f ,01 .  

Έστω  1 2x , x 0,   με 1 2x x , τότε 
2 2 2 2
1 2 1 2x x x 2 x 2     

   1 2f x f x    f 0,1 . 

Έστω 1 2x 0 x  , τότε αφού
3 3

1 1 1x 0 x 0 x 1 1          1f x 1  και 

 2 2
2 2 2 2x 0 x 0 x 2 2 f x 2        , άρα    1 2f x f x  και f 1 . 

 

29.   
 

 

 

   

f x f x 1 1 1
g x 1

f x 1 f x 1 f x 1

 
   

  
. 

Για κάθε 1 2x , x   με 
f

1 2x x 
1

 

Αυξημένης δυσκολίας 
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       
 f x 1f

1 2 1 2 1 2x x f x f x f x 1 f x 1


       
1

 

   1 2

1 1

f x 1 f x 1
 

     1 2

1 1
1 1

f x 1 f x 1
   

 
 

   1 2g x g x g  1 . 

 

30.  
 

 

2 2f x 1 f
g x

f x


 

 

 

x

f x  
 

 

1 1
f x

f x f x
   .  

Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x , είναι      
   

1 2
1 2

1 1
f x f x 1

f x f x
     

   
 

1 2

1 1
2

f x f x
   . Από (1)+(2):    1 2g x g x g  2 . 

 

31. Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο , για κάθε 1 2x , x   με  

1 2x x  είναι    1 2f x f x  3 2
1 1 1x 3x 3x 1    3 2

2 2 2x 3x 3x 1     

3 3 2 2
1 2 1 2 1 2x x 3x 3x x x 0         

     3 3 2 2
1 2 1 2 1 2x x 3 x x 3 x x 0       

       2 2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2x x x x x x 3 x x x x 3 x x 0            

  
x x1 2

2 2
1 2 1 1 2 2 1 2x x x x x x 3x 3x 3 0



        

 2 2
1 2 1 2 2x x 3 x x 3x 3 0         (1) 

Για να ισχύει η σχέση (1) για κάθε 1x   πρέπει 0  και α > 0. Άρα α>0. 

 

32. Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο , για κάθε 1 2x , x   με  

1 2x x  είναι    1 2f x f x  3 2
1 1 1x 2x x 3   3 2

2 2 2x 2x x 3    

3 3 2 2
1 2 1 2 1 2x x 2x 2x x x 0        

       2 2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2x x x x x x 2 x x x x x x 0           

  
x x1 2

2 2
1 2 1 1 2 2 1 2x x x x x x 2x 2x 0



       

 2 2
1 2 1 2 2x x 2 x x 2x 0         (1) 

   2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2x 2 4 x 2x x 4x 4 4x 8x 4                

2
2 23x 4x 4 4       . 
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   1 16 12 4 4 16 48 48 64 48 16 4 3               . 

- Αν 1

4
0 4 3 0

3
         τότε 0  για κάθε 2x   και η (1) είναι 

αληθής. 

- Αν 1

4
0

3
      τότε 

 
22

22 2 2
2 2

3x 29x 12x 44
3x 4x

3 3 3

 
         . 

Αν 
 

2

2
2

3x 2 2
0 0 x

3 3


         τότε η (1) γίνεται  

2
1 1

2 4 4 4
x 2 x 0

3 9 3 3

 
        
 

 

2
2
1 1 1

4 4 2
x x 0 x 0

3 9 3

 
      

 
 που ισχύει αφού 1 2

2
x x

3
   . 

Αν 2

2
x

3
   τότε 0  και η (1) είναι αληθής. Τελικά 

4

3
  . 

 

 

33. α) Είναι            2 2f f x x f f x 1 f f x x f f x 1        

Επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα, ισχύει:    2f x x f x 1    και

2 2x x x 1 x 1 1 x 1         . 

β)            
f

2 2f f x 2x f f x 2 f f x 2x f f x 2       
2

 

     
f

2 2 2f x 2x f x 2 x 2x x 2 x 3x 2 0 x 1,2            
2

. 

 

34.  Ισχύει  
33 2 2 3x 3x y 3xy y x y 0       αφού x y 0  οπότε: 

 3 2 2 3 3 2 3 2x 3x y 3xy y 0 x 3xy y 3x y 1         

Είναι x y 0  οπότε 
3 2x 3xy 0   και 

3 2y 3x y 0  . Από την (1) έχουμε: 



   3 2 3 2 3 2 3 2
f 0,

x 3xy y 3x y f x 3xy f y 3x y

 

      

f 1

. 

 

35. α) Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  είναι 
x x x x1 2 1 2       ,  

άρα και    x x1 2
1 2 1 2x x f x f x f      1 . 

Λύση ανίσωσης – Απόδειξη ανισοτικής σχέσης 
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β)    
f3 3x x 3 3 x x 3 3x x x x f x f x x x            
1

 

      x x 1 x 1 0 x 1,0 1,        . 

γ) 
x 1 x x x 1 x x 11 1 x x 1                  f x f x 1 

ισχύει. 

 

36. α) Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  είναι 
9 9 3 3
1 2 1 2x x , 5x 5x  , άρα και  

9 3 9 3
1 1 2 2x 5x x 5x    9 3 9 3

1 1 2 2x 5x 1 x 5x 1         1 2f x f x f  1 . 

β) i.      
f

f x 7 f x f 1 x 1    
1

. 

ii.             
f

9 3 9 3f x 5f x 6 f x 5f x 1 7 f f x f 1        
1

 

   
f

f x 1 f 0 x 0   
1

.
 

 

37. α) Για κάθε 1 2x , x   με 1 2x x  είναι: 

   77
1 2 1 2 1 2

3 3 3 3 3 3
1 2 1 2 1 2

x x 1 x 1 x (1 x ) 1 x
 

x x x x x x

             
     

           

    

   
7 73 3

1 1 2 21 x x 1 x x         
7 73 3

1 1 2 21 x x 5 1 x x 5          

   1 2f x f x  άρα f γνησίως φθίνουσα στο . 

β) Παρατηρούμε ότι  f 0 6 , οπότε η ανίσωση γίνεται: 

       
f

f f x 1 4 f 0 f x 1 4 0 f x 1 4           

2

  1 .  

Παρατηρούμε ότι  f 1 4 , οπότε η σχέση  1  γίνεται:  

   
f

f x 1 f 1   x 1 1 x 0      
2

. 

 

38. α) Για κάθε  1 2x , x 0,   με 1 2x x  είναι 1 2x x     
x x1 2e e

 
  

και 1 2ln x ln x  1 2ln x ln x    οπότε:
x x1 2

1 2e ln x e ln x
 

      

   1 2f x f x άρα η  συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο  0, . 

β)    2 2

2 2x x 4 x 9
1 1

ln x x 4 ln x 9
e e

  
   

         
   

 

       
2 2x x 4 x 9

2 2e e ln x x 4 ln x 9
    

        



Μονοτονία – Ακρότατα συνάρτησης 

 

103 

 

       
2 2x x 4 x 9

2 2e ln x x 4 e ln x 9
    

        

   
 f 0,

2 2f x x 4  f x 9


    
2

2 2x x 4 x 9 x 5      . 

 

39. α) Για κάθε  1 2x , x   με 1 2x x  είναι 
x x x x1 2 1 210 10 , 100 100  , άρα 

και 
x x x x1 1 2 210 100 10 100     

x x x x1 1 2 210 100 110 10 100 110         1 2f x f x f  1 . 

β) i)    
f

x x x x10 100 2 10 100 110 108 f x f 0 x 0          
1

. 

ii)             
f f

f f (x) 108 f f x f 0 f x 0 f x f 1 x 1         
1 1

. 

 

40. α) Για κάθε  1 2x , x   με 1 2x x είναι: 
 x x1 2

1 2 x x1 2

2 2
x x  

3 3

  

 

 
    



 

x x x x1 1 2 22 3 2 3
   

   
x x x x1 1 2 22 3 1 2 3 1

   
         1 2f x f x , 

άρα f γνησίως φθίνουσα στο . 

β) i. 
x x x x x x2 3 5 2 3 1 4 2 3 1 4                 

   
f

f x f 1 x 1    
2

. 

ii .   f f x 1 1         
f

xx 21

f f x 1 f 0   f x 1 0     
2

     
f

f x 1 f x f 0 x 0    
2

. 

 

41. α) Έστω  f x 2 x 6x   ,  x 0,  . Για κάθε  1 2x , x 0,   με  

1 2x x , είναι 1 26x 6x    και 1 2 2x x 2 x 2 x       , άρα και 

1 1 2 22 x 6x 2 x 6x           1 2f x f x f 0,  2

 
f

2 x 6x 1 f x f x
3 3

  
       

 

2

, άρα x ,
3

 
  
 

. 

β) Έστω  f x 2ln x x  , x 0 .  Για κάθε  1 2x , x 0,   με 1 2x x , είναι 

1 2 1 2ln x ln x 2ln x 2ln x    άρα και 1 1 2 22ln x x 2ln x x     

   1 2f x f x   f 0,1 .    
f

2ln x x 2 e f x f e x e      
1

. 
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42. α) Έστω . Για κάθε  με 1 2x x  

είναι 1 2x x   , 
x x x x1 2 1 2e e e e     , οπότε και 

     x x1 2
1 2 1 2x e x e f x f x f 0,        2  

   
f

f f e e e e                 
2

 

β) Έστω  f x x x   , x 0,
2

 
 
 

. Για κάθε 1 2x , x 0,
2

 
 
 

 με 1 2x x ,  

είναι 1 2x x   , άρα και  

   1 1 2 2 1 2x x x x f x f x f 0,
2

 
         

 
1  

   
f

f f             
1

. 

 

43. α) Έστω . Τότε για κάθε  με  είναι 

 και .  

Όμοια αν . 

β) Έστω . Τότε για κάθε  με  είναι  και
 

. Είναι  και  

 

γ) Η συνάρτηση , , είναι γνησίως αύξουσα στο , οπότε 

για κάθε  και η  είναι γνησίως αύξουσα. 

 

 

44. α) Για κάθε  με , είναι 

 . 

Για κάθε  με , είναι 

 

β) Επειδή  και , είναι: 

. 

Αυξημένης δυσκολίας 


