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Πρόλογος

Το παρόν αποτελεί μία συλλογή λυμένων παραδειγμάτων και ϑεμάτων πά-
νω στην ύλη της πρώτης ενότητας των Μαθηματικών προσανατολισμού της
Γ´ Γενικού Λυκείου. Τα παραδείγματα που ϑα βρείτε εδώ μέσα είναι α-
πλά, εν γένει, και στοχεύουν στο να εμπεδωθούν οι βασικές έννοιες της
ενότητας. Ωστόσο, τα λυμένα ϑέματα που βρίσκονται στο τέλος του πα-
ρόντος είναι πιο απαιτητικά και απαιτούν συνδυασμό των γνώσεων που
έχει αποκτήσει ως τώρα ο/η μαθητής/τρια.

Το παρόν αποτελεί μέρος σειράς σημειώσεων, λυμένων παραδειγμάτων
και, γενικότερα, διδακτικού υλικού για όλες τις τάξεις του λυκείου που
μπορείτε να βρείτε στο aftermathsgr.wordpress.com. Για λάθη, διορ-
ϑώσεις, παραλείψεις και προτάσεις επικοινωνήστε μαζί μου είτε μέσω
e-mail στο vassileiosmarkos@gmail.com είτε μέσω της φόρμας επικοι-
νωνίας: https://aftermathsgr.wordpress.com/contact/.

Καλό διάβασμα!

https://aftermathsgr.wordpress.com/
https://aftermathsgr.wordpress.com/
https://aftermathsgr.wordpress.com/contact/
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1 Ορισμός της συνάρτησης

Παράδειγμα 1.1. Η αντιστοίχιση f : A→ B όπου:

A = το σύνολο όλων των κλειδιών της Αθήνας
B = το σύνολο όλων των πορτών της Αθήνας

που αντιστοιχίζει κάθε κλειδί στην πόρτα την οποία ξεκλειδώνει, αγνοώ-
ντας τα κλειδιά πασπαρτού Σχόλιο

Πασπαρτού λέγεται ένα α-
ντικλείδι που ανοίγει ό-
λες τις κλειδαριές (εκ του
passe partout των γαλλικών
που σημαίνει «περνάει α-
πό παντού»)1. Πασπαρ-
τού έλεγαν και τον (ταλαί-
πωρο) υπηρέτη του Φιλέα
Φογκ στο γνωστό έργο του
Ιουλίου Βερν «Ο γύρος του
κόσμου σε 80 ημέρες».

είναι μία συνάρτηση αφού κάθε κλειδί ξε-
κλειδώνει ακριβώς μία πόρτα.

Αντιθέτως, η αντιστοίχιση g : B→ A που αντιστοιχίζει κάθε πόρτα στα
κλειδιά που την ξεκλειδώνουν δεν είναι συνάρτηση καθώς, αν σε ένα σπίτι
μένουν περισσότερα του ενός άτομα τότε, ενδεχομένως, να υπάρχουν πάνω
από ένα κλειδιά που ξεκλειδώνουν την ίδια πόρτα.

Παράδειγμα 1.2. Η αντιστοίχιση Παιδί : A→ B όπου:

A = το σύνολο των ενηλίκων που ζουν στην Σουμάτρα
B = το σύνολο των ανθρώπων που ζουν στην Σουμάτρα

που αντιστοιχίζει κάθε γονέα στο παιδί του, δεν είναι απαραίτητα συνάρ-
τηση, καθώς ενδέχεται να μην ικανοποιείται καμμία από τις δύο ιδιότητες
του ορισμού. Δηλαδή:

1. ενδέχεται να υπάρχει κάποιος ενήλικας, ας τον ονομάσουμε E, που
δεν έχει παιδιά, άρα η τιμή Παιδί(E) δεν ορίζεται,

2. ενδέχεται κάποιος γονέας να έχει δύο ή περισσότερα παιδιά.

Παράδειγμα 1.3. Η αντιστοίχιση τ : R → R η οποία αντιστοιχίζει κάθε
x ∈ R στο x2 είναι συνάρτηση καθώς, κάθε πραγματικός αριθμός έχει έναν
και μόνο αριθμό που είναι το τετράγωνό του.

Παράδειγμα 1.4. Η αντιστοίχιση F : T → K όπου:

T = το σύνολο όλων των τεντζέρηδων του κόσμου
K = το σύνολο όλων των καπακιών του κόσμου

που αντιστοιχίζει κάθε τέντζερη Σχόλιο

Τέντζερη λέμε γενικά ο-
ποιοδήποτε χάλκινο μαγει-
ρικό σκεύος, αν και, τώρα
πια, αποτελεί παρωχημένο
όρο.

στο καπάκι του είναι συνάρτηση, αν ε-
μπιστευτούμε τον ϑυμόσοφο λαό μας. Η αντιστοίχιση H : K → F που α-
ντιστοιχίζει κάθε καπάκι στον τέντζερή της δεν είναι συνάρτηση γιατί δεν
είναι απαραίτητο όλα τα καπάκια του κόσμου να είναι καπάκια κάποιου
τέντζερη.

https://aftermathsgr.wordpress.com/
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2 Ισότητα συναρτήσεων

Παράδειγμα 2.1. Αν f(x) = x4 με x ∈ R και g(x) = x4 με x ∈ [0, 1] τότε
f 6= g αφού, αν και οι f, g έχουν τον ίδιο τύπο, δεν έχουν το ίδιο πεδίο
ορισμού.

Παράδειγμα 2.2. Αν f(x) = x−1√
x−1 με x ∈ (1,+∞) και g(x) =

√
x + 1 με

x ∈ (1,+∞) τότε οι δύο συναρτήσεις έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού και,
όπως ϑα δείξουμε, έχουν τον ίδιο τύπο. Πράγματι, παρατηρούμε ότι για
κάθε x ∈ (1,+∞):

f(x) =
x− 1√
x− 1

=
(x− 1)(

√
x+ 1)

(
√
x− 1)(

√
x− 1)

=

=
(x− 1)(

√
x+ 1)

√
x
2
− 12

=
(x− 1)(

√
x+ 1))

x− 1
=
√
x+ 1 =

= g(x)

οπότε οι δύο συναρτήσεις έχουν τον ίδιο τύπο, άρα είναι ίσες, δηλαδή
f = g.

3 Πεδίο ορισμού συνάρτησης

Παράδειγμα 3.1. Για τη συνάρτηση f με τύπο

f(x) =

√
x− 2

x2 + 4x− 5

έχουμε:

• Ο παρονομαστής πρέπει να μη μηδενίζεται, επομένως, ϑέλουμε:

x2 + 4x− 5 6= 0.

Επιλύουμε την εξίσωση:

x2 + 4x− 5 = 0⇔ · · ·⇔ x = 1 ή x = −5

οπότε παίρνουμε τους αντίστοιχους περιορισμούς:

x 6= 1 και x 6= −5.

• Θέλουμε η υπόρριζη ποσότητα να είναι μη αρνητική, δηλαδή:

x− 2 ≥ 0⇔ x ≥ 2

δηλαδή x ∈ [2,+∞).

https://aftermathsgr.wordpress.com/


Μάρκος Βασίλης
aftermathsgr.wordpress.com

5 Μαθηματικός
vassileiosmarkos@gmail.com

• Συναληθεύουμε του περιορισμούς και βλέπουμε ότι το πεδίο ορισμού
της f είναι το σύνολο:

Df = [2,+∞).

Παράδειγμα 3.2. Για τη συνάρτηση f με τύπο:

f(x) =
x− 2

x3 − 3x2 + 2x

υέλουμε ο παρονομαστής να είναι μη μηδενικός. Συνεπώς ϑα βρούμε όλα
τα σημεία στα οποία ο παρονομαστής μηδενίζεται και ϑα τα εξαιρέσουμε
από το πεδίο ορισμού της συνάρτησης. ´Εχουμε λοιπόν:

x3 − 3x2 + 2x = 0⇔ . . .⇔ x = 0 ή x = 1 ή x = 2,

επομένως:
Df = (−∞,0) ∪ (0, 1) ∪ (1, 2) ∪ (2,+∞).

Παράδειγμα 3.3. Για τη συνάρτηση f με τύπο:

f(x) =
1+ ln(x+ 1)√
x+ 2− 1

έχουμε:

• Η ποσότητα μέσα στον λογάριθμο πρέπει να είναι ϑετική, δηλαδή:

x+ 1 > 0⇔ x > −1

δηλαδή x ∈ (−1,+∞).

• Η υπόρριζη ποσότητα πρέπει να είναι μη αρνητική, δηλαδή:

x+ 2 ≥ 0⇔ x ≥ −2

δηλαδή x ∈ [−2,+∞).

• Ο παρονομαστής πρέπει να είναι μη μηδενικός, δηλαδή:
√
x+ 2− 1 6= 0.

Επιλύουμε την εξίσωση:
√
x+ 2− 1 = 0⇔ √x+ 2 = 1⇔ x+ 2 = 1⇔ x = −1

οπότε παίρνουμε τον περιορισμό:

x 6= −1.

https://aftermathsgr.wordpress.com/
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• Συναληθεύοντας τους παραπάνω περιορισμούς παίρνουμε το πεδίο
ορισμού της f:

Df = (−1,+∞).

Παράδειγμα 3.4. Για τη συνάρτηση f με τύπο:

f(x) =

√
1−

√
1−
√
x

έχουμε:

• Η εσωτερική υπόρριζη παράσταση να είναι μη αρνητική, δηλαδή:

x ≥ 0

δηλαδή x ∈ [0,+∞).

• Η ενδιάμεση υπόρριζη παράσταση να είναι μη αρνητική, δηλαδή:

1−
√
x ≥ 0⇔ √x ≤ 1⇔ x ≤ 1

δεδομένου ότι x ≥ 0, δηλαδή x ∈ [0, 1].

• Η εξωτερική υπόρριζη παράσταση πρέπει να είναι μη αρνητική:

1−
√
1−
√
x ≥ 0⇔ √

1−
√
x ≤ 1⇔ 1−

√
x ≤ 1⇔ √x ≥ 0

το οποίο ισχύει για κάθε x ≥ 0.

• Συναληθεύοντας του παραπάνω περιορισμούς παίρνουμε το πεδίο
ορισμού της f:

Df = [0, 1].

Παράδειγμα 3.5. Για τη συνάρτηση f με τύπο:

f(x) = (x2 − 1)ln x

έχουμε:

• Η βάση της δύναμης πρέπει να είναι ϑετική, δηλαδή:

x2 − 1 > 0⇔ x < −1 ή x > 1

δηλαδή x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞).

• Η παράσταση μέσα στον λογάριθμο να είναι ϑετική, δηλαδή:

x > 0

δηλαδή x ∈ (0,+∞).

• Συναληθεύοντας του παραπάνω περιορισμούς παίρνουμε το πεδίο
ορισμού της f:

Df = (1,+∞).

https://aftermathsgr.wordpress.com/
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4 Σύνολο τιμών συνάρτησης

Παράδειγμα 4.1. Αν f(x) = x2−4, x ∈ [0, 6], τότε, για να βρούμε το σύνολο
τιμών της f, ξεκινάμε από την ανισότητα:

0 ≤ x ≤ 6,

και, σταδιακά, «χτίζουμε» τον τύπο της f:

0 ≤ x ≤ 6⇔⇔ 0 ≤ x2 ≤ 36⇔⇔ −4 ≤ x2 − 4 ≤ 32.

Επομένως, f([0, 6]) = [−4, 32].

Παράδειγμα 4.2. Αν f(x) = 2− 4
√
x− 2, x ∈ [2, 6), τότε, για να βρούμε το

σύνολο τιμών της f, ξεκινάμε από την ανισότητα:

2 ≤ x < 6,

και, σταδιακά, «χτίζουμε» τον τύπο της f:

2 ≤ x < 6⇔⇔ 0 ≤ x− 2 < 4⇔⇔ 0 ≤
√
x− 2 < 2⇔⇔ 0 ≥ −4
√
x− 2 > −8⇔⇔ 2 ≥ 2− 4
√
x− 2 > −6,

Επομένως, f([2, 6)) = (−6, 2].

5 Σύνθεση συναρτήσεων

Παράδειγμα 5.1. Αν f(x) = 1
x−1 και g(x) =

√
x+ 2, τότε η σύνθεση f ◦ g

έχει τύπο:
(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = 1√

x+ 2− 1
και πεδίο ορισμού:

Df◦g = {x ∈ Dg | g(x) ∈ Df} =

=
{
x ∈ [−2,+∞) |

√
x+ 2 ∈ (−∞, 1) ∪ (1,+∞)

}
=

=
{
x ∈ [−2,+∞) |

√
x+ 2 < 1 ή

√
x+ 2 > 1

}
=

=
{
x ∈ [−2,+∞) |

√
x+ 2 6= 1

}
=

https://aftermathsgr.wordpress.com/
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= {x ∈ [−2,+∞) | x 6= −1} =
= [−2,−1) ∪ (−1,+∞).

Από την άλλη, η σύνθεση g ◦ f έχει τύπο:

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) =

√
1

x− 1
+ 2 =

√
2x− 1
x− 1

και πεδίο ορισμού:

Dg◦f = {x ∈ Df | f(x) ∈ Dg} =

=

{
x ∈ (−∞, 1) ∪ (1,+∞) |

1
x− 1

∈ [−2,+∞)

}
=

=

{
x ∈ (−∞, 1) ∪ (1,+∞) |

1
x− 1

≥ −2
}

=

=

{
x ∈ (−∞, 1) ∪ (1,+∞) | x ≤ 1

2
ή x > 1

}
=

=

(
−∞, 1

2

]
∪ (1,+∞).

Παράδειγμα 5.2. Αν f(x) = ex+1 και g(x) = 2 ln x τότε η σύνθεση f ◦g έχει
τύπο:

(f ◦ g)(x) = e2 ln x+1 = eln x
2+1 = eeln x

2
= ex2.

Για το πεδίο ορισμού της έχουμε:

Df◦g = {x ∈ Dg | g(x) ∈ Df} =
= {x > 0 | 2 ln x ∈ R} =
= (0,+∞).

6 Γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων

Παράδειγμα 6.1. Αν f(x) = 2− ln(x+ 1), με x > −1, τότε για να χαράξουμε
τη γραφική παράσταση της f πρέπει να ακολουθήσουμε τα εξής βήματα:

1. σχεδιάζουμε τη γραφική παράσταση της ln x,

2. με μία οριζόντια μετατόπιση προς τα αριστερά κατά 1, παίρνουμε τη
γραφική παράσταση της ln(x+ 1),

3. σχεδιάζοντας τη συμμετρική της ln(x + 1) ως προς τον άξονα x ′x
παίρνουμε τη γραφική παράσταση της − ln(x+ 1) και, τέλος,

4. με μία κατακόρυφη μετατόπιση προς τα πάνω κατά 2 παίρνουμε τη
γραφική παράσταση της − ln(x+ 1) + 2, δηλαδή της f.

https://aftermathsgr.wordpress.com/
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x

y

O

y = ln x
y = ln(x+ 1)

y = − ln(x+ 1)

y = f(x)

Σχήμα 1: Η γραφική παράσταση της f(x) = 2− ln(x+ 1)

´Ολα αυτά φαίνονται, διαδοχικά, στο σχήμα 1.

Παράδειγμα 6.2. Αν f(x) =
∣∣∣ 1
2−x

∣∣∣, με x 6= 2 τότε, για να χαράξουμε τη
γραφική παράσταση της f πρέπει να ακολουθήσουμε τα εξής βήματα Σχόλιο

´Ισως μας βοηθήσει να γρά-
ψουμε τη συνάρτηση ως ε-
ξής:

f(x) =

∣∣∣∣ 1
−(x− 2)

∣∣∣∣
έτσι ώστε να φαίνεται η ο-
ριζόντια μεταφορά κατά 2
προς τα δεξιά.

:

1. σχεδιάζουμε τη γραφική παράσταση της 1
x ,

2. σχεδιάζοντας τη συμμετρική της ως προς τον άξονα x ′x παίρνουμε
τη γραφική παράσταση της − 1

x , δηλαδή της 1
−x ,

3. με μία οριζόντια μετατόπιση προς τα δεξιά κατά 2 παίρνουμε τη
γραφική παράσταση της 1

−(x−2) , δηλαδή τη γραφική παράσταση της
1

2−x , και, τέλος,

4. σχεδιάζοντας και τη συμμετρική της 1
2−x ως προς τον άξονα x ′x και

κρατώντας τα τμήματα που είναι πάνω από τον άξονα x ′x παίρνουμε
τη γραφική παράσταση της

∣∣∣ 1
−(x−2)

∣∣∣, δηλαδή της f.

´Ολα αυτά φαίνονται, διαδοχικά, στο σχήμα 2.

Παράδειγμα 6.3. Αν f(x) = 2−
√
1+ |x|, με x ∈ R, τότε, για να χαράξουμε

τη γραφική παράσταση της f πρέπει να ακολουθήσουμε τα εξής βήματα:

1. σχεδιάζουμε τη γραφική παράσταση της
√
x,

2. με μία μετατόπιση κατά 1 προς τα αριστερά σχεδιάζουμε τη γραφική
παράσταση της

√
x− (−1), δηλαδή της

√
x+ 1,

https://aftermathsgr.wordpress.com/
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x

y

O

y = 1
x

y = − 1
x

y = 1
2−x

y = − 1
2−x

y = f(x)

2

Σχήμα 2: Η γραφική παράσταση της f(x) =
∣∣∣ 1
2−x

∣∣∣
3. σχεδιάζοντας τη συμμετρική της ως προς τον άξονα x ′x παίρνουμε

τη γραφική παράσταση της −
√
x+ 1,

4. με μία κατακόρυφη μετατόπιση κατά 2 προς τα πάνω παίρνουμε τη
γραφική παράσταση της 2−

√
x+ 1 και, τέλος,

5. σχεδιάζοντας τη γραφική παράσταση της 2 −
√
1− x και κρατώντας,

αν x ≥ 0 τη γραφική παράσταση της 2 −
√
1+ x και αν x < 0 τη

γραφική παράσταση της 2−
√
1− x παίρνουμε τη γραφική παράσταση

της 2−
√
1+ |x|, δηλαδή της f(x).

´Ολα αυτά φαίνονται, διαδοχικά, στο σχήμα 3.

7 Μονοτονία

Παράδειγμα 7.1. Αν f(x) = 2√
x−2 , με x ∈ (2,+∞), τότε, για την μονοτονία

της f έχουμε, αν x1, x2 ∈ (2,+∞) με x1 < x2:

x1 < x2 ⇒ x1 − 2 < x2 − 2⇒ √
x1 − 2 <

√
x2 − 2

⇒ 1√
x1 − 2

>
1√
x2 − 2

⇒ 2√
x1 − 2

>
2√
x2 − 2⇒ f(x1) > f(x2)

https://aftermathsgr.wordpress.com/
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x

y

O

y =
√
x

y =
√
x+ 1

y = −
√
x+ 1

y = 2−
√
1− x

y = f(x)

Σχήμα 3: Η γραφική παράσταση της f(x) = 2−
√
1+ |x|

επομένως, αφού έχουμε ότι:

x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2)

η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (2,+∞).

Παράδειγμα 7.2. Αν f(x) = x5+x3+x+1, με x ∈ R, τότε, για την μονοτονία
της f έχουμε, αν x1, x2 ∈ (2,+∞) με x1 < x2:

x1 < x2 ⇒ x31 < x
3
2 (1)

και
x1 < x2 ⇒ x51 < x

5
2 (2)

και
x1 < x2 ⇒ x1 + 1 < x2 + 1 (3)

Προσθέτοντας τις (1), (2) και (3) κατά μέλη έχουμε:

x51 + x
3
1 + x1 + 1 < x52 + x32 + x2 + 1⇔ f(x1) < f(x2)

επομένως η f είναι γνησίως αύξουσα στο R.

Παράδειγμα 7.3. Αν f(x) = ln(1 + x2), με x ∈ R τότε, για την μονοτονία
της f πρέπει να είμαστε πρώτα λίγο προσεκτικοί. Αν ξεκινήσουμε όπως
πριν και πάρουμε x1, x2 ∈ R με x1 < x2 τότε δεν μπορούμε να πάμε και
πολύ παρακάτω, διότι η συνεπαγωγή:

x1 < x2 ⇒ x21 < x
2
2

https://aftermathsgr.wordpress.com/
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δεν είναι αληθής για κάθε x1, x2 ∈ R (πάρτε, για παράδειγμα x1 = −2 και
x2 = 1). Επίσης, δεν ισχύει ούτε η συνεπαγωγή:

x1 < x2 ⇒ x21 > x
2
2

οπότε δεν μπορούμε να προχωρήσουμε όπως πριν, «χτίζοντας» τον τύπο
της f. Είμαστε όμως αρκετά τυχεροί έτσι ώστε να ισχύουν οι δύο ακόλου-
ϑες ανισότητες Σχόλιο

Για την απόδειξή τους
μπορείτε είτε να χρησιμο-
ποιήσετε τις ιδιότητες του
πολλαπλσιασμού αριθμών
είτε να παρατηρήσετε ότι
και οι δύο προκύπτουν ά-
μεσα από τη γραφική πα-
ράσταση της συνάρτησης
f(x) = x2.

:

x1 < x2 ⇒ x21 < x
2
2 για κάθε x1, x2 ∈ [0,+∞)

και
x1 < x2 ⇒ x21 > x

2
2 για κάθε x1, x2 ∈ (−∞,0].

Επομένως, μπορούμε να εργαστούμε ξεχωριστά στα δύο διαστήματα [0,+∞)
και (−∞,0]. ´Εστω, λοιπόν, πρώτα x1, x2 ∈ [0,+∞) με x1 < x2. Τότε, δια-
δοχικά έχουμε:

x1 < x2 ⇒ x21 < x
2
2⇒ 1+ x21 < 1+ x22⇒ ln(1+ x21 ) < ln(1+ x22)⇒ f(x1) < f(x2)

άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο [0,+∞).
´Εστω τώρα x1, x2 ∈ (−∞,0] με x1 < x2. Τότε, διαδοχικά έχουμε:

x1 < x2 ⇒ x21 > x
2
2⇒ 1+ x21 > 1+ x22⇒ ln(1+ x21 ) > ln(1+ x22)⇒ f(x1) > f(x2)

άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞,0].
Εδώ, μπορούμε, επιπρόσθετα, να έχουμε και ένα συμπέρασμα για τα

ακρότατα της f. Ξεκινώντας από τη γνωστή ανισότητα x2 ≥ 0, έχουμε,
διαδοχικά:

x2 ≥ 0⇒ 1+ x2 ≥ 1⇒ ln(1+ x2) ≥ ln 1 = 0⇒ f(x) ≥ 0.

Επειδή, τώρα, f(0) = 0, έχουμε ότι:

f(x) ≥ f(0)

άρα η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 0, το f(0) = 0. ´Ολα αυτά μπο-
ρούμε να τα αναπαραστήσουμε και σε έναν πίνακα όπως ο πίνακας 1
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x −∞ 0 +∞
f(x)

Ολ. Ελ.

Πίνακας 1: Η μονοτονία και τα ακρότατα της f.

Παράδειγμα 7.4. Αν f(x) = συν2 x
1+συν2 x με x ∈ R, τότε, δεν μπορούμε να πούμε

κάτι για τη μονοτονία της f με σχετική ευκολία Σχόλιο

Αν ϑέλετε μπορείτε να α-
ξιοποιήσει την μονοτονί-
α της συνάρτησης συν x
στα διαστήματα [0, π] και
[π, 2π] καθώς και το πρό-
σημο της συνάρτησης συν x
και να προσπαθήσετε να
«χτίσετε» τον τύπο της f.

, μπορούμε όμως να βρούμε
τα ακρότατα της συνάρτησης. Πιο συγκεκριμένα, ας ξαναγράψουμε τον
τύπο της συνάρτησης f ως εξής:

f(x) =
συν2 x

1+ συν2 x
=

1+ συν2 x− 1
1+ συν2 x

=

=
1+ συν2 x
1+ συν2 x

−
1

1+ συν2 x
= 1− 1

1+ συν2 x
.

Τώρα, από τις ανισότητες y2 ≥ 0 και συν x ≤ 1 παίρνουμε την ακόλουθη
διπλή ανισότητα:

0 ≤ συν2 x ≤ 1

οπότε, διαδοχικά, έχουμε:

0 ≤ συν2 x ≤ 1⇔ 1 ≤ 1+ συν2 x ≤ 2

⇔ 1 ≥ 1
1+ συν2 x

≥ 1
2⇔ −1 ≤ −

1
1+ συν2 x

≤ −
1
2⇔ 1− 1 ≤ 1− 1

1+ συν2 x
≤ 1− 1

2⇔ 0 ≤ f(x) ≤ 1
2
.

Επειδή, τώρα, f(0) = 1
1+1 =

1
2 και f

(
π
2
)
= 0

1+0 = 0, έχουμε ότι:

f

(
π

2

)
≤ f(x) ≤ f(0)

οπότε, από την πρώτη ανισότητα παίρνουμε ότι η f παρουσιάζει ολικό
ελάχιστο στο π

2 , το 0, ενώ από τη δεύτερη ανισότητα παίρνουμε ότι η f
παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 0, το 1

2 .
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8 Συναρτήσεις «1-1»

Παράδειγμα 8.1. Αν f(x) = ln(2x+3), x > −3
2 , τότε η f είναι 1-1. Πράγματι,

αν x, y > − 2
3 με f(x) = f(y) τότε έχουμε:

f(x) = f(y)⇔ ln(2x+ 3) = ln(2y+ 3)⇔ eln(2x+3) = eln(2y+3)

⇔ 2x+ 3 = 2y+ 3⇔ 2x = 2y⇔ x = y

άρα, από το αντιθετοαντίστροφο του ορισμού, η f είναι 1-1.

9 Αντίστροφη συνάρτηση

Παράδειγμα 9.1. Αν f(x) = x−1
x+1 , με x 6= −1, τότε η f είναι 1-1. Πράγματι,

έστω x, y ∈ (−∞,−1) ∪ (−1,+∞) με f(x) = f(y). Τότε:

f(x) = f(y)⇔ x− 1
x+ 1

=
y− 1
y+ 1⇔ (x− 1)(y+ 1) = (y− 1)(x+ 1)⇔ xy+ x− y− 1 = xy+ y− x− 1⇔ x− y = y− x⇔ 2x = 2y⇔ x = y

άρα η f είναι 1-1, άρα αντιστρέψιμη. Ο τύπος της f−1 είναι ο:

y = f(x)⇔ y =
x− 1
x+ 1⇔ y(x+ 1) = x− 1⇔ yx+ y = x− 1⇔ yx− x = −y− 1⇔ x(y− 1) = −y− 1

⇔ x =
−y− 1
y− 1

, y 6= 1

⇔ x =
y+ 1
1− y

, y 6= 1.

Επομένως, ο τύπος της f−1 είναι:

f−1(y) =
y+ 1
1− y
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ή, αν προτιμάτε:
f−1(x) =

x+ 1
1− x

και το πεδίο ορισμού της είναι το

Df−1 = (−∞, 1) ∪ (1,+∞)

το οποίο είναι και το σύνολο τιμών της f.

10 Επίλυση εξισώσεων και ανισώσεων

Παράδειγμα 10.1. Αν ϑέλουμε να λύσουμε την εξίσωση

x− 1 = e− ln x

τότε, αφού ξεχωρίσουμε γνωστούς από αγνώστους έχουμε:

x+ ln x = 1+ e

η οποία, αν ϑεωρήσουμε τη συνάρτηση f(x) = x + ln x (η οποία όπως
έχουμε δει είναι 1-1) γράφεται:

f(x) = 1+ e.

Εδώ σταματάμε και σκεφτόμαστε: για ποια τιμή a > 0 έχουμε ότι f(a) =
1+ e; Μετά από λίγες δοκιμές, καταλήγουμε στο ότι f(e) = e+ ln e = e+ 1,
οπότε η εξίσωση παίρνει τη μορφή:

f(x) = f(e)

οπότε, αφού η f είναι 1-1, έχουμε ότι η λύση της εξίσωσης είναι η x = e.

Παράδειγμα 10.2. Αν ϑέλουμε να λύσουμε την εξίσωση:

ex +
√
x+ 1 = 1

τότε, ϑεωρώντας της συνάρτηση f με τύπο:

f(x) = ex +
√
x+ 1, x ≥ −1

έχουμε ότι αυτή είναι 1-1. Επειδή είναι δύσκολο να χειριστούμε την εξίσωση
f(x) = f(y) λόγω του εκθετικού, ϑα δείξουμε ότι η f είναι γνησίως μονότονη.
´Εστω x1, x2 ∈ [−1,+∞) με x1 < x2. Τότε, διαδοχικά έχουμε:

x1 < x2 ⇒ x1 + 1 < x2 + 1⇒ √
x1 + 1 <

√
x2 + 1 (1)

x1 < x2 ⇒ ex1 < ex2 (2)

και, προσθέτοντας τις (1) και (2) παίρνουμε:

ex1 +
√
x1 + 1 < ex2 +

√
x2 + 1⇒ f(x1) < f(x2)
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άρα η f είναι γνησίως αύξουσα, άρα και 1-1. Οπότε, η δοσμένη εξίσωση
γράφεται:

f(x) = 1

και, παρατηρώντας ότι f(0) = 1, η δοσμένη εξίσωση γράφεται:

f(x) = f(0)

και, αφού η f είναι 1-1, έχουμε ότι η λύση της εξίσωσης είναι η x = 0.

Παράδειγμα 10.3. Αν ϑέλουμε να λύσουμε την ανισότητα:

ex +
√
x+ 1 ≤ 1

τότε, ϑεωρούμε την γνησίως αύξουσα συνάρτηση:

f(x) = ex +
√
x+ 1 x ≥ −1

οπότε η ανισότητα γράφεται:

f(x) ≤ f(0)⇒ x ≤ 0.

Συναληθεύοντας και με τον περιορισμό x ≥ −1, οι λύσεις της δοσμένης
ανισότητας είναι όλοι οι αριθμοί x ∈ [−1,0].

11 Γενικά ϑέματα

Θέμα 1

Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο:

f(x) =
x

x− 3
.

1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. (1 μονάδα)

2. Να την μελετήσετε ως προς την μονοτονία.

3. Να δείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιμη και να βρείτε την αντί-
στροφή της.

4. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.

5. Να λύσετε την ανίσωση:

f−1(x− 2) > 4.

6. Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της |f|.
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Λύση. 1. Πρέπει x− 3 6= 0⇔ x 6= 3, επομένως:

Df = (−∞, 3) ∪ (3,+∞).

2. Ξαναγράφουμε τον τύπο της f (όπως έχουμε κάνει τόσες φορές) ως
εξής:

f(x) =
x

x− 3
=
x− 3+ 3
x− 3

=

=
x− 3
x− 3

+
3

x− 3
= 1+ 3

x− 3
.

´Εστω, τώρα, x1, x2 ∈ (3,+∞). Διαδοχικά:

x1 < x2⇒ x1 − 3 < x2 − 3

⇒ 1
x1 − 3

>
1

x2 − 3

⇒ 3
x1 − 3

>
3

x2 − 3

⇒ 1+ 3
x1 − 3

> 1+ 3
x2 − 3⇒ f(x1) > f(x2),

επομένως η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (3,+∞). Ομοίως δείχνουμε
ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, 3).

3. Πριν προχωρήσουμε στη λύση να παρατηρήσουμε ότι το επιχείρημα

«γνησίως φθίνουσα, άρα 1-1» δεν έχει εδώ εφαρμογή, αφού η f δεν

είναι γνησίως μονότονη σε όλο το πεδίο ορισμού της!

Με βάση τον ορισμό Σχόλιο

Για την ακρίβεια, το α-

ντιθετοαντίστροφο του ο-
ρισμού.

, έστω x, y ∈ Df με f(x) = f(y). Διαδοχικά:

f(x) = f(y)

⇒ x

x− 3
=

y

y− 3⇒ x(y− 3) = y(x− 3)⇒ xy− 3x = xy− 3y⇒ −3x = −3y⇒ x = y,

άρα η f είναι 1-1, άρα αντιστρέψιμη. Για την εύρεση της αντίστροφης,
διαδοχικά έχουμε:

f(x) = y

⇒ x

x− 3
= y

⇒ x = y(x− 3)⇒ x = xy− 3y
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⇒ x− xy = −3y⇒ x(1− y) = −3y

⇒ x =
3y
y− 1

;ρα f−1(x) = 3x
x−1 .

4. Το σύνολο τιμών της f, f(Df), είναι το πεδίο ορισμού της αντίστρο-
φης, επομένως, εύκολα βλέπουμε ότι (x− 1 6= 0):

Df−1 = (−∞, 1) ∪ (1,+∞),

επομένως το σύνολο τιμών της f είναι το (−∞, 1) ∪ (1,+∞).

5. Εδώ ϑέλει λίγη προσοχή. ´Ενας τρόπος είναι να αντικαταστήσουμε
τον τύπο της f−1 και να κάνουμε κανονικά τις πράξεις, όπως ξέρουμε
από την πρώτη λυκείου. Αναλυτικά:

f−1(x− 2) > 4

⇔ 3(x− 2)
x− 3

> 4

⇔ 3x− 6
x− 3

− 4 > 0

⇔ 3x− 6− 4(x− 3)
x− 3

> 0

⇔ 3x− 6− 4x+ 12
x− 3

> 0

⇔ −x+ 6
x− 3

> 0

⇔ (−x+ 6)(x− 3) > 0⇔ x ∈ (3, 6).

Αν όμως ϑέλουμε να εκμεταλλευτούμε όσα έχουμε ως τώρα (μονοτο-
νία κ.λπ.), πρέπει να προσέξουμε τα παρακάτω Σχόλιο

Στην προκειμένη, ϑα κά-
νουμε, απλά, τη ζωή μας
δύσκολη, για μια τόσο α-
πλή ανισότητα. Γενικά,
πάντα να έχετε κατά νου
ότι δεν είναι μονόδρομος
αυτά που μαθαίνουμε φέ-
τος και, το σημαντικότερο,
να μην ξεχνάτε τα όσα έχε-
τε μάθει, απλά επειδή φέ-
τος «δίνουμε Πανελλήνιες»!

:

• Πρώτα ελέγχουμε πότε x − 2 ∈ Df−1 , οπότε πρέπει x − 2 6= 1,
δηλαδή x 6= 3.

• Στη συνέχεια, πρέπει να διακρίνουμε περιπτώσεις, διότι, η f δεν
είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το πεδίο ορισμού της, άρα δεν
μπορούμε, «αέρα, πατέρα», να χρησιμοποιήσουμε τη μονοτονία
της.

6. Σχεδιάζουμε, διαδοχικά, τις γραφικές παραστάσεις των 3
x ,

3
x−3 , 1+

3
x−3 ,

−1− 3
x−3 και, τέλος την |f|. Στο σχήμα 1 φαίνεται μόνο η |f|.

https://aftermathsgr.wordpress.com/


Μάρκος Βασίλης
aftermathsgr.wordpress.com

19 Μαθηματικός
vassileiosmarkos@gmail.com

x

y

x = 3

Σχήμα 4: Η γραφική παράσταση της |f|.

Θέμα 2

Δίνεται η συνάρτηση f : [0,+∞)→ R με τύπο:

f(x) = ln (x+ ex) + 2x.

1. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία.

2. Να δείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιμη και να λύσετε την εξί-
σωση:

f(x) = ln
(
e2 + e3

)
.

3. Να μελετήσετε την f−1 ως προς την μονοτονία και στη συνέχεια
να δείξετε ότι:

f−1(ln 12) < 1.

4. Θεωρούμε τώρα την εξίσωση:

xe2x + e3x − 1 = 0. (†)

(αʹ) Να δείξετε ότι κάθε λύση της εξίσωσης (†) είναι και ρίζα
της f.

(βʹ) Να λύσετε την εξίσωση (†).

Λύση. 1. ´Εστω x1, x2 ∈ (0,+∞) με x1 < x2. Διαδοχικά:

x1 < x2 ⇒ ex1 < ex2 , (1)
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οπότε, αφού x1 < x2, προσθέτοντας κατά μέλη:

x1 + e
x1 < x2 + e

x2 ⇒ ln(x1 + ex1) < ln(x2 + ex2). (2)

Επίσης,
x1 < x2 ⇒ 2x1 < 2x2, (3)

οπότε, προσθέτοντας κατά μέλη τις (2) και (3), έχουμε ότι:

f(x1) < f(x2),

άρα η f είναι γνησίως αύξουσα.

2. Η f είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού της, άρα και 1-1, άρα
και αντιστρέψιμη. Μετά από λίγη προσπάθεια, παρατηρούμε ότι:

f(x) = ln(x+ ex) + 2x = ln(x+ ex) + ln e2x = ln(xe2x + e3x).

Τώρα είναι εμφανές ότι f(1) = ln(e2 + e3), οπότε η δοσμένη εξίσωση
γράφεται:

f(x) = f(1) 1−1⇔ x = 1.

Επομένως, η εξίσωση έχει μία και μοναδική λύση — αφού η f είναι
1-1, την x = 1.

3. Από τη γενική ϑεωρία γνωρίζουμε ότι οι f και f−1 «μοιράζονται» την
ίδια μονοτονία, επομένως η f−1 είναι γνησίως αύξουσα στο Σχόλιο

Αν ϑέλετε, αν και δεν
χρειάζεται, μπορείτε εύκο-
λα να το δείξετε μέσω του
ορισμού, με απαγωγή σε ά-
τοπο.

R. Για τη
ζητούμενη ανισότητα, παρατηρούμε ότι:

• αφού e > 2, έπεται ότι e2 > 4 και e3 > 8, άρα e2 + e3 > 12, άρα,

ln(e2 + e3) > ln 12.

• από το προηγούμενο ερώτημα:

f−1(ln(e2 + e3)) = 1.

• από την μονοτονία της f−1:

f−1(ln(e2 + e3)) > f−1(ln 12).

Από όλα τα παραπάνω, έχουμε:

f−1(ln 12) < f−1(ln(e2 + e3)) = 1.

4. ´Εχουμε:

(αʹ) Αν x0 είναι μία λύση της εξίσωσης (†), τότε:

x0e
2x0 + e3x0 = 1,

άρα:
f(x0) = ln

(
x0e

2x0 + e3x0
)
= ln 1 = 0,

δηλαδή το x0 είναι ρίζα της f.
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(βʹ) Για να δούμε. . . Από το προηγούμενο, οι μόνοι αριθμοί που
είναι και υποψήφιες ρίζες της (†) είναι οι ρίζες της f. ´Ομως,
αφού f(0) = 0 και η f είναι 1-1, η μοναδική ρίζα της f είναι
το 0. ;ρα, αρκεί να εξετάσουμε αν το 0 είναι λύση της (†).
Αντικαθιστώντας βλέπουμε ότι:

0 · e0 + e0 − 1 = 0,

που ισχύει, άρα, η μοναδική λύση της (†) είναι η x = 0.

Θέμα 3

Δίνεται μία συνάρτηση f : R→ R που ικανοποιεί τη σχέση:

f(x+ y) = f(x) + f(y) − 1, για κάθε x, y ∈ R.

1. Να δείξετε ότι f(0) = 1.

2. Να δείξετε ότι f(−x) = 2− f(x) για κάθε x ∈ R.

3. Γίνεται η f να είναι άρτια; Γίνεται η f να είναι περιττή; Αν
ναι, ποιος είναι ο τύπος της f; Αν όχι, γιατί;

4. Να δείξετει ότι, για κάθε x, y ∈ R:

f(x− y) = f(x) − f(y) + 1.

5. Αν γνωρίζετε ότι η εξίσωση f(x) = 1 έχει μοναδική λύση:

(αʹ) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι 1-1 (άρα και αντιστρέ-
ψιμη).

(βʹ) Να βρείτε το f−1(1) και στη συνέχεια να λύσετε την εξί-
σωση:

f
(
x2f−1(x)

)
= 1.

Λύση.
Αντικαθιστούμε στη δοσμένη σχέση x = y = 0, οπότε:

f(0+ 0) = f(0) + f(0) − 1⇔ f(0) = 1.

Αντικαθιστούμε στη δοσμένη σχέση όπου y = −x, οπότε:

f(x− x) = f(x) + f(−x) − 1⇔ f(−x) = 1+ f(0) − f(x) = 2− f(x).

Για να είναι η f άρτια, πρέπει να ισχύει f(−x) = f(x), για κάθε x ∈ R. Τότε,
από το προηγούμενο ερώτημα ϑα είχαμε:

f(x) = f(−x) = 2− f(x)⇔ 2f(x) = 2⇔ f(x) = 1,
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επομένως, γίνεται, αρκεί η f να έχει τύπο f(x) = 1.
Για να είναι περιττή, πρέπει να ισχύει f(−x) = −f(x), για κάθε x ∈ R,

οπότε:
f(x) = −f(−x) = −(2− f(x))⇔ 0 = 2,

άρα, για να είναι η f περιττή, πρέπει να ισχύει 0 = 2. Επειδή αυτό δε
φαίνεται να ισχύει, μάλλον η f δεν μπορεί να είναι περιττή Σχόλιο

Εναλλακτικά, μπορείτε να
παρατηρήσετε ότι για κάθε
περιττή συνάρτηση ισχύει
f(0) = 0, που στην προκει-
μένη δεν ισχύει.

.
Αντικαθιστούμε στη δοσμένη σχέση όπου y το −y, οπότε, από τα προη-
γούμενα:

f(x− y) = f(x) + f(−y) − 1 = f(x) + 2− f(y) − 2 = f(x) − f(y) + 1.

´Εχουμε:

1. ´Εστω x, y ∈ R τέτοια ώστε f(x) = f(y). Τότε f(x) − f(y) = 0, οπότε,
από το προηγούμενο:

f(x− y) = f(x) − f(y) + 1 = 0+ 1 = 1.

´Ομως, η εξίσωσης f(x) = 1 έχει μοναδική λύση και, αφού f(0) = 1, η
λύση αυτή είναι το x = 0. Αφού f(x − y) = 1, έπεται ότι x − y = 0,
δηλαδή, x = y, οπότε η f είναι 1-1.

2. Αφού f(0) = 1, άμεσα έπεται ότι f−1(1) = 0. Για τη δοσμένη εξίσωση,
παρατηρούμε ότι αυτή γράφεται:

f
(
x2f−1(x)

)
= f(0) 1−1⇔ x2f−1(x) = 0,

οπότε είτε x2 = 0 ⇔ x = 0 είτε f−1(x) = 0, δηλαδή x = 1, αφού η
f−1 είναι 1-1. Επομένως, οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι x1 = 0 και
x2 = 1.

Μία συνάρτηση με όλες αυτές τις ιδιότητες που δεν είναι άρτια είναι η

f(x) = x+ 1.

Θέμα 4

Δίνεται η συνάρτηση:
f(x) = 2+ 1

x+ 1
.

1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f.

2. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία.

3. Να δείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιμη και να βρείτε την αντί-
στροφή της, f−1.

4. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.

5. Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της f.

https://aftermathsgr.wordpress.com/


Μάρκος Βασίλης
aftermathsgr.wordpress.com

23 Μαθηματικός
vassileiosmarkos@gmail.com

Λύση. 1. Πρέπει x+ 1 6= 0⇔ x 6= −1. Επομένως:

Df = (−∞,−1) ∪ (−1,+∞).

2. ´Εστω x1, x2 ∈ (−∞,−1) με x1 < x2. Διαδοχικά, έχουμε:

x1 < x2 ⇔ x1 + 1 < x2 + 1⇔⇔ x1 + 1 < x2 + 1⇔
⇔ 1
x1 + 1

>
1

x2 + 1
⇔

⇔ 2+ 1
x1 + 1

> 2+ 1
x2 + 1

⇔
⇔ f(x1) > f(x2),

επομένως η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞,−1).
Ομοίως, έστω x1, x2 ∈ (−1,+∞) με x1 < x2. Διαδοχικά, έχουμε:

x1 < x2 ⇔ x1 + 1 < x2 + 1⇔⇔ x1 + 1 < x2 + 1⇔
⇔ 1
x1 + 1

>
1

x2 + 1
⇔

⇔ 2+ 1
x1 + 1

> 2+ 1
x2 + 1

⇔
⇔ f(x1) > f(x2),

επομένως η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (−1,+∞).

3. Θα αποδείξουμε, πρώτα, ότι η f είναι «1-1». ´Εστω x1, x2 ∈ Df με
f(x1) = f(x2). Διαδοχικά, έχουμε:

f(x1) = f(x2)⇔ 2+ 1
x1 + 1

= 2+ 1
x2 + 1

⇔
⇔ 1
x1 + 1

=
1

x2 + 1
⇔

⇔ x1 + 1 = x2 + 1⇔⇔ x1 = x2,

επομένως η f είναι «1-1».
Για να βρούμε την αντίστροφη της f, έστω y ∈ R και x ∈ Df. Τότε:

f(x) = y⇔ 2+ 1
x+ 1

= y⇔
⇔ 1
x+ 1

= y− 2⇔
⇔ x+ 1 = 1

y− 2
⇔

⇔ x =
1

y− 2
− 1,

επομένως, f−1(x) =
1

x− 2
− 1 με x 6= 2.
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x

y

Σχήμα 5: Οι γραφικές παράστασεις των 1
x
, 1
x+ 1

και f(x).

4. ´Εχουμε:
f(Df) = Df−1 = (−∞, 2) ∪ (2,+∞).

5. Ξεκινώντας από τη γραφική παράσταση της 1
x

(ισοσκελής υπερβολή),
με μία μετατόπιση προς τα αριστερά κατά 1 παίρνουμε τη γραφική
παράσταση της 1

x+ 1
και με μία μετατόπιση προς τα πάνω κατά 2

παίρνουμε τη γραφική παράσταση της f(x), όπως φαίνεται και στο
σχήμα 5.
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Θέμα 5

´Εστω f, g : R→ R δύο συναρτήσεις με:

• g(x) = ex + x3 − 1, με x ∈ R,

• g(f(x)) = x, για κάθε x ∈ R.

1. Να μελετήσετε την g ως προς την μονοτονία.

2. Να λύσετε την εξίσωση:

ex + x3 − 1 = 0.

3. Να λύσετε την ανίσωση:

ex < e+ 1− x3.

4. Να λύσετε την εξίσωση:

f(0)x2020 + f(e)x2 − 1
x+ 1

= 0.

5. Να δείξετε οτι η f είναι γνησίως αύξουσα και να λύσετε την
ανίσωση:

f
(
eg(x) + g3(x) − 1

)
≥ 0.

Λύση. 1. ´Εστω x1, x2 ∈ R με x1 < x2. ´Εχουμε:

x1 < x2 ⇔ x31 < x
3
2 ⇔ x31 − 1 < x32 − 1 (1)

x1 < x2 ⇔ ex1 < ex2 . (2)

Προσθέτοντας κατά μέλη, έχουμε:

ex1 + x13 − 1 < ex2 + x32 − 1⇔ g(x1) < g(x2),

επομένως, η g είναι γνησίως αύξουσα στο R.

2. Παρατηρούμε ότι η δοσμένη εξίσωση γράφεται στη μορφή:

g(x) = g(0),

αφού f(0 = e0 − 0− 1 = 1− 1 = 0. Επομένως, δεδομένου ότι η g είναι
«1-1» (ως γνησίως αύξουσα), έπεται ότι:

g(x) = g(0) g:«1-1»⇐==⇒ x = 0.

3. Παρατηρούμε ότι η ανίσωση μπορεί να γραφεί στη μορφή:

ex + x3 − 1 < e⇔ g(x) < g(1),

δεδομένου ότι g(1) = e1+1−1 = e. Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα,
έχουμε:

g(x) < g(1)⇔ x < 1.
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4. Αντικαθιστώντας στη σχέση g(f(x)) = x διαδοχικά όπου x = 0 και
όπου x = e, έχουμε:

g(f(0)) = 0⇔ g(f(0)) = g(0) g:«1-1»⇐==⇒ f(0) = 0,

g(f(e)) = e⇔ g(f(e)) = g(1) g:«1-1»⇐==⇒ f(e) = 1,

οπότε η δοσμένη εξίσωση γράφεται:

x2 − 1
x+ 1

= 0⇔ (x− 1)(x+ 1)
x+ 1

= 0⇔ x = ±1.

Επειδή πρέπει x+ 1 6= 0⇔ x 6= −1, έχουμε x = 1.

5. Υποθέτουμε, προς άτοπο, ότι η f δεν είναι γνησίως αύξουσα. Επο-
μένως, υπάρχουν x1, x2 ∈ R με x1 < x2 και f(x1) ≥ f(x2). Τότε, αφού
η g είναι γνησίως αύξουσα, έχουμε:

f(x1) ≥ f(x2)⇔ g(f(x1)) ≥ g(f(x2))⇔ x1 ≥ x2,

άτοπο, αφού x1 < x2. Επομένως η f είναι γνησίως αύξουσα.
Για τη δοσμένη ανισότητα, παρατηρούμε ότι αυτή γράφεται στη μορ-
φή:

f(g(g(x))) ≥ 0⇔ f(g(g(x)) ≥ f(0).

Αφού η f είναι γνησίως αύξουσα, ισοδύναμα:

g(g(x)) ≥ 0⇔ g(g(x)) ≥ g(0).

Αφού η g είναι γνησίως αύξουσα, ισοδύναμα:

g(x) ≥ 0⇔ g(x) ≥ g(0).

Τέλος, αφού η g είναι γνησίως αύξουσα:

x ≥ 0.
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Θέμα 6

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x5 + 2x3

3
με x ∈ [−1, 1].

1. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και να βρείτε το
σύνολό τιμών της.

2. Να δείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιμη (1 μονάδα) και να βρείτε,
αν υπάρχουν, τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της
f με αυτήν της f−1.

3. Να λύσετε την εξίσωση:

f−1(f(x+ 1) − 1) = 0,

όπου f−1 είναι η αντίστροφη της f.

4. Να δείξετε ότι υπάρχει (τουλάχιστον ένα) θ ∈ [0, π] τέτοιο ώστε
(6 μοναδες):

συν5 θ+ 2συν3 θ
3

=
π

8
.

Λύση. 1. ´Εστω x1, x2 ∈ [−1, 1] με x1 < x2. Τότε:

x1 < x2 ⇔ x31 < x
3
2 ⇔ 2x13 < 2x32 (3)

x1 < x2 ⇔ x51 < x
5
2, (4)

οπότε, προσθέτοντας κατά μέλη και διαιρώντας με το 3 έχουμε:

x51 + 2x31 < x52 + 2x32 ⇔ x51 + 2x31
3

<
x52 + 2x32

3
⇔ f(x1) < f(x2),

οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο [−1, 1].
Για το σύνολο τιμών της f, παρατηρούμε ότι:

−1 ≤ x ≤ 1⇔ −1 ≤ x3 ≤ 1⇔ −2 ≤ 2x3 ≤ 2 (5)
−1 ≤ x ≤ 1⇔ −1 ≤ x5 ≤ 1, (6)

οπότε, προσθέτοντας κατά μέλη και διαιρώντας με το 3 έχουμε:

−3 ≤ x5 + 2x3 ≤ 3↔ −1 ≤ f(x) ≤ 1,

επομένως, f([−1, 1]) = [−1, 1].

2. Η f είναι «1-1» ως γνησίως μονότονη, επομένως είναι και αντιστρέ-
ψιμη. Δεδομένου ότι είναι γνησίως αύξουσα, τα κοινά σημεία των
Cf και Cf−1 βρίσκονται επί της διχοτόμου y = x, επομένως αρκεί να
λύσουμε την εξίσωση f(x) = x:

f(x) = x⇔ x5 + 2x3

3
= x⇔
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⇔ x5 + 2x3 = 3x⇔⇔ x5 + 2x3 − 3x = 0⇔⇔ x(x4 + 2x2 − 3) = 0⇔⇔ x = 0 ή x4 + 2x2 − 3 = 0.

Για την εξίσωση x4 + 2x2 − 3 = 0 ϑέτουμε y = x2, οπότε:

y2 + 2y− 3 = 0⇔ . . .⇔ y = 1 ή y = −3.

Δεδομένου ότι y = x2 ≥ 0, η y = −3 απορρίπτεται, επομένως έχουμε:

y = 1⇔ x2 = 1⇔ x = ±1.

Επομένως, τα κοινά σημεία των Cf και Cf−1 είναι τα:

A(0, f(0)) = (0,0), B(1, f(1)) = (1, 1), C(−1, f(−1)) = (−1,−1).

3. Η f−1 είναι «1-1» (εξ ορισμού), και f−1(0) = 0, αφού f(0) = 0, οπότε
η δοσμένη εξίσωση ξαναγράφεται ως εξής:

f−1(f(x+ 1) − 1) = f−1(0) f−1:«1-1»⇐===⇒ f(x+ 1) − 1 = 0⇔ f(x+ 1) = 1.

Επειδή f(1) = 1 και η f είναι «1-1», έπεται ότι x + 1 = 1 ↔ x = 0.
Μπορείτε να επαληθεύσετε ότι το 0 είναι όντως λύση της εξίσωσης.

4. Παρατηρούμε ότι η ζητούμενη σχέση γράφεται ως:

f(συν θ) = π

8
.

Δεδομένου ότι π
8 ∈ [−1, 1] = f([−1, 1]), έπεται ότι υπάρχει x0 ∈ Df

τέτοιο ώστε:
f(x0) =

π

8
.

Παρατηρούμε ότι το σύνολο τιμών της συν x, x ∈ [0, π] είναι το [−1, 1],
επομένως, αφού x0 ∈ [−1, 1], υπάρχει κάποιο θ ∈ [0, π] τέτοιο ώστε:

συν θ = x0.

´Ετσι, έχουμε ότι:
f(συν θ) = f(x0) =

π

8
,

που ήταν το ζητούμενο.

Θέμα 7

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 1− e1−x, x ∈ R.

1. Να την μελετήσετε ως προς την μονοτονία.

2. Να δείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιμη και να βρείτε την αντί-
στροφή της.

3. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.

4. Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f.
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Λύση. 1. ´Εστω x1, x2 ∈ R με x1 < x2. Τότε:

x1 < x2⇒ −x1 > −x2⇒ 1− x1 > 1− x2⇒ e1−x1 > e1−x2⇒ −e1−x1 < −e1−x2⇒ 1− e1−x1 < 1− e1−x2⇒ f(x1) < f(x2),

άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο R.

2. Η f είναι γνησίως μονότονη στο πεδίο ορισμού της, άρα και 1-1, άρα
και αντιστρέψιμη. Για τον υπολογισμό της αντίστροφης έχουμε:

f(x) = y⇔ 1− e1−x = y⇔ −e1−x = −1+ y⇔ e1−x = 1− y⇔ 1− x = ln(1− y)⇔ −x = −1+ ln(1− y)⇔ x = 1− ln(1− y),

άρα f−1(x) = 1− ln(1− x).

3. Το σύνολο τιμών της f είναι το πεδίο ορισμού της αντίστροφης, επο-
μένως (οι πράξεις παραλείπονται ως εύκολες):

Rf = Df−1 = (−∞, 1).
4. Ξεκινώντας από τη γραφική παράσταση της ex, περνάμε στην e−x

και μετά στην e1−x και μετά στην −e1−x και, τέλος, στην f(x). Η
τελική γραφική παράσταση φαίνεται στο σχήμα 5.
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x

y

Θέμα 8

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ln(x+
√
x).

1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της.

2. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία.

3. Να δείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιμη και να υπολογίσετε το

f−1(ln e+ ln(1+ e)).

4. Να λύσετε την ανισότητα:

f(ex
2−4x+5) − ln e > ln(1+ e).

Λύση. 1. Αρχικά, πρέπει x ≥ 0, αφού έχουμε υπόρριζη παράσταση.
´Επειτα, για τον λογάριθμο απαιτούμε:

x+
√
x > 0⇔ √x(√x+ 1) > 0.

Το τελευταίο είναι γινόμενο ενός ϑετικού αριθμού (
√
x+ 1) με την

√
x.

Επομένως, αυτό που πρέπει (και αρκεί) να ισχύει είναι Σχόλιο

Μπορείτε να λύσετε αυ-
τήν την ανισότητα με 1002
τρόπους, όπως να ϑέσετε
κ.λπ.. . .

:
√
x > 0⇔ x > 0.

Τελικά:
Df = (0,+∞).

2. ´Εστω x1, x2 > 0 με x1 < x2. Διδαοχικά, έχουμε:

x1 < x2 ⇒ √x1 < √x2
και, προσθέτοντας κατά μέλη με την x1 < x2 έχουμε:

x1 +
√
x2 < x2 +

√
x2 ⇒ ln(x1 +

√
x1) < ln(x2 +

√
x2)⇒ f(x1) < f(x2),
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άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞).

3. Η f είναι γνησίως μονότονη, άρα 1-1, άρα και αντιστρέψιμη. Για το
f−1(ln e+ ln(1+ e)) παρατηρούμε ότι:

f(e2) = ln(e2 +
√
e2) = ln(e2 + e) = ln(e(e+ 1)) = ln e+ ln(e+ 1),

οπότε:
f−1(ln e+ ln(1+ e)) = f−1(f(e2)) = e2.

4. Η δοσμένη ανισότητα γράφεται ως εξής:

f
(
ex

2−4x+5
)
> ln e+ ln(1+ e) = f(e2).

Αφού η f είναι γνησίως αύξουσα, η ανισότητα γράφεται ως εξής:

ex
2−4x+5 > e2,

οπότε λογαριθμίζοντας, παίρνουμε:

x2 − 4x+ 5 > 2⇔ x2 − 4x+ 3 > 0,

η οποία λύνεται κατά τα γνωστά και μας δίνει:

x ∈ (−∞, 1) ∪ (3,+∞).

Σχόλιο: Παρατηρήστε ότι η ποσότητα ex
2−4x+5

είναι πάντα ϑετική

(> 0), άρα το πεδίο ορισμού της σύνθετης συνάρτησης f
(
ex

2−4x+5
)

είναι όλο το R, οπότε δεν προκύπτει επιπλέον περιορισμός για τις

λύσεις μας.

Θέμα 9

Δίνονται δύο συναρτήσεις f, g : R→ R με:

g(x) = x2017 + x2019

και η f ικανοποιεί τη σχέση:

f(x+ y− 1) > x+ y, για κάθε x, y ∈ R.

1. Να δείξετε ότι f(x) > x+ 1 για κάθε x ∈ R.

2. Να μελετήσετε την g ως προς την μονοτονία.

3. Να αποδείξετε την ανισότητα:

(g ◦ f)(x2 + 1) > g(x2 + 2).
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Λύση. 1. Θέτουμε y = 1 στη δοσμένη ανισότητα, οπότε:

f(x+ 1− 1) > x+ 1⇔ f(x) > x+ 1.

2. ´Εστω x1, x2 ∈ R με x1 < x2. Τότε:

x1 < x2 ⇒ x20171 < x2017

και
x1 < x2 ⇒ x20191 < x2019,

οπότε, προσθέτοντας κατά μέλη:

x20171 + x20191 < x20172 + x20192 ⇔ g(x1) < g(x2),

άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο R.

3. Ξεκινώντας από τη δοσμένη ανισότητα, ϑα καταλήξουμε σε κάτι που
ισχύει προχωρώντας με ισοδυναμίες (χρησιμποιούμε την μονοτονία
της g):

(g ◦ f)(x2 + 1) > g(x2 + 2)⇔ g(f(x2 + 1)) > g(x2 + 2)⇔ f(x2 + 1)) > x2 + 2.

Το τελευταίο ισχύει διότι από το πρώτο ερώτημα ισχύει f(x) > x+ 1,
οπότε, για x2 στη ϑέση του x προκύπτει το ζητούμενο.
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