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Γενική άσκηση στις παραγώγους (Κεφάλαια 1 και 2) 

 

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : 0,   με 
1

f 2ln 2
2

 
  

 
 και  

1
f e

e
  για την οποία ισχύει 

 2 2 2 1
x f x ln 0

x

 
  

 
 για κάθε x 0 . 

α) Να αποδείξετε ότι  
ln x

f x , x 0
x

  . 

β) Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα. 

γ) Να αποδείξετε ότι  
3

2lnx 3
f x ,x 0

x


     και στη συνέχεια να αποδείξετε ότι  για κάθε  

    3e      ισχύει 
 2 2

1 ln ln ln 1 ln      
 

   
 . 

δ) Να συγκρίνετε τους αριθμούς 
1

  και  1


   με 0  . 

ε) Να αποδείξετε ότι για κάθε e 2e    και x 0  είναι 
x ee x . 

στ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  
x

x    έχει ακριβώς δύο ρίζες στο  0,  με  . 

Νίκος Τούντας 
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Λύση 

α)    
 

   
2 2

2 2 2 2 2

2 2

ln x1 ln x ln x
x f x ln 0 f x f x f x

x x x x

 
        

 
 (1) 

 
ln x ln x

f x 0 0 0 ln x 0 x 1
x x

          

Για κάθε    x 0,1 1,   είναι  f x 0  και επειδή είναι συνεχής, διατηρεί σταθερό πρόσημο σε καθένα 

από τα διαστήματα    0,1 1,  . 

Είναι 
1

f 2ln 2 0
2

 
   

 
 άρα  f x 0  για κάθε  x 0,1 , οπότε η (1) γίνεται: 

   
ln x ln x

f x f x
x x

     . 

Είναι  
1

f e 0
e

   άρα  f x 0  για κάθε  x 1,  , οπότε η (1) γίνεται:  
ln x

f x
x

 . 

Για  x 1 : f 1 ln1 0    άρα είναι  
ln x

, 0 x 1
f 0

l
x

1

n x
, xx

, x
x

0











 


. 

 

β) Η f είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο:  
2

1 ln x
f x ,x 0

x


   και 

έχουμε  
2

1 ln x
f x 0 0 1 ln x 0 0 x e

x


          . H f είναι συνεχής στο e άρα έχουμε για 

     x 0,e : f x 0 f 0,e   m  και επίσης έχουμε ότι για      x e, : f x 0 f e,    ]  . Άρα η f 

παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο x = e το  
1

f e
e

 . 

 

γ) H f είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο: 

  
 2

4 4 3

1
x 1 ln x 2x

x 2x 2x ln x 2lnx 3xf x ,x 0
x x x

  
   

      και έχουμε ότι: 

  
x 0

3

3

2lnx 3 3
f x 0 0 2lnx 3 0 ln x x e

x 2


             

Αφού η f είναι συνεχής στο 
3x e  τότε για   3 3x e f x 0 f e ,     


m . 

Εφαρμόζουμε στο διάστημα   3, e ,   


 το ΘΜΤ για την συνάρτηση f και έχουμε ότι υπάρχει 

 ,    τέτοιο ώστε:  
   

 

ln ln ln ln

f f ln ln
f

     


        
     

        
  

Για      
 

f
3

2 2

1 ln ln ln 1 ln
e f f f

       
               

   

m

 

 

δ) Αν  0,e  έχουμε: 

    
 

     
f

1
ln 1ln

1 f f 1 1 ln ln 1 1
1


 

                       
  

m

  

Αν  e,   έχουμε: 

    
 

     
f

1
ln 1ln

1 f f 1 1 ln ln 1 1
1


 

                       
  

]
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Αν γ = e, τότε επειδή η f έχει μέγιστο στο x = e, είναι 

   
 

   
ln e 1 lne

f e 1 f e eln e 1 e 1 lne
e 1 e


        


       e ee 1 e 1

ln e 1 ln e e 1 e
 

      

 

ε) Είναι  x ee x x e ln x      (1) 

Είναι e 2e 0 e e         

Αν e   τότε η (1) ισχύει αφού x 0 . 

Αν e 2e    τότε η (1) γίνεται  
ln x 1 1

f x
x e e

  
   

 (2) 

Η f έχει μέγιστο το 
1

e
 άρα για να ισχύει η (2) πρέπει 

1 1
e e 2e

e e
       
 

 ισχύει. 

 

στ)      
x

x xν ln x ln
ν x x ln ln x x ln ln x f x f

x

  
               


. 

Αν ν = 2 τότε η εξίσωση έχει μοναδική και προφανή ρίζα στο  0,e  την x 2  αφού η f είναι γνησίως 

αύξουσα στο διάστημα αυτό.  

Έχουμε  
x Dx xLH

ln x 1
f x 0lim lim i

x x
l m



  



    και  
1

f e
e

 . 

Στο διάστημα   e,  η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα άρα:   

       
x

1
f e, f x , 0lim f e ,

e

       
  

Θα εξετάσουμε αν το   
ln 2

f e,
2

  : Είναι    
f ln 2 1

2 e f 2 f e
2 e

    
m

 και επειδή επίσης 
ln 2

0
2

  

υπάρχει      
ln 2

f e, : g
2

     άρα στο διάστημα   e,  η εξίσωση έχει μοναδική ρίζα την x    

άρα έχει ακριβώς δύο ρίζες στο  0,  σε αυτήν την περίπτωση. 

Αν 2   τότε η εξίσωση έχει μοναδική και προφανή ρίζα στο   e,  την x  .  

Επειδή  
x 0 x 0 x 0
lim lim l

x
im

ln x 1
f x ln x

x    

 
     

 
,  

1
f e

e
  και η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα 

 0,e  τότε έχουμε:     f 0,e ,e  . 

Θα εξετάσουμε αν το   
ln

f 0,e




: Είναι      

f 1
e f f e f

e
       

]

 άρα υπάρχει 

    
ln

f 0,e : f


  


 άρα στο διάστημα  0,e  η εξίσωση έχει μοναδική ρίζα την x    άρα έχει ακριβώς 

δύο ρίζες στο  0,  σε αυτήν την περίπτωση. 

 


