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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
 
      Οι σημειώσεις που κρατάτε στα χέρια σας έχουν σκοπό την υποστήριξη του 
διδακτικού έργου κατά τη διάρκεια του καλοκαιρινού μαθηματικού σχολείου που 
διοργανώνει η Ελληνική Μαθηματική Εταιρεία τον Αύγουστο του 2014. 
      Οι περισσότερες αφορούν θεωρία και ασκήσεις. Η έκτασή τους είναι πολύ 
μεγαλύτερη από τις ανάγκες της μιας διδακτικής εβδομάδας του καλοκαιρινού 
σχολείου δίνοντας κίνητρο στον μαθητή που αγαπάει τα μαθηματικά να ασχοληθεί 
και τον υπόλοιπο καιρό με αυτά. Πιστεύουμε ότι μπορούν να βοηθήσουν τον μαθητή 
και για το σχολείο του, αλλά και για την προσπάθεια του για επιτυχία στους 
μαθηματικούς διαγωνισμούς. 
      Οι σημειώσεις περιλαμβάνουν στοιχεία από την Άλγεβρα, τη Γεωμετρία, τη 
Θεωρία αριθμών και τη Συνδυαστική. 
      Η Επιτροπή διαγωνισμών της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας εκφράζει τις 
ευχαριστίες της προς όλους τους συναδέλφους που συνεισέφεραν για τη δημιουργία 
των σημειώσεων αυτών. 
 
 

Ιούνιος 2014 
 

Η Επιτροπή Διαγωνισμών της ΕΜΕ                              
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ι 
 

ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ 
 
      Στο Κεφάλαιο αυτό θεωρούμε γνωστές τις βασικές έννοιες του μονωνύμου, του 
πολυωνύμου και των πράξεών τους. Θα ασχοληθούμε με την ανάλυση πολυωνύμων 
σε γινόμενο παραγόντων, με ταυτότητες και με ρητά αλγεβρικά κλάσματα. 
      Οι συντελεστές των μονωνύμων και των πολυωνύμων θεωρούμε ότι παίρνουν τι-
μές από το σύνολο των πραγματικών αριθμών. 
 
      1. Ανάλυση πολυωνύμων σε γινόμενο παραγόντων 
 
      Ανάλυση πολυωνύμου σε γινόμενο παραγόντων ή απλούστερα παραγοντοποίηση 
είναι η γραφή ενός δεδομένου πολυωνύμου ως γινόμενο πολυωνυμικών παραγόντων. 
Οι πολυωνυμικοί παράγοντες που εμφανίζονται πρέπει να είναι του ελάχιστου δυνα-
τού βαθμού. 
      Η ανάλυση πολυωνύμου σε γινόμενο παραγόντων πολλές φορές δεν είναι δυνατή. 
Δεν υπάρχει γενικός κανόνας για την παραγοντοποίηση πολυωνύμων. Όμως, για ειδι-
κές μορφές πολυωνύμων δίνουμε μεθόδους παραγοντοποίησης. 
 
      (α) Πολυωνυμικές παραστάσεις που οι όροι τους έχουν κοινό παράγοντα 
       
      Παραδείγματα. 
      1. )32(32 22 βααβαββα −⋅=−  
      2. νννν αβαβαα 520105 221 =+− ++ )421( 22βααβ +−⋅  
      3. ]1)1(21[)1(3)1(3)1(6)1(3 222 +−−−⋅−=−+−−− yxyyxyxyxyx  

3 ( 1)( 1 2 2 1)x y y xy x= − − − + + 3 ( 1)( 2 2 ).x y y xy x= − − +  
 

     (β) Χωρισμός σε ομάδες 
      Στην περίπτωση αυτή η πολυωνυμική παράσταση χωρίζεται σε ομάδες, σε καθε-
μία από τις οποίες υπάρχει κοινός παράγοντας. Η παραγοντοποίηση είναι δυνατή, ό-
ταν μετά την παραγοντοποίηση τους οι ομάδες αυτές εμφανίζουν κοινόν παράγοντα. 
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      Παραδείγματα 
      1. )()( bybxayaxbybxayax +++=+++ )()( yxbyxa +⋅++⋅= )()( bayx +⋅+= . 
      2. 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 ( ) 2 ( )a x b x xa xb x a b x a b+ − − = + − + )2()( 222 xxba −⋅+= = 
           ).)(2( 22 baxx +−=  
 
      (γ)  Διαφορά τετραγώνων 
 
      Αν Α, Β είναι πολυωνυμικές  παραστάσεις, τότε: 
 

2 2 ( ) ( )A B A B A B− = + ⋅ −  
 

      Παραδείγματα 
      1. 6 4 3 2 2 2 3 2 3 2( ) ( ) ( )( ).x y x y x y x y− = − = + −  
      2. 4 4 2 2 2 216 81 (4 ) (9 )x y x y− = − 2 2 2 2(4 9 ) (4 9 )x y x y= − ⋅ +  
        )94(])3()2[( 2222 yxyx +⋅−= ).94()32()32( 22 yxyxyx +⋅+⋅−=  
 
      (δ) Πολυωνυμικές παραστάσεις της μορφής : 22 2 BABA +±  
 
      Αν Α, Β είναι πολυωνυμικές παραστάσεις, τότε: 

2222 2 BABABABABA +++=++  
)()( BABBAA +⋅++⋅= 2( ) ,A B= +  

δηλαδή έχουμε 
 

2 2 22 ( )A AB B A B+ + = +  
       
Ομοίως έχουμε 
 

222 )(2 BABABA −=+−  
 

      Παραδείγματα 
      1.  2222 )5(532)3(25309 yyxxyxyx +⋅⋅+=++ .)53( 2yx +=  
      2.  =+± νννν 22 2 yyxx 22 )(2)( νννν yyxx +⋅⋅± = 2)( νν yx ±  
      3.  2 2 2 2 2 2 2 2(4 5 ) (3 6 ) (4 5 3 6 ) [4 5 (3 6 )]x y y x x y y x x y y x− − − = − + − ⋅ − − −  
               )6354()22( 222 xyyxyx +−−⋅−−=  
               )810()(2 22 yxyx −⋅+−= ).45()(4 22 yxyx −⋅+−=  
 
      (ε) Τριώνυμα 
 
      Τριώνυμα είναι πολυωνυμικές παραστάσεις της μορφής 

γβα ++= xxxf 2)(  
με 0≠α  και ∈γβα ,, . 
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      Ο αριθμός αγβ 42 −=Δ  ονομάζεται διακρίνουσα του τριωνύμου )(xf  και ι-
σχύουν τα εξής: 

• ΑνΔ> 0, τότε το τριώνυμο )(xf  αναλύεται σε γινόμενο παραγόντων της 
μορφής )(xf ),)(( 21 xxxx −−=α όπου οι αριθμοί 1x , 2x  δίνονται από τους 
τύπους 

 

,
21 α

β Δ+−
=x    

α
β

22
Δ−−

=x  .  

 
            Πράγματι, αν 2 4β αγ− > 0, έχουμε 

2( )f x x xα β γ= + + = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

α
γβα x

a
x 2
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⎥
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⎢
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⎛ Δ
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⎜
⎝
⎛ +=

22

22 αα
βα x ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Δ
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Δ
−+=

αα
β

αα
βα

2222

2

xx = 

))(( 21 xxxx −−=α , 
            αν θέσουμε 

α
β

21
Δ+−

=x ,     
α

β
22

Δ+−
=x . 

• Αν Δ = 0, τότε: 
2

2
)( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

α
βα xxf . 

            Πράγματι, αν Δ = 0 έχουμε: 

=+++ γβα xxxf 2)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

α
γβα x

a
x 2

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ Δ
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 2

2

42 αα
βα x

2

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

α
βxa . 

• Aν Δ < 0, τότε το τριώνυμο )(xf  δεν αναλύεται σε γινόμενο πρωτοβάθμιων 
παραγόντων.   Πράγματι, αν Δ < 0, τότε έχουμε 

 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ Δ−
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=++= 2

2
2

42
)(

αα
βγβα xaxxxf

⎥
⎥
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⎢
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⎟⎟
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⎛ Δ−
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22

22 αα
βα x , 

 
δηλαδή το τριώνυμο )(xf  είναι γινόμενο του συντελεστή α επί μία παράσταση που 
είναι άθροισμα τετραγώνων. 
 
      Παραδείγματα 

1. Να παραγοντοποιήσετε το τριώνυμο 2( ) 4 3f x x x= − + . 
      Αφού είναι: ,1=α ,4−=β 3γ = και 04314)4(4 22 >=⋅⋅−−=−=Δ αγβ , οπότε 

     ,3
2

44
21 =

+
=

Δ+−
=

α
βx      2

4 4 1.
2 2

x β
α

− − Δ −
= = =  
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Έχουμε )1)(3(34)( 2 −−=+−= xxxxxf . 
2. Ομοίως για το τριώνυμο 12025)( 2 +−= xxxf , έχουμε 

03002514)20(,1,20,25 2 >=⋅⋅−−=Δ=−== γβα  και 

5
32

50
31020

252
30020

22,1
±

=
±

=
⋅
±

=
Δ±−

=
α

βx  

      Άρα είναι 

12025)( 2 +−= xxxf ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−=

5
32

5
3225 xx . 

 
      3.  Ομοίως για το τριώνυμο 1)( 2 ++= xxxf , είναι ,1=α  ,1=β  ,1=γ  και 

03412 <−=−=Δ , οπότε το τριώνυμο 1)( 2 ++= xxxf  δεν αναλύεται σε γινόμενο 
παραγόντων. 
 
      4.  Ομοίως για το τριώνυμο 168)( 2 +−= xxxf , είναι ,1=α  ,8−=β  ,16=γ  και 

01164)8( 2 =⋅⋅−−=Δ , οπότε : 

168)( 2 +−= xxxf 2
2

)4(
12
81 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
−

+⋅= xx . 

 
      (στ) Ανάλυση ενός όρου σε άθροισμα ή διαφορά άλλων όρων 
 
      Πολλές φορές, για την ανάλυση μιας πολυωνυμικής παράστασης σε γινόμενο πα-
ραγόντων, είναι αναγκαίο να αναλύσουμε έναν ή περισσότερους όρους σε άθροισμα 
ή διαφορά άλλων όρων. Έτσι, δίνεται η δυνατότητα να εφαρμόσουμε μία από τις 
προηγούμένες μεθόδους παραγοντοποίησης, π.χ. με τον χωρισμό σε ομάδες. 
 
      Παραδείγματα 
 
      1. Να αναλυθεί σε γινόμενο παραγόντων η παράσταση 

αβγγααγβγγβαββα 222222 ++++++=A . 
      Λύση 
                  αβγγααγβγγβαββα 222222 ++++++=A  
    )()()()( 222222 αβγαγβγγβαβγαβγαβα +++++++=  
    )()()()(2 γβαγγββγγβαβγβα +++++++=  
     ))(( 2 αγβγαβαγβ ++++=  
     [ ])()()( 2 αγβγαβαγβ ++++=  
     [ ])()(()( βαγβααγβ ++++=  
     )( γβ += ))(( γαβα ++ ))()(( αγγββα +++= . 
 
      2. Να αναλυθεί σε γινόμενο παραγόντων η παράσταση 

45)( 3 +−= xxxf . 
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      Λύση 
              45)( 3 +−= xxxf 443 +−−= xxx )1(4)1( 2 −−−= xxx  

                )1(4)1)(1( −−−+= xxxx ]4)1()[1( −+−= xxx )4)(1( 2 −+−= xxx  

                      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
−−=

2
171

2
171)1( xxx . 

 
      3. Να αναλυθεί σε γινόμενο παραγόντων η παράσταση 

43)( 23 +−= xxxf . 
      Λύση 

43)( 23 +−= xxxf 44 223 +−+= xxx )1(4)1( 22 −−+= xxx  
 

                            2( 1) [ 4( 1)]x x x= + ⋅ − − )44()1( 2 +−⋅+= xxx 2)2)(1( −+= xx . 
 
     (ζ) Αξιοσημείωτα πηλίκα της μορφής: νν βα ± , ∈ν N*. 
 
      Σύμφωνα με την ταυτότητα της τέλειας διαίρεσης κάθε παράσταση της μορφής 

νν βα − , ∈ν N διαιρούμενη με βα −  δίνει υπόλοιπο 0 και πηλίκο 
12322221 ... −−−−−− ++++++ νννννν βαββαβαβαα . 

      Έτσι έχουμε 
 

)...)(( 1221 −−−− ++++−=− νννννν βαββααβαβα . 
 

      Ειδικά για μν 2= , ∈μ N*, έχουμε 
  2222 )()( μμμμνν βαβαβα −=−=− )()( μμμμ βαβα +⋅−= . 
 
      Για παράδειγμα, έχουμε 
      1.  ))(( 2233 βαβαββα ++−=− a  
      2.  ))(( 43223455 βαββαβααββα +++−=− a  
      3.  ))(( 222244 βαββα +−=− a ))()(( 22 βαβαβα ++−=  
. 
      Για 12 += μν , ∈μ , η παράσταση νν βα +  διαιρούμενη με βα +  δίνει υπό-
λοιπο 0 και ισχύει η ισότητα: 
 

)...)(( 122321 −−−−− +−−+++=+ ννννννν βαββαβααβαβα . 
 

      Για παράδειγμα, έχουμε 
      1. ))(( 2233 βαβαββα +−+=+ a  
      2. ))(( 43223455 βαββαβααββα +−+−+=+ a  
      3. 7 7 2 2 6 5 4 2 3 3 2 4 5 6( )( )aα β β α α β α β α β α β αβ β+ = + − + − + − +  
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      Ειδικές περιπτώσεις 
 
      Για 12 += μν , ∈μ ∗ , η παράσταση νν βα +  διαιρούμενη με βα +  δίνει υπό-
λοιπο νβ2 , οπότε η παραπάνω μέθοδος δεν μπορεί να εφαρμοστεί. Αυτό όμως δεν 
σημαίνει ότι η παράσταση νν βα +  δεν αναλύεται σε γινόμενο παραγόντων. 
      Στην ειδική περίπτωση που το ν  είναι άρτιο πολλαπλάσιο περιττού αριθμού, έ-
στω μκν ⋅= 2 , όπου ∈κ ∗  και ∈μ ∗  περιττός , τότε  
                         2 2ν ν κμ κμα β α β+ = +   
                                       = 2 2( ) ( )κ μ κ μα β+   
                                       = 2 2 2 1 2 2 2 2 1( )[( ) ( ) ( ) ]κ κ κ μ κ μ κ κ μα β α α β β− − −+ − + +iii .                                              
      Για παράδειγμα, έχουμε: 
 
      1. 6 6 2 3 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )[( ) ( ) ]α β α β α β α α β β+ = + = + − +  
               2 2 4 2 2 4( )( )α β α α β β= + − + . 
      2. 52521010 )()( βαβα +=+  )()( 8624426822 ββαβαβααβα +−+−⋅+=  
      3. 34341212 )()( βαβα +=+  )()( 844844 ββααβα +−⋅+=  
 
      Στην ειδική περίπτωση που είναι κν 2= , ∈κ , 1>κ  έχουμε: 

( ) ( )222222 11 −−

+=+=+
κκκ

βαβαβα
κνν

     
( ) ( ) 111111 22222222 22

−−−−−−

−++=
κκκκκκ

βαβαβα ( ) ( )2211 22222 2
−−−−

−+=
κκκκ

βαβα  
( )22112211 22222222 22

−−−−−−−−

−+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++=

κκκκκκκκ

βαβαβαβα  

      Για παράδειγμα, έχουμε: 
 
      1. 22224444 22 βαβαβαβα −++=+ 22222 )2()( βαβα −+=  
                         )2)(2( 2222 αββααββα −+++=  
 
       2.  44448888 22 βαβαβαβα −++=+ 222244 )2()( βαβα −+=  
                          4 4 2 2 4 4 2 2( 2 )( 2 )α β α β α β α β= + + + −  
 
 
      (η) Συνδυασμός άλλων μεθόδων 
 
      Αναφέρουμε τις παρακάτω χαρακτηριστικές περιπτώσεις : 
 

+ + − =2 2 2 2 2Α 2ΑΒ Β Γ (Α +Β) - Γ = (Α +Β +Γ)(Α +Β -Γ)  
                                                   
 

2 2 2 2 2Α - 2ΑΒ +Β -Γ = (Α -Β) -Γ = (Α -Β +Γ)(Α -Β -Γ)                                      
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 Για παράδειγμα έχουμε 
 
      1.  22222 )2()34(492416 γβαγβαβα −+=−++ )234)(234( γβαγβα −+++=  
      2.  22222 )()5(225 γβαγβγβα −−=−+− [ ] [ ])(5()(5( γβαγβα −−⋅−+=  
              )5)(5( γβαγβα +−−+= . 
      3.  2222222244 44)2()(4 βαβαβαβα −++=+ 2222 )2()2( αββα −+=  
                )22)(22( 2222 αββααββα −+++= . 
      4.  4222244224 2 ββαβααββαα +−+=++ 224224 2 βαββαα −++=  
                                       222 )()( αββα −+= ))(( 2222 αββααββα −+++= . 
 
       (θ) Χρήση ταυτοτήτων 
 
      Η περίπτωση αυτή θα μελετηθεί στην επόμενη ενότητα των ταυτοτήτων. 
 
      (ι) Πολυώνυμα βαθμού 2ν >  
 
      Θεωρούμε το πολυώνυμο 1

1 1 0( ) ...f x x x xν ν
ν να α α α−

−= + + + + ,     0≠κα . 
      Σύμφωνα με τη θεωρία διαιρετότητας πολυωνύμων, αν για τον αριθμό ∈ρ  ι-
σχύει 0)( =ρf , τότε το πολυώνυμο ρ−x  διαιρεί το πολυώνυμο )(xf . Το πηλίκο 

)(xπ  της διαίρεσης αυτής, μπορεί να βρεθεί με το σχήμα Horner. Έτσι έχουμε 
)(xf = )( ρ−x )(xπ . 

      Ειδικότερα, για να είναι ο ακέραιος αριθμός ρ ρίζα του πολυωνύμου )(xf  με α-
κέραιους συντελεστές πρέπει ο αριθμός ρ να είναι διαιρέτης του σταθερού όρου 0α . 
Επομένως οι πιθανές ακέραιες ρίζες του πολυωνύμου )(xf  είναι οι διαιρέτες του 
σταθερού όρου 0α . 

      Επιπλέον, για να είναι ο ρητός αριθμός 
λ
κρ =  ρίζα του πολυωνύμου )(xf με α-

κέραιους συντελεστές πρέπει ο αριθμητής κ  να είναι διαιρέτης του σταθερού όρου 
0α  και ο παρανομαστής λ  να είναι διαιρέτης του μεγιστοβάθμιου όρου να . 

. 
      Παράδειγμα 
      Να παραγοντοποιηθεί το πολυώνυμο 6116)( 23 −+−= xxxxf . 
      Λύση 
      Οι διαιρέτες του σταθερού όρου είναι οι:  1, 2, 3, 6± ± ± ± . Παρατηρούμε ότι 

0)1( =f , οπότε με το σχήμα Horner λαμβάνουμε 
                                    1    -6    11    -6  | 1 
                                           1    -5      6    
                                     1    -5     6      0 
 
      Έτσι έχουμε 

)65)(1(6116)( 223 +−−=−+−= xxxxxxxf )3)(2)(1( −−−= xxx , 
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αφού για το τριώνυμο 652 +− xx  έχουμε 1=α , 5−=β , 6=γ , 01 >=Δ  και   

2
2

15
1 =

−
=x , 3

2
15

2 =
+

=x . 

 
      2.  Ταυτότητες 
 
      Ταυτότητα είναι η ισότητα μεταξύ δύο αλγεβρικών παραστάσεων που αληθεύει 
για όλες τις τιμές των μεταβλητών που εμφανίζονται. 
      Στην ενότητα αυτή θα απαριθμήσουμε τις βασικές ταυτότητες που χρησιμοποιού-
με για τη διευκόλυνση του αλγεβρικού λογισμού. Στα επόμενα θα ασχοληθούμε με 
τις μεθόδους επαλήθευσης ταυτοτήτων 
. 
      (α) Τετράγωνο αθροίσματος (διαφοράς) δύο όρων 
 

222 2)( βαβαβα ++=+  
222 2)( βαβαβα +−=−  

 
 

      (β) Γινόμενο αθροίσματος δύο όρων επί τη διαφορά τους 
 

22))(( βαβαβα −=−+  
 
 
      (γ) Κύβος αθροίσματος (διαφοράς) δύο όρων 
 

32233 33)( βαββααβα +++=+  
                                      

3 3 2 2 3( ) 3 3α β α α β αβ β− = − + −  
 
 

      (δ) Άθροισμα (διαφορά) κύβων 
 

))(( 2233 βαβαβαβα +−+=+  

))(( 2233 βαβαβαβα ++−=−  
 
 
      (ε) Τετράγωνο αθροίσματος ν  όρων, 3≥ν  
 

γαβγαβγβαγβα 222)( 2222 +++++=++  
 

2 2 2 2 2( ) 2 2 2 2 2 2α β γ δ α β γ δ αβ αγ αδ βγ βδ γδ+ + + = + + + + + + + + +  
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Γενικότερα, έχουμε 
 

)...()...()...( 2121
2

21 ννν ααααααααα +++⋅+++=+++  
)...(...)...()...( 21212211 νννν αααααααααααα +++⋅+++++⋅++++⋅=    

   )...(2... 13121
22

2
2
1 νν ααααααααα +++++++= ννν αααααα 1232 2...)...(2 −+++++  

).........(2... 123221
22

2
2
1 νννν ααααααααααα −++++++++++= . 

ή συνοπτικά  j
i ji

ii αααααα
ν

ν
ν ∑ ∑

= ≤<≤

+=+++
1 1

22
21 2)...( , 

όπου στην τελευταία ισότητα έχουμε χρησιμοποιήσει το σύμβολο ∑  του αθροί-
σματος γράφοντας 

22
2

2
1

1

2 ... ν

ν

αααα +++=∑
=i

i  

νννν
ν

αααααααααααα 1232121
1

......... −
≤<≤

+++++++=∑ j
ji

i . 

      Έτσι έχουμε τον κανόνα: 
 
Το τετράγωνο του αθροίσματος ν όρων, ισούται με το άθροισμα των τετραγώνων 
των όρων του, αυξημένο κατά το διπλάσιο του αλγεβρικού αθροίσματος των γι-
νομένων των όρων του λαμβανομένων ανά δύο με όλους τους δυνατούς τρόπους. 
 
 
      (στ) Κύβος αθροίσματος τριών όρων 
 
        )()()( 23 γβαγβαγβα ++++=++  
                             ))(222( 222 γβαγαβγαβγβα +++++++=  
                             αβγγααγγβαββαγβα 633333 22222333 ++++++++=  
                             )2(3 22222333 αβγγααγγβαββαγβα ++++++++=  
                             ))()((3333 αγγββαγβα ++++++= , 
 
σύμφωνα με το Παράδειγμα 1 της (στ) περίπτωσης της παραγοντοποίησης πολυωνυ-
μικών παραστάσεων. 
       Άρα έχουμε: 
 

))()((3)( 3333 αγγββαγβαγβα ++++++=++  
 
απ’ όπου προκύπτει ο κανόνας: 
 
Ο κύβος του αθροίσματος τριών όρων ισούται με το άθροισμα των κύβων των 
όρων του, αυξημένο κατά το τριπλάσιο του γινομένου των αλγεβρικών αθροι-
σμάτων των όρων του λαμβανομένων ανά δύο με όλους τους δυνατούς τρόπους.  
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       Για παράδειγμα έχουμε: 
      1.    )1)(1)((31)1( 222266322 ++++++=++ βαβαβαβα . 
      2.    3 3 3 3(2 3) (2 ) ( ) ( 3) 3(2 )( 3)( 3 2 )α β α β α β β α− − = + − + − + − − − − + . 
                       )32)(3)(2(3278 33 −+−+−−= αββαβα . 
 
      (ζ) Η ταυτότητα των κύβων (Euler) 
 
         3 3 3 2 2 2( )( )α β γ α β γ α β γ αβ βγ γα+ + = + + + + − − − + 3αβγ 

          [ ]222 )()()()(
2
1 αγγββαγβα −+−+−++=  + 3αβγ 

 
      Απόδειξη 
      αβγγβααββααβγγβα 3)(3)(3 33333 −++−+=−++  
                                        )(3)( 33 γβααβγβα ++−++=  
                                        [ ][ ] )(3)()()( 22 γβααβγγβαβαγβα ++−++−+++=  
                                        [ ]αββγαγγβαγβα 3)()( 22 −−−++++=  
                                        )()( 222 γαβγαβγβαγβα −−−++⋅++= . 
Η δεύτερη μορφή προκύπτει μέσω της ισότητας 

    )222222(
2
1 222222 γαβγαβγβαγαβγαβγβα −−−++=−−−++  

        [ ]222 )()()(
2
1 αγγββ −+−+−= a . 

 
      Για παράδειγμα έχουμε: 
 
1. )4)(2(3)4()2(24648 333333 γβαγβααβγγβα −−⋅⋅−−+−+=−−−  
                               )482164)(42( 222 γαβγαβγβαγβα +−+++−−= . 
 

3 3 3 3 3( ) 3 ( )( ) ( ) ( ) ( ) 3( )( )( )α β α α α β α β α β α α β α β α α β− − + − + = − + − + + − − − +2.      

[ ] 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )α β α α β α β α α β α β α αα β α β α β⎡ ⎤= − + − + + ⋅ − + − + + + − + + − + −⎣ ⎦ 
2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( 2 2 )α β α α β α αβ β α α αβ β α αβ α αβ α β= − − + + ⋅ − + + + + + + − + + − +

)34( 22 βαα +⋅= . 
 
      (η) Οι ταυτότητες του Lagrange 
 

(i) 2
1221

2
2211

2
2

2
1

2
2

2
1 )()())(( βαβαβαβαββαα −=+−++  

 
      Χρησιμοποιώντας το σύμβολο της ορίζουσας ενός πίνακα 2×2, το δεύτερο μέλος 
της (i) γράφεται: 
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2
1 22

1 2 2 1
1 2

( )
α α

α β α β
β β

− = . 

      Η επαλήθευση της (i) γίνεται εύκολα με πράξεις στο πρώτο μέλος. 
 
 
 
(ii)   2

32211
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 )())((

3
βαβαβαβββααα ++−++++  

                           
2

32

32
2

31

31
2

21

21

ββ
αα

ββ
αα

ββ
αα

++=  

                                           
                           2

2332
2

1331
2

1221 )()()( βαβαβαβαβαβα −+−+−=  
 
      (Επαλήθευση εύκολη με πράξεις στο πρώτο μέλος). 

 
      (iii) Γενικότερα για τις ν-άδες ),...,,( 21 νααα , ),...,,( 21 νβββ  έχουμε 
 

2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2( ... )( ... ) ( ... )ν ν ν να α α β β β α β α β α β+ + + + + + − + + +  

    =
2 2 2 22

1 2 3 2 11 2

1 2 3 2 11 2

ν ν ν ν

ν ν ν ν

α α α α α α α αα α
β β β β β β β ββ β

−

−

+ ⋅⋅⋅ + + + ÷⋅⋅+ + ⋅⋅⋅+  

 
 

      Παραδείγματα 
 
      1. Να αποδείξετε ότι 

2222 )()1()1)(1( βααββα −=+−++ . 
 

      Απόδειξη 
2 2 2 2 2 2 2 2(1 )(1 ) (1 ) (1 )(1 ) (1 1 )α β αβ α β α β+ + − + = + + − ⋅ + ⋅  

                                        22
2

)()(
1
1

βααβ
β
α

−=−== . 

      2. Να μετατρέψετε την παράσταση 
22222 )()1)(( yxyx βαβα +−+++  

σε άθροισμα τετραγώνων. 
      Λύση 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( )( 1) ( ) ( 0 )( 1 ) ( 0 1)x y x y x y x yα β α β α β α β+ + + − + = + + + + − + + ⋅  
222

1
0

1
0

yxyx
βαβα

++= 222)( βαβα ++−= xy . 
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      (θ) Η ταυτότητα του De Moirve 
 

))()()((
222 222222444

γβαγβαγβαγβα
αγγββαγβα

−++−++−++−=
−−−++

 

 
      Απόδειξη 
      4 4 4 2 2 2 2 2 22 2 2α β γ α β β γ γ α+ + − − −  

                                    = 4 4 4 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 4α β γ α β β γ γ α α β+ + + − − −  

                                   2 2 2 2 2( ) (2 )α β γ αβ= + − −  

                                   2 2 2 2 2 2( 2 )( 2 )α β γ αβ α β γ αβ= + − + + − −  

                                   2 2 2 2[( ) ][( ) ]α β γ α β γ= + − − −   
                              ))()()(( γβαγβαγβαγβα −−+−−+++=  

   ))()()(( γβαγβαγβαγβα −++−++−++−= . 
. 
      (ι) Η ταυτότητες του Νεύτωνα 
 

αββαβα +++=++ xxxx )())(( 2  
αββαβα ++−=−− xxxx )())(( 2  

αβγγαβγαβγβαγβα +++++++=+++ xxxxxx )()())()(( 23  
αβγγαβγαβγβαγβα −+++++−=−−− xxxxxx )()())()(( 23  

 
      Η επαλήθευση των παραπάνω ταυτοτήτων γίνεται εύκολα με πράξεις στο πρώτο 
μέλος τους. 
      Γενικότερα, αν θεωρήσουμε τους πραγματικούς αριθμούς νααα ,...,, 21 , έχουμε 
τις ταυτότητες: 
 

1 12 2( )( )...( ) ( ... )x x x xνν να α α α α α± ± ± = ± + + +  

           1 2
1 2 1 2 3 2 1( ... ... ... )x xν ν

ν ν ν να α α α α α α α α α− −
−= + + + + + + + +  

             3
124313221321 ).........( −
−−+++++++± ν

νννν αααααααααααααα x  

           x...)...()1(... 121
1 +−++ −
−

ναααν
ν

ν ααα ...)1( 21−+ . 
 
ή συντομότερα, 
 

1 2 3
1 2 1 2 3 1( )( )...( ) ... ,x x x x x x x xν ν ν ν

ν ν να α α − − −
−+ + + = +Σ +Σ +Σ + +Σ +Σ  

 
όπου για τους αριθμούς νααα ,...,, 21 , έχουμε θέσει: 

νααα +++=Σ ... 211 , 

νννν αααααααααααα 1232131212 ......... −++++++++=Σ . 
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[Άθροισμα γινομένων των αριθμών νααα ,...,, 21 , λαμβανομένων ανά δύο. Υπάρχουν 

συνολικά 
2

)1(
!2)!2(

!:
2

νν
ν
νν −

=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 όροι]. 

Το σύμβολο !ν  διαβάζεται «νι παραγοντικό» και ορίζεται ως εξής: 
! 1 2 .... ,ν ν= ⋅ ⋅ ⋅  αν 1, 2,3,...ν =  και 0! 1= . 

ννννν αααααααααααααααααα 1231431214213213 ......... −−++++++++=Σ  

[Άθροισμα γινομένων των αριθμών νααα ,...,, 21 , λαμβανομένων ανά τρεις. Υπάρχουν 

συνολικά 
2

)1(
)!2(!3

!:
3

νν
ν
νν −

=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 όροι]. 

……………………………………………………………………………….. 
=Σ −1ν νννν αααααααααα ............ 32221121 +++ −−  

[Άθροισμα γινομένων των αριθμών νααα ,...,, 21 , λαμβανομένων ανά 1−ν . Υπάρχουν 
ν  όροι]. 

νν ααα ...21=Σ . 
 
      (ια) Το διώνυμο του Νεύτωνα 
 
      Αν στις ταυτότητες του Νεύτωνα θέσουμε: αααα ν ==== ...21 , λαμβάνουμε το 
ανάπτυγμα του διωνύμου του Νεύτωνα: 
 
 

νν
νννννα Σ+Σ++Σ+Σ+Σ+=+ −
−−− xxxxxx 1

3
3

2
2

1
1 ...)( , 

 
όπου έχουμε 

α
ν

ναααα ν ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==+++=Σ

1
...211 , 

αφού ν
ν
νν

=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
!1)!1(

!
1

, 

2
2 2

α
ν
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Σ  

αφού  
2

)1(
)!2(!2

!
2

−
=

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ νν
ν
νν

, 

ν
ν

ν
ν αναα

ν
ν

ανννα
ν

=Σ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=Σ
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=Σ −

− ,
1

,...,
6

)2)(1(
3

1
1

33
3 , 

αφού είναι: ν
ν

ν
νννν

ν
νν

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
=

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
11

,
6

)2)(1(
)!3(!3

!:
3

. 
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      Έτσι έχουμε: 

ννννννν αα
ν
ν

α
ν

α
ν

α
ν

α 133221

1
...

321
)( −−−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+ xxxxxx  

 
      Από την παραπάνω ταυτότητα λαμβάνουμε:              

( ) ( )
1 2 2 3 3 1 1... ( 1) ( 1)

1 2 3 1

x x

x x x x x

νν

ν ν ν ν ν ν ν ν

α α

ν ν ν ν
α α α α α

ν
− − − − −

− = + − =⎡ ⎤⎣ ⎦
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + − + + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                         

      Χρησιμοποιώντας το σύμβολο Σ  του αθροίσματος και το σύμβολο των συνδυα-
σμών ν  ανά κ  μπορούμε να γράψουμε το διώνυμο του Νεύτωνα ως εξής: 

κκν
ν

κ

ν α
κ
ν

α −

=
∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+ xx

0

)(  

κκν
ν

κ

κν α
κ
ν

α −

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=− ∑ xx

0

)1()(  

      Για τις μικρές τιμές του ν   έχουμε τα αναπτύγματα: 

 222 2)( ααα +±=± xxx  

 32233 33)( αααα ±+±=± xxxx  

 4322344 464)( ααααα +±+±=± xxxxx  

 543223455 510105)( αααααα ±+±+±=± xxxxxx  

 65423324566 61520156)( ααααααα ±+±±+±=± xxxxxxx  

      Παρατηρήσεις 
      Ένα πολυώνυμο ),( αxf  είναι ομογενές βαθμού k, αν για κάθε ∈t R ισχύει η ι-
σότητα ),(),( αα κ xftttxf = . Έτσι, εύκολα διαπιστώνουμε ότι τα πολυώνυμα 

ν)( ax ±  είναι ομογενή βαθμού ν. 
      Το πλήθος των όρων των δύο αναπτυγμάτων είναι 1+ν . 
      Οι εκθέτες του x  από αριστερά προς τα δεξιά μειώνονται κατά 1, ενώ οι εκθέτες 
του α  αυξάνονται κατά 1. 
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      Όλοι οι όροι του αναπτύγματος ν)( ax +  έχουν θετικά πρόσημα, ενώ οι όροι του 
ν)( ax −  έχουν εναλλάξ θετικό-αρνητικό πρόσημο. 

      Επειδή ισχύει ,
)!(!

!:
κνκ

ν
κν

ν
κ
ν

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 νκ ≤≤0 , 0!=1, οι συντελεστές των 

όρων που ισαπέχουν από τους άκρους όρους είναι ίσοι. 
      Αν ο ν  είναι άρτιος, το πλήθος των όρων των δύο αναπτυγμάτων είναι περιττό 
και τότε μόνον υπάρχει μεσαίος όρος. 
      Ο συντελεστής ενός όρου (χωρίς πρόσημο), μετά τον πρώτο, προκύπτει από τον 
προηγούμενο όρο ως εξής: 

( ) ( )ή έ x
έ ό ά

συντελεστ ς εκθ της του
θ σητου ρουστοαν πτυγμα

×  

      Για παράδειγμα, στο ανάπτυγμα του 6)( ax +  ο συντελεστής του τρίτου όρου 
προκύπτει από το δεύτερο όρο ως εξής: 

( ) ( ) 6 5 15
2

ή έ x
έ ύ ό

συντελεστ ς εκθ της του
θ σηδε τερου ρου

× ⋅
= = . 

 
      Εκτός του παραπάνω μνημονικού κανόνα για την εύρεση των συντελεστών του 
αναπτύγματος ν)( ax +  για τις διάφορες τιμές του ν , χρησιμοποιούμε και το τρίγωνο 
του Pascal (1623 – 1662) που εμφανίζεται πρώτα στο έργο του Pascal «Περί αριθμη-
τικού τριγώνου» το 1653. Τα ακραία στοιχεία κάθε γραμμής είναι 1, ενώ τα υπόλοιπα 
προκύπτουν με πρόσθεση δύο στοιχείων της προηγούμενης γραμμής, δηλαδή του 
στοιχείου που βρίσκεται στην ακριβώς από πάνω θέση αριστερά και του στοιχείου 
που βρίσκεται ακριβώς δεξιά του. 

1 

1      1 

1     2     1 

1     3     3     1 

1     4      6      4     1 

1    5     10     10     5    1 

1    6     15     20     15     6    1 

1    7     21    35     35    21     7    1 

 

Το τρίγωνο του Pascal μέχρι 7ν =  
 

Για παράδειγμα, το στοιχείο 20 του πίνακα προκύπτει από το άθροισμα των στοιχείων 
10 και 10 της προηγούμενης γραμμής. 
. 
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      (ιβ) Ταυτότητες κάτω από συνθήκες 
 
      Για τους πραγματικούς αριθμούς γβα ,,  ισχύει η ισοδυναμία: 

0=++ γβα    ή   αβγγβαγβα 3333 =++⇔==  
 
      Απόδειξη 
      Η απόδειξη είναι άμεση συνέπεια της ταυτότητας των κύβων (Euler) 

[ ]222333 )()()()(
2
13 αγγββαγβααβγγβα −+−+−++=−++ . 

 
      3. Αναλογίες 
 
       Αναλογία είναι η ισότητα δύο λόγων, δηλαδή η ισότητα 

δ
γ

β
α

= ,     0≠βδ . 

Οι όροι δγβα ,,,  μιας αναλογίας μπορεί να είναι αριθμοί ή γενικότερα αλγεβρικές 
παραστάσεις. Οι δα ,  είναι οι άκροι όροι, ενώ οι γβ ,  είναι οι μέσοι όροι της αναλο-
γίας. 
       Η αναλογία 

γ
β

β
α

= ,     0≠βγ , 

λέγεται συνεχής και ο β  λέγεται μέσος ανάλογος των α  και γ   
 
       Στη συνέχεια αναφέρουμε τις βασικές ιδιότητες των αναλογιών, όπου όλοι οι εμ-
φανιζόμενοι παρανομαστές πρέπει να είναι διάφοροι του μηδενός. 

      (i)  βγαδ
δ
γ

β
α

=⇔=  

           Τα γινόμενα των άκρων και των μέσων όρων είναι ίσα. 
 
      Απόδειξη 

βγαδβγαδ
βδ

βγαδ
δ
γ

β
α

=⇔=−⇔=
−

⇔= 00 . 

 

         (ii) 
α
β

γ
δ

δ
β

γ
α

α
γ

β
δ

δ
γ

β
α

=⇔=⇔=⇔= . 

      Με εναλλαγή των άκρων ή των μέσων όρων η αναλογία δεν μεταβάλλεται. Το 
ίδιο ισχύει και με αντιστροφή των λόγων. 
 

      (iii)  
δ
δγ

β
βα

δ
γ

β
α

δ
γ

β
α ±

=
±

⇔±=±⇔= 11 . 

      (iv)   
δγ

γ
βα

α
δ
γ

β
α

±
=

±
⇔= . 
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      Απόδειξη 

δγ
γ

βα
α

±
=

±
)()( βαγδγα ±=±⇔  

γβγααδαγ ±=±⇔ γβαδ =⇔
δ
γ

β
α

=⇔ . 

 

      (v) 
δγ
δγ

βα
βα

δγ
δγ

βα
βα

δ
γ

β
α

+
−

=
+
−

⇔
−
+

=
−
+

⇔= . 

     
      Απόδειξη 

       
δγ
δγ

βα
βα

δγ
δγ

βα
βα

−
+

=
−
+

⇔
+
−

=
+
−   (αντιστροφή λόγων) 

        ))(())(( δγβαδγβα +−=−+⇔  
        βδβγαδαγβδβγαδαγ −−+=−+−⇔  

         αδβγ 22 =⇔ βγαδ =⇔
δ
γ

β
α

=⇔ . 

 

      (vi) Αν είναι 
ν

ν

β
α

β
α

β
α

=== ...
2

2

1

1 , τότε 

νν

νν

ν

ν

ν

ν

βκβκβκ
ακακακ

βββ
ααα

β
α

β
α

β
α

+++
+++

=
+++
+++

====
...
...

...

...
...

221

2211

21

21

2

2

1

1 , 

( 0...21 ≠+++ νβββ , 0...21 ≠+++ νβββ , 0...221 ≠+++ νν βκβκβκ ). 

 
      Απόδειξη 
      Αν ονομάσουμε λ  τους ν  ίσους λόγους, δηλαδή 

====
ν

ν

β
α

β
α

β
α ...

2

2

1

1 λ . 

      Τότε θα έχουμε ii λβα = , για κάθε ν,...,2,1=i  και 
)...(...... 212121 ννν βββλλβλβλβααα +++=+++=+++  

. 
 

οπότε θα είναι 

λ
βκβκβκ
ακακακ

βββ
ααα

νν

νν

ν

ν =
+++
+++

=
+++
+++

...
...

...

...

221

2211

21

21  

 
      Παρατήρηση 
      Η μέθοδος απόδειξης της τελευταίας ιδιότητας χρησιμοποιείται συχνά σε ασκήσεις, 
στις υποθέσεις των οποίων υπάρχουν μία ή περισσότερες αναλογίες. 
 
 

)...(
......

2211

22112211

νν

νννν

βκβκβκλ
λβκλβκλβκακακακ

+++=
+++=+++
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      4. Ρητά αλγεβρικά κλάσματα 
 
      Ρητό αλγεβρικό κλάσμα είναι μία συνάρτηση της μορφής A

B
y = , όπου τα Α, Β 

είναι πολυώνυμα μιας ή περισσοτέρων μεταβλητών. Το παραπάνω ρητό αλγεβρικό 
κλάσμα έχει έννοια για εκείνες τις τιμές των μεταβλητών για τις οποίες ισχύει 0≠Β . 
      Στην ενότητα αυτή θα ασχοληθούμε με την απλοποίηση ρητών αλγεβρικών κλα-
σμάτων και με τις διάφορες πράξεις μεταξύ αυτών. 

      Για την απλοποίηση του ρητού αλγεβρικού κλάσματος Α
Β

 παραγοντοποιούμε 

τους δύο όρους τους και στη συνέχεια τους διαιρούμε με το μέγιστο κοινό διαιρέτη 
τους ΜΚΔ(Α, Β), δηλαδή με το γινόμένο των κοινών τους όρων του μέγιστου δυνα-

τού βαθμού. Το ρητό αλγεβρικό κλάσμα Α
Β

 δεν απλοποιείται, όταν οι όροι του είναι 

πολυώνυμα πρώτα μεταξύ τους ή ισοδύναμα ο ΜΚΔ(Α, Β) είναι ένα σταθερό πολυώ-
νυμο 0≠c . 
      Με την υπόθεση ότι όλοι οι εμφανιζόμενοι παρανομαστές στα δεδομένα κλάσμα-
τα ή στα αποτελέσματα είναι διάφοροι του μηδενός, έχουμε σχετικά με τις πράξεις 
μεταξύ ρητών αλγεβρικών κλασμάτων: 
 

•          
Β
Γ±Α

=
Β
Γ

±
Β
Α ,                      

•          Α Γ ΑΔ ±ΒΓ
± =

Β Δ ΒΔ
 ,          

•            
ΒΔ
ΑΓ

=
Δ
Γ
⋅

Β
Α  ,                       

•          :Α Γ Α Δ ΑΔ
= ⋅ =

Β Δ Β Γ ΒΓ
. 

      Η κλασματική παράσταση της μορφής Χ
Υ

, όπου όροι Χ, Υ είναι τα ρητά αλγεβρι-

κά κλάσματα , YΑ Γ
Χ = =

Β Δ
 λέγεται σύνθετο κλάσμα. Σε ένα σύνθετο κλάσμα είναι 

δυνατόν να ισχύει μία το πολύ από τις ισότητες Β = 1 ή Δ = 1. Τα ρητά αλγεβρικά 
κλάσματα με Β = 1 = Δ, δηλαδή με Χ = Α, Υ = Γ, τα λέμε απλά. 
 
      Ένα σύνθετο κλάσμα μετατρέπεται σε απλό σύμφωνα με το γνωστό κανόνα πολ-
λαπλασιασμού άκρων και μέσων όρων. 

A
X A AB :
Y B B

Γ Δ Α⋅Δ
= = = ⋅ =
Γ Δ Γ Β⋅Γ
Δ

. 
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      Παραδείγματα 
 
      1. Να απλοποιηθεί το ρητό αλγεβρικό κλάσμα 

2 2 2 2

2 2 2 2

xy(a + b ) + ab(x + y )Κ =
xy(a - b ) + ab(x - y )

. 

 
      Λύση 
      Ο αριθμητής του κλάσματος παραγοντοποιείται ως εξής: 
 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

xy(a + b ) + ab(x + y ) = xya + xyb + abx + aby
= (xya + abx ) - (xyb + aby )
= ax(ay + bx) - by(ay + bx)
= (ay + bx)(ax - by).

 

 
      Ομοίως ο παρονομαστής του κλάσματος γράφεται: 
 
 2 2 2 2 2 2 2 2xy(a - b ) + ab(x - y ) = xya - xyb + abx - aby  

             

2 2 2 2= (xya + abx ) - (xyb + aby )
= ax(ay + bx) - by(ay + bx)
= (ay + bx)(ax - by).

 

 
      Άρα έχουμε: 

(ay + bx)(ax + by) ax + byK = =
(ay + bx)(ax - by) ax - by

, 

 
εφόσον (ay + bx)(ax - by) 0≠ . 
. 
      2. Να μετατραπεί σε ρητό αλγεβρικό κλάσμα η παράσταση 
 

2 2 2 2

3 3 3 3 3

x xy y x y x yK :
x 3xy(x y) y x y (x y)

⎛ ⎞− + − +
= ⎜ ⎟− − − + −⎝ ⎠

i . 

       
      Λύση 
      Παραγοντοποιούμε όπου είναι δυνατόν τους όρους των κλασμάτων. 
 

3 3 3 2 2 3 3x 3xy(x y) y x 3x y 3xy y (x y)− − − = − + − = − , 
2 2x y (x y)(x y)− = − + , 

3 3 2 2x y (x y(x xy y )+ = + − + . 
      Έτσι έχουμε: 
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2 2 3

3 2 2

x xy y (x y)(x y) (x y)K
(x y) (x y)(x xy y ) x y
− + − + −

=
− + − + +

i i  

       
2 2 4

2 2 3 2

(x xy y )(x y) (x y)
(x xy y )(x y) (x y)

− + − +
=

− + − +
 x y

x y
−

=
+

, 

 
εφόσον για τις μεταβλητές x, y ισχύει x y 0± ≠ . 
 
      3. Να μετατραπεί σε απλό το σύνθετο κλάσμα 

2 2

3

2 2

x xy x xyx x
x y x y

xyxy
x y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +
− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠Σ =

+
−

i
. 

 
      Λύση 
      Ο αριθμητής του κλάσματος γράφεται: 
 

2 2 2 2x xy x xy x xy 2x xyA
x y x y

− − − + − −
=

− +
i

2 32xy x 2x y
x y x y (x y)(x y)
− −

= =
− + − +
i . 

 
      Ο παρονομαστής του κλάσματος γράφεται: 
 

2 2 3 3

2 2

xy(x y ) xy x y
x y (x y)(x y)
− +

Π = =
− − +

, 

οπότε έχουμε 
 

3 3 3

3

2x y x y 2x y (x y)(x y): 2
(x y)(x y) (x y)(x y) (x y)(x y) x y

− +
Σ = = =

− + − + − +
i , 

 
εφόσον για τις μεταβλητές x,y και x y 0± ≠ . 
 
 
5. Μεθοδολογία απόδειξης ταυτοτήτων 
 
      Στην ενότητα αυτή θα ασχοληθούμε με μεθόδους απόδειξης ταυτοτήτων με συν-
θήκες ή και χωρίς συνθήκες. Τα διάφορα αποδεικτικά προβλήματα μπορούν να ταξι-
νομηθούν στις εξής κατηγορίες: 
 

I.                                                          f g= . 

Ισότητα των αλγεβρικών παραστάσεων f και g για όλες τις τιμές των μετα-
βλητών που ανήκουν στην τομή των πεδίων ορισμού των αλγεβρικών πα-
ραστάσεων f και g. 
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II.                                1 2f 0, f 0,...f 0, * g 0ν= = = ν∈Ν ⇒ =  

Οι εξισώσεις if 0, i 1, 2,..., , *,= = ν ν∈Ν  αποτελούν τις συνθήκες ή περιορι-
σμούς του προβλήματος, τους οποίους θα χρησιμοποιήσουμε για την από-
δειξη της ισότητας g 0= . 
 

III.                         10 0f g= ⇒ = ή 2 0g =  ή ... ή 0,gν ν ∗= ∈ . 

Η εξίσωση f 0=  αποτελεί τη συνθήκη ή περιορισμό του προβλήματος, την 
οποία θα χρησιμοποιήσουμε για να αποδείξουμε ότι αληθεύει μία τουλάχι-
στον από τις ισότητες  

1 2g 0,g 0,...,g 0ν= = = . 
 

IV.                               1 2f 0 g 0 και g 0...και g 0ν= ⇒ = = =  

 
      Στη συνέχεια, θα ασχοληθούμε αναλυτικά με κάθε μία από τις προηγούμενες πε-
ριπτώσεις. 
 
      Ι. Απόδειξη ταυτοτήτων:             f = g 
 
      Σε πολλές ασκήσεις ζητείται να αποδείξουμε την αλήθεια μιας ισότητας της μορ-
φής f g= ,  για όλες τις τιμές των μεταβλητών που ανήκουν στην τομή των πεδίων 
ορισμού των αλγεβρικών παραστάσεων f και g . 
      Για την απόδειξη αυτών των ταυτοτήτων χρησιμοποιούμε μία από τις παρακάτω 
μεθόδους: 
      (Α) Η ευθεία απόδειξη 
      (Β) Χρήση της μεταβατικής ιδιότητας 
      (Γ) Η μέθοδος  της μαθηματικής επαγωγής. 
 
      (Α) Ευθεία απόδειξη 
      Ξεκινάμε από το ένα μέλος της ισότητας και με εκτέλεση όλων των δυνατών πρά-
ξεων και παραγοντοποιήσεων καταλήγουμε στο άλλο μέλος της ισότητας. 
      Παραδείγματα 
 
      1. Να αποδειχθεί η ταυτότητα 

3 3 3 2 2(x y) (x y) x 3x(x y)(x y) x(4x 3y )− + + − + − + = + . 
 

      Απόδειξη (1ος τρόπος) 
      Με εκτέλεση των πράξεων στο πρώτο μέλος λαμβάνουμε 
 3 3 3(x y) (x y) x 3x(x y)(x y)− + + − + − +  
 3 2 2 3 3 2 2 3 3 3 2x 3x y 3xy y x 3x y 3xy y x 3x 3xy= − + − + + + + − + −  
          3 24x 3xy= + 2 2x(4x 3y )= + . 
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      (2ος τρόπος) 
      Επειδή στο πρώτο μέλος εμφανίζονται τρεις κύβοι και το τριπλάσιο γινόμενο των 
βάσεων προσπαθούμε να εφαρμόσουμε την ταυτότητα των κύβων μετά τις κατάλλη-
λες προσαρμογές. Έτσι έχουμε: 
 
                                    3 3 3(x y) (x y) x 3x(x y)(x y)− + + − + − +                                   
                                 3 3 3(x y) (x y) ( x) 3( x)(x y)(x y)= − + + + − − − − +  

(x y x y x)= − + + − ⋅ 2 2 2[(x y) (x y) ( x) (x y)(x y) (x y)( x) ( x)(x y)]− + + + − − − + − + − − − +  
2 2 2 2 2x(x 2xy y x 2xy y x= − + + + + + 2 2 2 2x y x xy x xy)− + + + + −  

2 2x(4x 3y )= + . 
 

      2. Να αποδειχθεί η ταυτότητα 
2 3 2 3 2 3 2 2 2(x yz) (y zx) (z xy) 3(x yz)(y zx)(z xy)− + − + − − − − −  

3 3 3 2(x y z 3xyz)= + + −  
     
       Απόδειξη 
       Θα εφαρμόσουμε στο πρώτο μέλος την ταυτότητα του Euler 

3 3 3 2 2 21α +β + γ -3αβγ = (α +β + γ) (α -β) + (β - γ) + (γ -α)
2

⎡ ⎤⎣ ⎦ , 

θεωρώντας 2α = x - yz , 2y zxβ = − , 2z xyγ = − .  
      Έτσι το πρώτο μέλος, έστω Α, γράφεται 

2 2 21A (x yz y zx z xy)
2

= − + − + − 2 2 2 2 2 2 2 2 2(x yz y zx) (y zx z xy) (z xy x yz)⎡ ⎤− − + + − − + + − − +⎣ ⎦   

    2 2 21(x y z xy yz zx)
2

= + + − − − 2 2 2 2 2 2(x y) (x y z) (y z) (x y z) (z x) (x y z)⎡ ⎤− + + + − + + + − + +⎣ ⎦  

      2 2 21 (x y z xy yz zx)
2

= + + − − − 2 2 2 2(x y z) (x y) (y z) (z x)⎡ ⎤+ + − + − + −⎣ ⎦  

      2 2 2(x y z)(x y z xy yz zx)= + + + + − − − ⋅ 2 2 21 (x y z) (x y) (y z) (z x)
2

⎡ ⎤+ + − + − + −⎣ ⎦  

 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2(x y z 3xyz) (x y z 3xyz) (x y z 3xyz)= + + − ⋅ + + − = + + − . 
 
       (Β) Με χρήση της μεταβατικής ιδιότητας 
 
      Με εκτέλεση πράξεων σε κάθε μέλος χωριστά έχουμε 

1f f ... fκ= = =  

1g g ... gν= = =  
      Στην περίπτωση που προκύψει η ισότητα f g : hκ ν= = , τότε, μέσω της μεταβατι-
κής ιδιότητας, από τις ισότητες f h=  και g h=  προκύπτει η ισότητα f g= . 
      H προηγούμενη διαδικασία μπορεί να εκτελεστεί με χρήση διαδοχικών ισοδυνα-
μιών, με εκτέλεση αντιστρεπτών πράξεων και στα δύο μέλη, μέχρις  ότου προκύψει 
ισότητα που θα είναι προφανώς αληθής.  
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      Έχουμε δηλαδή : 1 1f g f g ... f gκ κ= ⇔ = ⇔ ⇔ = , όπου η διαδικασία τελειώνει 
εφόσον η αλήθεια της τελευταίας ισότητας είναι φανερή. 
 
      Παραδείγματα 
 
      1. Να αποδειχθεί η ταυτότητα 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(x y z ) (xy yz zx) (x yz) (y zx) (z xy)+ + − + + = − + − + − . 
 
      Λύση (1ος τρόπος) 
      Το πρώτο μέλος, έστω Α, γράφεται 

4 4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2A x y z 2(xy yz zx ) x y y z z x 2xyz(x y z)⎡ ⎤= + + + + + − + + + + +⎣ ⎦         

    4 4 4 2 2 2 2 2 2x y z x y y z z x 2xyz(x y z)= + + + + + − + + . 
 
       Το δεύτερο μέλος, έστω Β, γράφεται 

4 2 2 2 4 2 2 2 4 2 2 2B x 2x yz y z y 2y zx z x z 2z xy x y= − + + − + + − +  
    4 4 4 2 2 2 2 2 2x y z x y y z z x 2xyz(x y z)= + + + + + − + + , 
 

δηλαδή προέκυψε η ίδια παράσταση, όπως και για το Α, οπότε λόγω της μεταβατικής 
ιδιότητας έπεται ότι A B= . 
 
      2ος τρόπος 
      Η ταυτότητα αυτή μπορεί να αποδειχθεί και απευθείας με χρήση της ταυτότητας 
του Lagrange με κατάλληλη διαμόρφωση του πρώτου μέλους.     
      Έχουμε σχετικά: 
                           2 2 2 2 2(x y z ) (xy yz zx)+ + − + +  
  2 2 2 2 2 2 2(x y z )(x y z ) (xy yz zx)= + + + + − + +  
  2 2 2 2 2 2 2(x y z )(z x y ) (xz yx zy)= + + + + − + +  

2 2 2x y y z z x
z x x y y z

= + +  

  2 2 2 2 2 2(x yz) (y zx) (z xy)= − + − + − . 
. 
      (Γ) Η μέθοδος της μαθηματικής ή τέλειας επαγωγής 
 
      Η μέθοδος αυτή χρησιμοποιείται για την απόδειξη ταυτοτήτων και γενικότερα 
προτασιακών τύπων Ρ(ν), όπου η μεταβλητή ν έχει σύνολο αναφοράς τους θετικούς 
ακέραιους. Σημειώνουμε ότι με το σύμβολο Ρ(x) συμβολίζουμε μία μαθηματική έκ-
φραση που περιέχει το σύμβολο x E∈  και την ονομάζουμε προτασιακό τύπο της 
μεταβλητής x με σύνολο αναφοράς το σύνολο Ε. 
      Αν αντικαταστήσουμε τη μεταβλητή x με ένα στοιχείο α∈Ε , τότε η μαθηματική 
έκφραση Ρ(α) που προκύπτει ονομάζεται λογική πρόταση ή απλά πρόταση, δηλαδή 
είναι μία μαθηματική έκφραση με αυτοτελές νόημα η οποία χαρακτηρίζεται μόνον ως 
«αληθής», δηλαδή έχει τιμή αληθείας α  ή μόνον ως «ψευδής», δηλαδή έχει τιμή α-
ληθείας ψ. 
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      Για παράδειγμα, αν θεωρήσουμε τον προτασιακό τύπο 
P(x) : «ο x  είναι περιττός αριθμός, x N *∈ », 

τότε η πρόταση 
Ρ(3): «ο 3 είναι περιττός αριθμός», 

είναι αληθής (έχει τιμή αληθείας α), ενώ η πρόταση 
Ρ(4): «ο 4 είναι περιττός αριθμός», 

είναι ψευδής (έχει τιμή αληθείας  ψ). 
 
      Η μέθοδος βασίζεται στην αρχή της μαθηματικής επαγωγής που ακολουθεί. 
 
      Θεώρημα 1. (Αρχή της μαθηματικής επαγωγής) 
      Έστω Ρ(ν) είναι ένας προτασιακός τύπος με ν∈N*, για τον οποίο ισχύουν: 
      (α) Ρ(1) αληθής, 
      (β) για κάθε κ∈ N*, αν ( )Ρ κ  αληθής, τότε και ( 1)Ρ κ +  είναι αληθής. 
      Τότε ο προτασιακός τύπος Ρ(ν) αληθεύει για κάθε ν∈N*. 
 
Παρατηρήσεις 
 
(Ι) Τα βήματα στην εφαρμογή της μεθόδου της μαθηματικής επαγωγής είναι δύο. 
 (1ο) Πρώτα αποδεικνύουμε ότι αληθεύει ο προτασιακός τύπος για 1ν = . 
 (2ο) Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι η πρόταση αληθεύει για ν = κ∈ ∗  και απο-  
                δεικνύουμε ότι αληθεύει και για 1ν = κ + . 
. 
(ΙΙ) Η μέθοδος της μαθηματικής επαγωγής μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την από-

δειξη προτασιακών τύπων Ρ(ν) για 0ν ≥ ν , όπου 0ν  είναι ένας θετικός ακέραιος 
μεγαλύτερος του 1. Στην περίπτωση αυτή αποδεικνύουμε πρώτα ότι αληθεύει ο 
προτασιακός τύπος για 0ν = ν . Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι αληθεύει η πρότα-
ση ( )Ρ κ , κ∈ ∗ , 0κ ≥ ν , και αποδεικνύουμε ότι αληθεύει και η πρόταση 

( 1)Ρ κ +  
. 
(ΙΙΙ) Υπάρχει και δεύτερη μορφή της μαθηματικής τέλειας επαγωγής που ακολουθεί 

πάλι δύο βήματα και βασίζεται στο παρακάτω θεώρημα: 
 
      Θεώρημα 2.  
      Έστω ένας προτασιακός τύπος με ν∈ ∗  για τον οποίο ισχύουν: 
      (α)  οι προτάσεις Ρ(1)και Ρ(2) είναι αληθείς, 
      (β)  αν οι προτάσεις ( )Ρ κ  και ( 1)Ρ κ + , κ∈ ∗  με 2κ > , είναι αληθείς, τότε και η   
            πρόταση  είναι αληθής.                                                    
            Τότε ο προτασιακός τύπος Ρ(ν) αληθεύει για κάθε ν∈N*. 
 

(IV) H παρατήρηση ΙΙ ισχύει και για τη δεύτερη μορφή της μαθηματικής επα-
γωγής. 
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      Παραδείγματα 
 
      1. Να αποδείξετε ότι για κάθε θετικό ακέραιο ν  ισχύει 

      (α) ( 1)1 2 3 ...
2

ν ν +
+ + + + ν = . 

      (β) 2 2 2 2 ( 1)(2 1)1 2 3 ...
6

ν ν + ν +
+ + + + ν = . 

      (γ) 
2

3 3 3 3 ( 1)1 2 3 ...
2

ν ν +⎡ ⎤+ + + + ν = ⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

      (δ) ( 1)( 2)1 2 2 3 ... ( 1)
3

ν ν + ν +
+ + + ν ν + =i i . 

      (ε) 1 1 1...
1 2 2 3 ( 1) 1

ν
+ + + =

ν ν + ν +i i
. 

 
      Απόδειξη 

      (α) Για 1ν =  έχουμε την πρόταση 1 2(1) :1 1 1
2

Ρ = ⇔ =
i , αληθής. Έστω 

ότι αληθεύει η πρόταση ( 1)( ) :1 2 3 ...
2

κ κ +
Ρ κ + + + + κ = . Θα αποδείξουμε 

ότι αληθεύει και η πρόταση 
( 1)( 1 1) ( 1)( 2)( 1) :1 2 3 ... ( 1)

2 2
κ + κ + + κ + κ +

Ρ κ + + + + + κ + κ + = =  

Πράγματι, έχουμε: 
1 2 3 ... ( 1) (1 2 3 ... ) ( 1)+ + + + κ + κ + = + + + + κ + κ +  
  

( 1) ( 1)
2

( 1)( 2)( 1) 1
2 2

κ κ +
= + κ +

κ κ + κ +⎛ ⎞= κ + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

      Άρα, σύμφωνα με την αρχή της μαθηματικής επαγωγής, για κάθε θετικό ακέραιο 
ν  ισχύει ότι 

( 1)1 2 3 ...
2

ν ν +
+ + + + ν =  

  (β-ε) Όλες αποδεικνύονται με τυπική εφαρμογή της μεθόδου της μαθηματικής 
επαγωγής. 

 
      ΙΙ. Απόδειξη ταυτοτήτων κάτω από συνθήκες 
 
 

1 2f 0, f 0,..., f 0,ν= = =  ν∈ ∗ g 0⇒ =  
 

1 2(f , f ,..., f ,gν είναι αλγεβρικές παραστάσεις)       
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Στην περίπτωση αυτή έχουμε τις υποθέσεις 
1 2f 0, f 0,..., f 0,ν= = =  ν∈ ∗ , 

που είναι μία ή περισσότερες και ονομάζονται συνθήκες ή περιορισμοί του προβλή-
ματος. Στηριζόμενοι στις παραπάνω συνθήκες πρέπει να αποδείξου-με την αλήθεια 
της ισότητας g 0= . Οι μέθοδοι απόδειξης που χρησιμοποιούνται εξαρτώνται από τη 
μορφή των συνθηκών και μπορεί να χρησιμοποιηθεί συνδυασμός από αυτές. Συνο-
πτικά μπορούν να ταξινομηθούν ως εξής: 
 
    A. Ευθεία απόδειξη (με αντικατάσταση, χρήση παραγοντοποίησης και    
          γνωστών ταυτοτήτων. 
    Β.  Μέθοδος θεώρησης ανεξάρτητων μεταβλητών. 
    Γ.  Μέθοδος διαδοχικών διαφορών. 
    Δ.  Μέθοδος από τη θεωρία γραμμικών συστημάτων. 
    Ε.  Μέθοδος πολυωνύμων. 
 
Στη συνέχεια θα περιγράψουμε και θα δώσουμε παραδείγματα για καθεμία από τις 
παραπάνω μεθόδους. 
 
     Α. Ευθεία απόδειξη 

          Στην περίπτωση αυτή γίνεται αντικατάσταση των μεταβλητών στη ζητούμενη 
σχέση και με πράξεις, παραγοντοποιήσεις και χρήση της υπόθεσης και γνωστών ταυ-
τοτήτων στο ένα μέλος, καταλήγουμε στο άλλο μέρος της ζητούμενης ταυτότητας. 
   
 
       Παραδείγματα 
 

1. Αν γ = α + 2  και β = α -1 , να αποδείξετε ότι 
2 2 2 2 2 2

2

2 2
2

α β γ -α β - γ +1 = α -1
γ 1α βγ - +β α -
β β

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

      Απόδειξη 
Με γ α + 2=  και β α -1=  ο αριθμητής του πρώτου μέλους γίνεται 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2α β γ -α β - γ +1 = α (α -1) (α + 2) -α (α -1) - (α + 2) +1  

                

2 2 2 2

2 2 2

2 2

= α (α -1) (α + 2) -1 - (α + 2) -1

= (α + 2) -1 α (α -1) -1

= (α +1)(α + 3) α (α -1) -1 .

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎣ ⎦

 

      Ομοίως ο παρονομαστής του πρώτου μέλους γίνεται: 
 

  
2 2 2 2

2 2
2

1 - -1- -⎛ ⎞γ α β γ γ α β
α βγ +β α = +⎜ ⎟β β β β⎝ ⎠
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( )

2 2 2 2

2 2

2 2

γ(α β -1) + (α β -1)=
β

(γ +1)(α β -1)=
β

(α + 3) α α -1) -1
=

β

⎡ ⎤⎣ ⎦

 

      Έτσι το πρώτο μέλος γίνεται 

  
2 22 2 2 2 2 2

2 2
2 2

2

(α +1)(α + 3) α (α -1) -1α β γ -α β - γ +1 =
γ 1 (α + 3) α (α -1) -1α βγ - +β α -
β β β

⎡ ⎤⎣ ⎦
⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎣ ⎦⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                                                           2= β(α 1) = (α -1)(α 1) = α -1+ +  
 

      2. Αν είναι α -βx =
2

, β - γy =
2

και γ -αz =
2

 να αποδείξετε ότι 

2α - 2β - x 2β - 2γ - y 2γ - 2α - z = 3
x +α -β y +β - γ z + γ -α

+ +  

 
      Απόδειξη 
      Αν αντικαταστήσουμε τη μεταβλητή x στον πρώτο όρο του πρώτου μέλους λαμ-
βάνουμε 

  

α -β2α - 2β -2α - 2β - x 2
α -βx α -β α -β

2

=
+ +

(4α - 4β -α +β)/2 3(α -β)= = = 1
(α -β + 2α - 2β)/2 2(α -β)

. 

      Ομοίως λαμβάνουμε 

2β - 2γ - y = 1
y +β - γ

   και   2γ - 2α - z = 1
z + γ -α

, 

από τις οποίες η ζητούμενη ισότητα είναι φανερή. 
 
      3. Αν α,β, x, y∈ , x, y 0≠  και 2 2 2 2 2(α +β )(x + y ) = (αx +βy) , να αποδείξετε 

ότι  α β=
x y

. 

 
      Απόδειξη 
      Έχουμε 
    2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(α +β )(x + y ) = (αx +βy) (α +β )(x + y ) - (αx +βy) = 0⇒  

     
2α β

= 0
x y

⇒    (από ταυτότητα Lagrange)      
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                                                     αy-βx = 0⇒
αy βx=
xy xy

⇒ , (αφού x, y 0≠ ) α β=
x y

⇒ . 

 
      4.  Αν είναι α +β + γ = 0  να αποδείξετε ότι 

3 3 3(α +β) + (β + γ) + (γ +α) -3αβγ=  
       
      Απόδειξη 
      Επειδή ισχύει ότι  

(α +β) + (β + γ) + (γ +α) = 2(α +β + γ) = 0 , 
έχουμε 
 3 3 3(α +β) + (β + γ) + (γ +α) 3(α +β)(β + γ)(γ +α)=  
 3(-γ)(-α)(-β)=      (αφού α +β + γ 0= ) 
 3αβγ= − . 
 
      5. Αν  ισχύει α β + γ= , να αποδείξετε ότι 

2 2 2 2 2 2 4 4 42β γ 2γ α 2α β -α -β - γ 0+ + =  
 
      Απόδειξη 
      Με παραγοντοποίηση το πρώτο μέλος της ζητούμενης ισότητας γίνεται: 

2 2 2 2 2 2 4 4 42β γ + 2γ α + 2α β -α -β - γ  
4 4 4 2 2 2 2 2 2(α +β + γ - 2β γ - 2γ α - 2α β= − ) 

(α+β+ γ)(-α+β+ γ)(α -β+ γ)(α+β - γ)=  (ταυτότητα De Moirve) 
0= , (λόγω της υπόθεσης β + γ α= .) 

 

      6. Αν είναι αβγ(α +β + γ) 0≠  και 1 1 1 1+ +
α β γ α +β + γ

= , να αποδείξετε ότι: 

3 3 3 3

1 1 1 1+ +
α β γ (α +β + γ)

= . 

 
      Απόδειξη 
      Στην περίπτωση αυτή με πράξεις και παραγοντοποιήσεις στη δοθείσα συνθήκη 
λαμβάνουμε μία ή περισσότερες απλούστερες συνθήκες με τη βοήθεια των οποίων θα 
αποδείξουμε τη ζητούμενη ισότητα. 
      Έχουμε 

                              1 1 1 1+ +
α β γ α +β + γ

=    

 (αβ +βγ + γα)(α +β + γ) -αβγ 0⇔ =  
 2 2 2α (β + γ) +β (γ +α) + γ (α +β) + 2αβγ 0⇔ =  
 2 2 2 2 2α (β + γ) +β γ +β α + γ α + γ β + 2αβγ 0⇔ =  
 2 2 2α (β + γ) +βγ(β + γ) +α(β + γ + 2βγ) 0⇔ =  
 2(β + γ)[α +βγ +α(β + γ)] 0⇔ =  
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 2(β + γ)(α +αβ +βγ +αγ) 0⇔ =  
 [ ](β + γ) α(α +β) + γ(α +β) 0⇔ =  
 (β + γ)(α +β)(γ +α) 0⇔ =  
 β + γ 0⇔ =  ή α +β 0=  ή γ +α 0= . 
 
      Στη συνέχεια με υπόθεση καθεμία χωριστά από τις παραπάνω συνθήκες θα απο-
δείξουμε την αλήθεια της ζητούμενης ισότητας. 
      Αν είναι β + γ 0= , τότε β -γ=  και 

  3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1+ + + +
α β γ α (-γ) γ

=  

 3 3 3

1 1 1- +
α γ γ

= 3

1
α

= 3

1
(α +β + γ)

= , (αφού β + γ 0= ). 

 
     Αν είναι γ +α 0=  ή α +β 0= , ομοίως προκύπτει η ζητούμενη ισότητα. 
 
      Β. Μέθοδος θεώρησης ανεξάρτητων μεταβλητών 
 
      Στην περίπτωση αυτή θεωρούμε στις εξισώσεις των συνθηκών μία ή περισσότε-
ρες ανεξάρτητες μεταβλητές και προσδιορίζουμε τις υπόλοιπες (εξαρτημένες) μετα-
βλητές συναρτήσει των ανεξάρτητων. Στη συνέχεια αντικαθιστούμε τις εξαρτημένες 
μεταβλητές στη ζητούμενη ισότητα και εργαζόμαστε όπως στην περίπτωση Α. 
 
      Παραδείγματα 
 
      1. Αν για τους α,β, γ∈  ισχύει ότι αβγ 1= , να αποδείξετε ότι 

2 221 1 1 1 1 1α + + β + + γ + - α + β + γ + = 4
α β γ α β γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

(δηλαδή η παράσταση του πρώτου μέλους είναι ανεξάρτητη των μεταβλητών 
α,β, γ ). 
 
      Απόδειξη 
      Από την δοθείσα συνθήκη 1αβγ = , θεωρώντας διαδοχικά τις δύο από τις μετα-
βλητές ως ανεξάρτητες λαμβάνουμε 

1α
βγ

= ,     1β
γα

= ,     1γ
αβ

=  

ή ισοδύναμα 
1 βγ
α
= ,     1 γα

β
= ,     1 αβ

γ
= . 

      Έτσι το πρώτο μέλος της ζητούμενης ισότητας γίνεται: 
2 221 1 1 1 1 1α + + β + + γ + - α + β + γ +

α β γ α β γ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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2 2 2= (α +βγ) + (β + γα) + (γ +αβ) - (α +βγ)(β + γα)(γ +αβ)  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2α +β + γ + 6αβγ +β γ α +α β -αβγ -β γ - γ α=  

2 2 3 3 3 2 2 2-α β -α βγ -αβ γ -αβγ -α β γ  
2 2 2 2 2 2 2α +β + γ + 5αβγ -αβγ(α +β + γ ) - (αβγ)=  

2 2 2 2 2 2α +β + γ + 5- (α +β + γ ) -1= = 4 , 
 δηλαδή είναι ανεξάρτητη των μεταβλητών ,α β  και γ . 
 
       Γ. Μέθοδος διαδοχικών διαφορών 

Με διαδοχικές αφαιρέσεις κατά μέλη των δεδομένων συνθηκών και με κατάλλη-
λες απλοποιήσεις καταλήγουμε σε απλούστερες σχέσεις και τελικά στη σχέση που 
ζητάμε να αποδείξουμε. 

 
Παράδειγμα 1.  
Αν οι πραγματικοί αριθμοί x, y, z είναι διαφορετικοί μεταξύ τους, k∈  και 

ισχύουν οι ισότητες 
2 2 2 2 2 2x y kxy y z kyz z x kzx+ + = + + = + + , 

να αποδείξετε ότι 
(i) x y z 0+ + =  
(ii) 2 2 2x yz y zx z xy− = − = − . 
 
Απόδειξη 
Θέτουμε 

2 2x y kxy A+ + =  (1) 
2 2y z kyz A+ + =  (2) 

2 2z x kzx A+ + = . (3) 
Με αφαίρεση κατά μέλη των (1) και (2) έχουμε: 

2 2x z ky(x z) 0− + − =  
(x z)(x z) ky(x z) 0⇔ + − + − =  

(x z)(x z ky) 0⇔ − + + =  
x z ky 0⇒ + + = , (4) 

αφού από την υπόθεση είναι x z 0− ≠ . 
Με αφαίρεση κατά μέλη των (1) και (3) έχουμε: 

2 2y z kx(y z) 0− + − =  
(y z)(y z) kx(y z) 0⇔ + − + − =  

(y z)(y z kx) 0⇔ − + + =  
y z kx 0⇒ + + = , (5) 

αφού από την υπόθεση είναι y z 0− ≠ . 
Με αφαίρεση κατά μέλή των (4) και (5) έχουμε: 

x y k(y x) 0− + − =  
(x y)(1 k) 0⇔ − − = k 1⇒ = , 
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αφού από την υπόθεση x y 0− ≠ . Με k 1=  από την (4) προκύπτει η ισότητα του ε-
ρωτήματος (1) 

x y z 0+ + = . 
Η ισότητα (1) γίνεται 

2 2A x y kxy= + +  
  2z xy= −  [αφού k 1= ] 
  (x y)(1 k) 0⇔ − − = k 1⇒ = , 

αφού από την υπόθεση x y 0− ≠ . Με k 1=  από την (4) προκύπτει η ισότητα του ε-
ρωτήματος (1) 

x y z 0+ + = . 
Η ισότητα (1) γίνεται 

2 2A x y kxy= + +  
  2(x y) 2xy kxy= + − +  
  2( z) (2 k)xy= − − −  [αφού x y z 0+ + = ] 
  2z xy= −   [αφού k 1= ] 

Ομοίως λαμβάνουμε 
2 2A y zx x yz= − = − , 

οπότε τελικά έχουμε 
2 2 2x yz y zx z xy− = − = − . 

Παράδειγμα 2.  
Οι διάφοροι μεταξύ τους και του μηδενός πραγματικοί αριθμοί x , y , z  ικα-

νοποιούν τις σχέσεις 
3 3 3 3 3 3x y μ(x y) y z μ(y z) z x μ(z x)+ + + = + + + = + + + . 

Να αποδείξετε ότι ή παράσταση 
x y y z z x z x yK

z x y x y y z z x
⎛ ⎞⎛ ⎞− + −

= + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠⎝ ⎠
 

είναι ανεξάρτητη των x , y , z  και μ . 
 
Απόδειξη: 
Θέτουμε 

3 3x y μ(x y) A+ + + =  (1) 
3 3y z μ(y z) A+ + + =  (2) 
3 3z x μ(z x) A+ + + =  (3) 

Με αφαίρεση κατά μέλη των (1) και (2) έχουμε 
3 3x z μ(x z) 0− + − =  

2 2(x z)(x xz z ) μ(x z) 0⇔ − + + + − =  
2 2(x z)(x xz z μ) 0⇔ − + + + =  

x z 0
2 2x xz z μ 0

− ≠

⇔ + + + =  (4) 
Ομοίως με αφαίρεση κατά μέλη των (1) και (3) έχουμε 
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2 2y yz z μ 0+ + + =  (5) 
Με αφαίρεση κατά μέλη των (4) και (5) έχουμε 

2 2x y z(x y) 0− + − =  
(x y)(x y z) 0⇔ − + + =  

x y 0

x y z 0
− ≠

⇔ + + = . (6) 
Μετά από πράξεις η παράσταση K  γίνεται 

y z z x z z x x y x x y y z yK 3
x y x y y z y z z x z x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − − − −⎛ ⎞= + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

      Επιπλέον έχουμε 

 
2 2y z z x z y zy zx x z

x y x y xy x y
⎛ ⎞− − − + −

+ ⋅ = ⋅⎜ ⎟ − −⎝ ⎠
 

     (y x)(y x) z(y x) z
xy x y

− + − −
= ⋅

−
 

    (y x)(y x z) z
xy x y

− + −
= ⋅

−
(y x z)z

xy
− + −

=  

    
22z

xy
= ,  (αφού x y z 0+ + = ). 

Ομοίως προκύπτουν 
2z x x y x 2x

y z y z yz
⎛ ⎞⎛ ⎞− −

+ =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
 

2x y y z y zy
z x z x zx
− −⎛ ⎞⎛ ⎞+ =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

Έτσι η παράσταση K  γίνεται 

   
2 2 22z 2x 2yK 3

xy yz zx
= + + +

( )3 3 32 x y z
3

xyz
+ +

= + . 

Όμως, είναι γνωστή η συνεπαγωγή 
3 3 3x y z 0 x y z 3xyz+ + = ⇒ + + = , 

οπότε μέσω αυτής έχουμε ότι K 9= , δηλαδή είναι ανεξάρτητη των x , y , z  και μ . 
 
 

Δ. Μέθοδος από τη θεωρία γραμμικών συστημάτων 
 

Η μεθοδολογία που ακολουθεί αναφέρεται στην περίπτωση που μεταξύ των συν-
θηκών του προβλήματος υπάρχουν δύο τουλάχιστον γραμμικές εξισώσεις. 

 
(1) Αν οι συνθήκες του προβλήματος περιλαμβάνουν το ομογενές γραμμικό σύ-

στημα τύπου n n×  
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11 1 12 2 1n n

21 2 22 2 2n n

n1 1 n2 2 nn n

a x a x ... a x 0
a x a x ... a x 0 AX 0.............................................
a x a x ... a x 0

+ + + = ⎫
⎪+ + + = ⇔ =⎬
⎪

+ + + = ⎭

, 

όπου 
11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

a a ...a
a a ...aA .................
a a ...a

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, 
1

2

n

x
xX

x

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

0
00

0

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

τότε η συνθήκη ύπαρξης μη μηδενικών λύσεων του συστήματος οδηγεί στη σχέση 
11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 nn

a a ...a
a a ...aA 0.................
a a ...a

= = . 

 
(2) Στην ειδική περίπτωση που έχουμε μεταξύ των συνθηκών δύο ομογενείς 

γραμμικές εξισώσεις τριών μεταβλητών 

}1 1 1

2 2 2

a x b y c z 0
a x b y c z 0

+ + =
+ + =

, (1) 

που ικανοποιούνται από τριάδες (x, y,z) (0,0,0)≠ , τότε με την υπόθεση 

1 1

2 2

a b
0

a b
≠ , 

το σύστημα (1) γίνεται 

                    

1 1

1 1 1 2 2

1 12 2 2

2 2

c z b
a x b y c z c z b

x
a ba x b y c z
a b

−
+ = − −

⇔ =
+ = −

, 

1 1

2 2

1 1

2 2

a c z
a c z

y
a b
a b

−
−

=  

                     

1 1

2 2

1 1

2 2

b c
z

b c
x

a b
a b

⇔ = , 

1 1

2 2

1 1

2 2

c a
z

c a
y

a b
a b

= . 

• Όταν είναι 1 1

2 2

b c
0

b c
≠  και 1 1

2 2

c a
0

c a
≠ , τότε το σύστημα γράφεται στην ισοδύ-

ναμη μορφή 

                                    
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

x y z
b c c a a b
b c c a a b

= =                               (2) 
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Στη μορφή αυτή, συμβολίζοντας τους ίσους λόγους με λ  μπορούμε να χρησιμο-
ποιήσουμε τους x , y , z  στις υπόλοιπες συνθήκες για την απόδειξη της ζητούμενης 
σχέσης. 

• Όταν είναι 1 1

2 2

b c
0

b c
=  ή 1 1

2 2

c a
0

c a
= , τότε προκύπτει x 0=  ή y 0=  και έτσι 

έχουμε πιο απλές συνθήκες. 
 
(3) Στην περίπτωση που έχουμε μεταξύ των συνθηκών δύο γραμμικές εξισώσεις 

δύο μεταβλητών 

                                           1 1 1

2 2 2

a x b y c 0
a x b y c 0

+ + = ⎫
⎬+ + = ⎭

                                       (3) 

και εφόσον αληθεύει ο περιορισμός 1 1

2 2

a b
0

a b
≠ , τότε τα x , y  ορίζονται μονοσήμα-

ντα συναρτήσει των συντελεστών ia , ib , ic , i 1,2= . Έχουμε ότι 

                                          

1 1

2 2

1 1

2 2

c b
c b

x
a b
a b

−
−

= ,     

1 1

2 2

1 1

2 2

a c
a c

y
a b
a b

−
−

= ,                              (4) 

ή ισοδύναμα, στην περίπτωση που οι ορίζουσες των αριθμητών είναι μη μηδενικές 
έχουμε 

                                       
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

x y 1
b c c a a b
b c c a a b

= =                                 (5) 

      (4) Στην περίπτωση που έχουμε μεταξύ των συνθηκών τρεις γραμμικές εξισώσεις 
δύο μεταβλητών 

                                                   
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a x b y c 0
a x b y c 0
a x b y c 0

+ + = ⎫
⎪

+ + = ⎬
⎪+ + = ⎭

                                    (6) 

τότε η συνθήκη συμβιβαστότητας (απαλείφουσα) του συστήματος μας δίνει τη σχέ-
ση 

                                                          
1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c 0
a b c

=                                    (7) 

(5) Αν μεταξύ των συνθηκών του προβλήματος υπάρχουν δύο εξισώσεις μιας με-
ταβλητής 

                                                            1 1

2 2

α x β 0
α x β 0

+ =
+ =

                                      (8) 
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που αληθεύουν για x 0≠  και είναι 1 2α α 0≠ , τότε 

                 1 2

1 2

β βx
α α

= − = − , 

οπότε η συνθήκη συμβιβαστότητας είναι 

                                                              1 1

2 2

α β
0

α β
= .                                    (9) 

 
Παράδειγμα 1.  
Αν για τους πραγματικούς αριθμούς α,β,γ,x,y,z  με (x,y,z) (0,0,0)≠  αλη-

θεύουν οι ισότητες 
αx γy βz 0+ + =   (1) 
γx βy γz 0+ + =   (2) 
βx αy γz 0+ + =   (3) 

να αποδείξετε ότι 
3 3 3α β γ 3αβγ+ + = . 

 
Απόδειξη 
Το ομογενές γραμμικό σύστημα των εξισώσεων (1), (2) και (3) έχει, σύμφωνα με 

την υπόθεση, και μη μηδενική λύση (x, y,z) (0,0,0)≠ . Επομένως θα ισχύει 

2 2 2

α γ β
γ β α 0 (βγ α ) γ(γ αβ) β(γα β ) 0
β α γ

= ⇒ − − − + − =  

3 3 33αβγ α β γ 0⇒ − − − =  
3 3 3α β γ 3αβγ⇒ + + − . 

 
Παράδειγμα 2.  
Αν για τους πραγματικούς αριθμούς α,β,γ,x,y,z  με (x,y,z) (0,0,0)≠  αλη-

θεύουν οι ισότητες 
x α(y z)= +   (1) 
y β(z x)= +   (2) 
z γ(x y)= +   (3) 

να αποδείξετε ότι: 
(i)   αβ βγ γα 2αβγ 1+ + + = . 

(ii) 
2 2 2x y z

α(1 βγ) β(1 αγ) γ(1 αβ)
= =

− − −
, 

      (εφόσον αβγ(1 αβ)(1 βγ)(1 γα)(1 α)(1 β)(1 γ) 0− − − + + + ≠ ). 
 
Λύση: 
(i) Οι δοθείσες εξισώσεις (1), (2) και (3) αποτελούν ένα ομογενές γραμμικό σύ-

στημα 
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x αy αz 0
βx y βz 0
γx γy z 0

− − = ⎫⎪− + = ⎬
⎪+ − = ⎭

, (Σ) 

το οποίο, από την υπόθεση, έχει και μη μηδενική λύση. Επομένως θα έχουμε 
1 α α
β 1 β 0 1 βγ α( βγ β) α(βγ γ) 0
γ γ 1

− −
− + = ⇒ − + − − − + =

−
 

αβ βγ αγ 2αβγ 1⇒ + + + =  
 

2ος τρόπος 
 Θεωρώντας τις δύο πρώτες εξισώσεις του συστήματος (Σ) ως ομογενές γραμμικό 

σύστημα με δύο εξισώσεις και τρεις αγνώστους λαμβάνουμε 
x y z λ 0

α(β 1) α(β 1) 1 αβ
= = = ≠

− + − + − +
 

x λα(β 1)⇒ = − + ,   y λα(β 1)= − + ,   z λ( 1 αβ)= − + . 
Τότε η τρίτη εξίσωση του (Σ) γίνεται 

λαγ(β 1) λαγ(β 1) λ( 1 αβ)− + − + = − +  
λ(αγβ αγ αγβ αγ 1 αβ) 0⇒ + + + − + =  

αβ βγ γα 2αβγ 1⇒ + + + = . 
(ii) Θέτοντας z γ(x y)= +  στις (1) και (2) λαμβάνουμε 

x α[y γ(x y)] x(1 αγ) y(1 γ)α
y β[γ(x y) x] x(γ 1)β y(1 βγ)
= + + − = +⎫ ⎧

⇔⎬ ⎨= + + + = −⎭ ⎩
 

Από τις οποίες με πολλαπλασιασμό κατά μέλη λαμβάνουμε 
2 2x (1 α)(γ 1)β y (1 γ)(1 βγ)α− + = + −  

2 2x y
α(1 βγ) β(1 αγ)

⇒ =
− −

 (4) 

αφού από την υπόθεση είναι 1 γ 0+ ≠  και αβ(1 βγ)(1 γ) 0− − ≠ . 
Εργαζόμενοι ανάλογα, με αντικατάσταση του x α(y z)= +  στις (2) και (3) λαμ-

βάνουμε την ισότητα 
2 2y z

β(1 αγ) γ(1 αβ)
=

− −
 (5) 

Από τις (4) και (5) προκύπτουν οι ζητούμενες ισότητες. 
 
 
Ε. Μέθοδος από τη θεωρία πολυωνύμων 

 
Στο παρόν Κεφάλαιο, θα ασχοληθούμε μόνο με πολυώνυμα 2ου βαθμού (τριώνυ-

μα) και θα συμπληρώσουμε τις μεθόδους στο Κεφάλαιο των  πολυωνύμων που θα 
ακολουθήσει. 

Όταν μεταξύ των συνθηκών του προβλήματος υπάρχει πολυωνυμική εξίσωση 
δευτέρου βαθμού 
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2αx βx γ 0+ + = , 
α *∈ , β,γ∈  και ικανοποιείται για x∈ , τότε πρέπει 

2Δ β 4αγ 0= − ≥ . 
 

Παράδειγμα 1.  
Αν για 1 2 1 2α ,α β ,β ,x∈  αληθεύει η ισότητα 

( )2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2β β x 2(α β α β )x α α 0+ + + + + = ,  (1) 

να αποδείξετε ότι 
1 2 2 1α β α β 0− = . 

Λύση 
Η εξίσωση (1) είναι δευτέρου βαθμού ως προς x  και έχει πραγματικές ρίζες, ο-

πότε θα είναι 
( )( )2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2Δ 4 (α β α β ) β β α α 0⎡ ⎤= + − − + ≥⎣ ⎦  

( )( )2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2α α β β (α β α β ) 0⎡ ⎤⇔ − + + − + ≥⎣ ⎦  

2
1 2 2 1(α β α β ) 0⇒ − − ≥ , 

η οποία αληθεύει μόνον όταν 
1 2 2 1α β α β 0− = . 

 
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ ΙΙΙ  
 

1f 0 g 0= ⇒ =  ή 2g 0=  ή … ή νg 0= , ν *∈ . 
 
Στην περίπτωση αυτή προσπαθούμε να αναλύσουμε το πρώτο μέλος της συνθή-

κης f 0=  σε γινόμενο παραγόντων, μέσα στους οποίους περιέχονται και οι παραστά-
σεις 1 2 νg ,g ,...,g . Έτσι, αν προκύψει η συνθήκη 

1 2 νg g ...g g 0=  
και εξασφαλίσουμε ότι ισχύει g 0≠ , τότε προκύπτουν οι ζητούμενες σχέσεις 

1g 0=    ή   2g 0=    ή…ή   νg 0= . 
 

Παράδειγμα 1.  
Αν για τους αριθμούς x,y,z∈  ισχύει ότι 

2 2 2x (y z) y (z x) z (x y) 0− + − + − = , 
να αποδείξετε ότι δύο τουλάχιστον από αυτούς είναι ίσοι. 

 
Απόδειξη 
Με παραγοντοποίηση του πρώτου μέλους της ισότητας έχουμε: 

2 2 2x (y z) y (z x) z (x y) 0− + − + − =  
2 2 2 2 2x y x z y z y x z (x y) 0⇒ − + − + − =  

2 2 2 2 2(x y y x) (x z y z) z (x y) 0⇒ − − − + − =  
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2 2 2xy(x y) z(x y ) z (x y) 0⇒ − − − + − =  
2(x y) xy z(x y) z 0⎡ ⎤⇒ − − + + =⎣ ⎦  

2(x y)(xy zx zy z ) 0⇒ − − − + =  
[ ](x y) x(y z) z(y z) 0⇒ − − − − =  

(x y)(y z)(x z) 0⇒ − − − =  
x y 0⇒ − =  ή y z 0− =  ή x z 0− =  

x y⇒ =  ή y z=  ή x z= . 
 
Παράδειγμα 2.  
Αν για τους αριθμούς x,y,z∈  ισχύει ότι 

3 3 3x y z 3xyz+ + =  
να αποδείξετε ότι θα ισχύει 

x y z 0+ + =    ή   x y z= = . 
 
Απόδειξη 
Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα του Euler έχουμε 

3 3 3x y z 3xyz+ + =  
3 3 3x y z 3xyz 0⇒ + + − =  

2 2 21 (x y z) (x y) (y z) (z x) 0
2

⎡ ⎤⇒ + + − + − + − =⎣ ⎦  

x y z 0⇒ + + =  ή 2 2 2(x y) (y z) (z x) 0− + − + − =  
x y z 0⇒ + + =  ή x y z= = , 

αφού, αν ίσχυε ότι x y 0− ≠  ή y z 0− ≠  ή z x 0− ≠ , τότε θα είχαμε 
2 2 2(x y) (y z) (z x) 0− + − + − > . 

 
Παράδειγμα 3.  
Αν για τους αριθμούς x,y,z∈  ισχύει ότι 

4 4 4 3 3 3 3 3 3x yz y zx z xy x y y z z x 0+ + − − − = , 
να αποδείξετε ότι ένας τουλάχιστον από τους x, y,z  είναι μέσος ανάλογος των 
δύο άλλων, δηλαδή θα είναι 

2x yz=    ή   2y zx=    ή   2z xy= . 
 
Απόδειξη 
Με βάση τους παράγοντες 2x yz− , 2y zx−  και 2z xy−  που πρέπει να προκύ-

ψουν από την παραγοντοποίηση του πρώτου μέλους της δοθείσας σχέσης έχουμε 
4 4 4 3 3 3 3 3 3x yz y zx z xy x y y z z x 0+ + − − − =  

4 3 3 3 3 2 2 2 2 2 2 4 4 3 3xyz z x z y x y z x y z x yz y zx x y 0⇒ − − + − + + − =  
2 2 3 3 2 2 2 3 3 2 2z (xyz zx zy x y ) xy(xyz zx zy x y ) 0⇒ − − + − − − + =  

2 3 3 2 2 2(xyz zx zy x y ) (z xy) 0⇒ − − + ⋅ − =  
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2 3 3 2 2 2(xyz zx ) (zy x y ) (z xy) 0⎡ ⎤⇒ − − − ⋅ − =⎣ ⎦  
2 2 2 2zx(yz x ) y (yz x ) (z xy) 0⎡ ⎤⇒ − − − ⋅ − =⎣ ⎦  

2 2 2(yz x )(zx y )(z xy) 0⇒ − − − =  
2yz x 0⇒ − =  ή 2zx y 0− =  ή 2z xy 0=  

2x yz⇒ =  ή 2y zx=  ή 2z xy= . 
 

       ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ  IV 
 

1f 0 g 0= ⇒ =  και 2g 0=  … και νg 0= , ( ν *∈ ) 
 
Στην περίπτωση αυτή προσπαθούμε να μετατρέψουμε το πρώτο μέλος της συν-

θήκης f 0=  σε άθροισμα τετραγώνων της μορφής 2 2 2
1 2 νg g ... g+ + + , οπότε πλέον από 

την ισότητα 
2 2 2
1 2 νg g ... g 0+ + + = ,     ν *∈  

προκύπτουν οι ισότητες 
1g 0=  και 2g 0=  … και νg 0= . 

 
Παράδειγμα 1.  
Αν για τους α,β,γ∈  ισχύει ότι: 

2 2 2α β γ αβ βγ γα 0+ + − − − =  
να αποδείξετε ότι: α β γ= = . 
Απόδειξη 
Έχουμε: 

2 2 2α β γ αβ βγ αγ 0+ + − − − =  
2 2 22α 2β 2γ 2αβ 2βγ 2γα 0⇒ + + − − − =  

2 2 2(α β) (β γ) (γ α) 0⇒ − + − + − =  
α β 0⇒ − =  ή β γ 0− =  ή γ α 0− =  

α β⇒ =  ή β γ=  ή γ α= , 
γιατί, αν είναι α β 0− ≠  ή β γ 0− ≠  ή γ α 0− ≠ , τότε θα είναι 

2 2 2(α β) (β γ) (γ α) 0− + − + − > . 
 
Παράδειγμα 2.  
Αν για τους θετικούς πραγματικούς αριθμούς x, y, z  ισχύει ότι 

3 3 3x y z 3xyz+ + = , 
να αποδείξετε ότι θα είναι x y z= = . 
 

      Απόδειξη 
Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα του Euler λαμβάνουμε 

3 3 3x y z 3xyz+ + =  
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3 3 3x y z 3xyz 0⇒ + + − =  

                          2 2 21 (x y z) (x y) (y z) (z x) 0
2

⎡ ⎤⇒ + + − + − + − =⎣ ⎦              (1) 

x y z⇒ = = , 
αφού για θετικούς x, y,z  θα είναι x y z 0+ + > , ενώ αν υποθέσουμε ότι μία τουλάχι-
στον από τις διαφορές x y− , y z− , z x−  δεν είναι μηδέν, τότε θα έχουμε και 

2 2 2(x y) (y z) (z x) 0− + − + − > , που είναι άτοπο, γιατί λόγω της (1) πρέπει ένας του-
λάχιστον από τους παράγοντες x y z+ + , 2 2(x y) (y z)− + − +  2(z x)−  να είναι μη-
δέν. 
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AΣΚΗΣΕΙΣ   
 
1. Να παραγοντοποιήσετε  τις παραστάσεις: 

          

3 3 3

3 3 3

4 4

4 2 2 4

3 3 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) 4
( ) 3 9
( ) ( 1) 8 ( 1) 6( 1)
( ) 2 3

xy x y yz y z zx z x
x y z y z x z x y
x y y z z x

x y
a a b b

a a a
x y z zx yz

α

β

γ

δ

ε

στ

ζ

− + − + −

− + − + −

− + − + −

+

+ +

− − + + + −

− − + +

 

 
2. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

       

3 3

4 2 2 4

3 3 3 4 2 2 5

( )

1 1 1 3 1 1 6 1 1( )
( ) ( ) ( )

a b
a a b b

a b a b a b a b a b a b

α

β

+
+ +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

          3 4 4 4 3 3 5 2 2

1 1 1 2 1 1 2 1 1( )
( ) ( ) ( )a b a b a b a b a b a b

γ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 

          ( )( )( )( )
( )( )( )

a b b c c a a b b c c a
a b b c c a a b b c c a

δ − − − − − −
+ + +

+ + + + + +
 

 

          
2 2 2

( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

a bc b ca c ab
a b a c b c b a c a c b

ε − − −
+ +

+ + + + + +
 

 
3. Να αποδείξετε τις ταυτότητες: 
 
      2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) (2 ) ( )x y xy x yα − + = +  

      
2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4( )
a b c d a b c d a c b d a d b c
a b c d

β + + + + + − − + + − − + + − − =

+ + +
 

      
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) ( ) 2( )
( ) 2( )
a b c d ab bc dc ad
a b c d ab ad bc dc

γ − + − + − + + =

+ + + − − + +
 

      
3 33 3 3 3

3 3
3 3 3 3

2 2( ) x y x yx x y y
x y x y

δ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −

= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

     2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 2 3( ) (6 4 4 ) (3 5 5 ) (4 4 6 ) (5 5 3 )x xy y x xy y x xy y x xy yε − + = + − + − + + − −  
 
4. Αν , , , ,a b c a b c a∈ ≠ ≠ ≠  να αποδείξετε ότι: 
 



                                                                                       Καλοκαιρινό μαθηματικό σχολείο ΕΜΕ 2014 

 42

1 1 12
( )( ) ( )( ) ( )( )

b c c a a b
a b a c b c b a c a c b a b b c c a

− − − ⎛ ⎞+ + = + +⎜ ⎟− − − − − − − − −⎝ ⎠
 

 
5. Αν οι , , ,a b c d ∈ είναι διαφορετικοί ανά δύο και  

( )( ) ( )( ) ( )( ),

k k k

k
a b cS

a b a c b a b c c a c b
= + +

− − − − − −
 

      να αποδείξετε ότι : 

       

0 1

2

3
2 2 2

4
3 3 3 2 2 2 2 2 2

5

( ) 0
( ) 1
( )

( )
( )

S S
S
S a b c

S a b c ab bc ca

S a b c a b b a b c c b c a a c abc

α
β
γ

δ

ε

= =
=
= + +

= + + + + +

= + + + + + + + + +

 

 
6. Αν οι , , ,a b c d∈ είναι διαφορετικοί  ανά δύο και         

  
( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

k k k k

k
a b c dT

a b a c a d b a b c b d c a c b c d d a d b d c
= + + +

− − − − − − − − − − − −
 

να αποδείξετε ότι : 

 
0 1 2

3

4

( ) 0
( ) 1
( ) .

S S S
S
S a b c d

α
β
γ

= = =
=
= + + +

 

 
7.  Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις 

      1 1 1( )
( )( ) ( )( ) ( )( )a a b a c b b a b c c c a c b

α + +
− − − − − −

 

      2 2 2

1 1 1( )
( )( ) ( )( ) ( )( )a a b a c b b a b c c c a c b

β + +
− − − − − −

. 

 
8.  Αν για τους πραγματικούς αριθμούς , ,x y z  ισχύει ότι 1,xyz = να αποδείξετε ότι  
     οι παραστάσεις 

                      
( , , ) ,

1 1 1
1 1 1( , , ) ,

1 1 1

x y zx y z
xy x yz y zx z

x y zx y z
xy x yz y zx z

Κ = + +
+ + + + + +
+ + +

Λ = + +
+ + + + + +

 

 με  1 0,xy x+ + ≠  είναι ανεξάρτητες των , , .x y z  
 

9. Αν  για τους πραγματικούς αριθμούς , ,a b c ισχύει ότι 0a b c+ + = , να  
 αποδείξετε ότι: 

2 2 2 2 4 4 4

2 2 2 2 4 4 4

( ) ( ) 2( )
( ) [( ) ( ) ( ) ] 2[( ) ( ) ( ) ]

a b c a b c
a b b c c a a b b c c a

α

β

+ + = + +

− + − + − = − + − + −
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10. Αν είναι 

, ,

, , , ( )( )( ) 0,

a b b c c ax y z
a b b c c a

a b c a b b c c a

− − −
= = =

+ + +
∈ + + + ≠

 

        να αποδείξετε ότι 
(1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 ).x y z x y z+ + + = − − −  

 
11. Αν  για τους πραγματικούς αριθμούς , ,a b c ισχύει ότι 0,a b c+ + =  να  

 αποδείξετε ότι 

 

5 5 5 2 2 2

3 3 3 2 2 2 5 5 5

7 7 7 2 2 2 5 5 5

5( ) ( )
2

6( ) ( )( ) ( )
5

7( ) ( )( ).
10

a b c abc a b c

a b c a b c a b c

a b c a b c a b c

α

β

γ

+ + = + +

+ + + + = + +

+ + = + + + +

 

 

12. Αν είναι 1 2, ,... ,nx x x n ∗∈ ∈  και   1 2 .... ,
2n
nx x x τ

+ + + =  

    
      να αποδείξετε ότι: 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2( ) ( ) ...( ) ... .n nx x x x x xτ τ τ− + − + − = + + +  
 

13. Αν είναι ,i ia b ∈  με 1,i ia b+ = για κάθε 1, 2,...,i n=  και  
1 1

,
n n

i i
i i

na a nb b
= =

= =∑ ∑  

      να αποδείξετε ότι:  2

1 1

( ) .
n n

i i i
i i

a b nab a a
= =

= − −∑ ∑  

 
14. Aν είναι 0ax by cz+ + = , να απλοποιήσετε την παράσταση 

                          
2 2 2

2 2 2 .
( ) ( ) ( )

ax by cz
bc y z ca z x ab x y

+ +
Α =

− + − + −
 

 
15. Θεωρούμε την παράσταση 
                                           2 22Ax Bxy Cy+ +  
      και θέτουμε 
                                    1 1 1 1, ,x x y y x yα β γ δ= + = +  
      οπότε αυτή γίνεται 
                                           2 2

1 1 1 1 1 12 .A x Bx y C y+ +  
      Να αποδείξετε ότι 
                                       2 2 2

1 1 1 ( )( ) .B AC B AC αδ βγ− = − −  
 
16. Αν για τους πραγματικούς αριθμούς 1 2, ,... na a a  ισχύει ότι 
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                                       2 2 2 2
1 2 1 2( ... ) ( ... ) ,n nn a a a a a a+ + + = + + +  

      να αποδείξετε ότι : 
                                                     1 2 ... na a a= = =  
 
17. Αν για τους πραγματικούς αριθμούς , ,x y z  ισχύει ότι 
         2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )x y y z z x x y z y z x z x y− + − + − = + − + + − + + −  
      να αποδείξετε ότι 
                                                          .x y z= =  
 
18. Αν για τους πραγματικούς αριθμούς , , ,a b c d με 0cd ≠  ισχύει ότι 
                     ( )( ) ( )( )a b c d a b c d a b c d a b c d+ + + − − + = − + − + − −  
       να αποδείξετε ότι  

                                                            .a b
c d
=  

 
19. Αν για τους πραγματικούς αριθμούς , ,a b c  με back ≠ 0 ισχύει ότι  

                                                    1 1 1 1 ,
a b c a b c
+ + =

+ +
 

      να αποδείξετε ότι  

                                             1 1 1 1 ,n n n n n na b c a b c
+ + =

+ +
 

 
      όπου n  είναι περιττός φυσικός αριθμός. 
 
20. Αν για τους πραγματικούς αριθμούς , ,a b c  με abc ≠ 0 ισχύει 

                                 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1,
2 2 2

b c a c a b a b c
bc ca ab

+ − + − + −
+ + =  

     να αποδείξετε ότι δύο από τα τρία κλάσματα του πρώτου μέλους είναι ίσα με 1 και  
     ότι το κλάσμα που απομένει είναι ίσο με –1. 
 
21. Αν για τους μη μηδενικούς πραγματικούς αριθμούς , , , , ,a b c x y z ισχύει ότι  

,
( ) ( ) ( )

bz cy cx az ay bx
x ax by cz y ax by cz z ax by cz

+ + +
= =

− + + − + + −
 

       να αποδείξετε ότι    

2 2 2 2 2 2 2 2 2 .
( ) ( ) ( )

x y z
a b c a b c a b c a b c

= =
+ − + − + −

 

       [ Όλοι οι παρανομαστές υποτίθεται ότι είναι διάφοροι του μηδενός ]. 
 
22. Αν για τους πραγματικούς αριθμούς , ,x y z ισχύει ότι 0,x y z+ + =  
       να αποδείξετε ότι:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,n n n n n nax by ay bz az bx ay bx az by ax bz− + − + − = − + − + −  
       για 1, 2n =  και 4. 
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ΚΑΛΟΚΑΙΡΙΝΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΣΧΟΛΕΙΟ Ε.Μ.Ε.  
ΛΕΠΤΟΚΑΡΥΑ ΠΙΕΡΙΑΣ  

ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ ΑΛΓΕΒΡΑΣ Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
Αγγελική  Βλάχου – Αργύρης Φελλούρης 

 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2 

 
ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ - ΤΡΙΩΝΥΜΟ 

 
1. Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ ΣΤΟ ΣΥΝΟΛΟ   
 
1.1. Κάθε πρόταση της μορφής f (x) φ(x)= , όπου f και φ είναι αλγεβρικές παρα-

στάσεις της μεταβλητής x, ονομάζεται εξίσωση με άγνωστο το x. 
      Για παράδειγμα, αν  f (x) 2x 6 , φ(x) x 4= − = + , η ισότητα 2x 6 x 4− = + είναι ε-
ξίσωση με άγνωστο το x. 

Υπάρχουν προτάσεις της μορφής f (x,y) φ(x,y)= , δηλαδή παραστάσεις με δύο 
μεταβλητές x, y και τότε έχουμε εξίσωση με δύο αγνώστους x, y. Οι εξισώσεις γενικά 
βρίσκουν εφαρμογές στη λύση πολλών προβλημάτων.  

 
1.2. Εξισώσεις με έναν άγνωστο. 
 
Έστω f (x)  ένα πολυώνυμο μεταβλητής  x , δηλαδή 

ν ν 1
ν ν 1 1 0f (x) α x α x ... α x α ,−

−= ⋅ + ⋅ + + ⋅ +  
ν ν 1 1 0με συντελεστές α ,α ,...α ,α−  πραγματικούς αριθμούς. Η  ισότητα f (x) 0=  είναι μία 

πολυωνυμική αλγεβρική εξίσωση με άγνωστο το x. Αν α 0ν ≠  τότε ο βαθμός ν του 
πολυωνύμου είναι και ο βαθμός της εξίσωσης. 

Συνεπώς: 
αx β 0+ = , με α ≠ 0 ,είναι μία αλγεβρική εξίσωση 1ου βαθμού. 

2αx βx γ 0+ + = , με α ≠ 0, είναι μία αλγεβρική εξίσωση 2ου βαθμού. 
3 2αx βx γx δ 0+ + + = , με α ≠ 0, είναι μία αλγεβρική εξίσωση 3ου βαθμού 

κ.λ.π. 
 
1.3.  Στη Σχολική  Άλγεβρα συναντάμε εξισώσεις που ανάγονται σε αλγεβρικές,  

για παράδειγμα: 
8x 3 x 10− = −  «εξίσωση με ριζικό». 
x 2 xx x 3

3 6
−− = + −  «κλασματική εξίσωση» 

ημx συνx 0− =  , «τριγωνομετρική εξίσωση» 
x3 81=  «εκθετική εξίσωση» 

2 ogx 6=  «λογαριθμική εξίσωση». 
Σημείωση: Οι εξισώσεις που δεν ανάγονται σε αλγεβρικές ονομάζονται «υπερβα-

τικές», για παράδειγμα  η εξίσωση :  1ogx x 1
3

= − . 

 

Master
Text Box
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1.4. Μετασχηματισμοί εξισώσεων 
 
Έστω ( )f x 0= μια εξίσωση (όπου f είναι μία παράσταση του x). Ένας αριθμός ρ 

θα λέγεται λύση ή ρίζα της εξίσωσης ( )f x 0= , αν και μόνο αν, ισχύει  ( )f ρ 0.=    
Το σύνολο Λ που έχει στοιχεία όλες της λύσεις της εξίσωσης λέγεται σύνολο λύ-

σεων της εξίσωσης. 
Δύο εξισώσεις ( )f x 0= και ( )φ x 0=  λέμε ότι είναι ισοδύναμες, αν και μόνο αν, 

έχουν τις ίδιες λύσεις.  
Ισχύουν οι εξής ιδιότητες: 
 

1. Αν και στα δύο μέλη μιας εξίσωσης προσθέσουμε (ή αφαιρέσουμε) την ίδια 
συνάρτηση, προκύπτει εξίσωση ισοδύναμη με την αρχική, δηλαδή 

( ) ( )x xf (x) φ(x) f (x) g φ(x) g= ⇔ ± = ±  
2. Αν και τα δύο μέλη μιας εξίσωσης πολλαπλασιασθούν (ή διαιρεθούν) με τον 

ίδιο αριθμό, διάφορο του μηδενός προκύπτει ισοδύναμη εξίσωση με την αρ-
χική, δηλαδή 

1 1
λ λ

f (x) φ(x) λf (x) λφ(x), λ 0 f (x) φ(x), λ 0= ⇔ = ≠ ⇔ = ≠ . 

3. Η εξίσωση ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 kf x 0, όπου f x f x f x ...f x= = ⋅ ⋅  είναι ισοδύναμη με τις  

εξισώσεις: ( ) ( ) ( )1 2 kf x 0 ή f x =0, ή ...ή f x 0= = , δηλαδή το σύνολο των λύ-

σεων της εξίσωσης ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 kf x 0, όπου f x f x f x ... f x= = ⋅ ⋅ ⋅  ισούται με την 
ένωση των συνόλων των λύσεων των εξισώσεων  

( ) ( ) ( )1 2 kf x 0, f x =0, ...,f x 0= = . 
4. Η εξίσωση f (x) φ(x)= δεν είναι γενικά ισοδύναμη με την εξίσωση  
                                              ( ) ( )x xf (x) g φ(x) g⋅ = ⋅ , 
      αφού η τελευταία έχει ως ρίζες και τις ρίζες της εξίσωσης ( )g x 0= . 
      Πράγματι, έχουμε: 

( ) ( ) [ ] ( )x x x 0f (x) g φ(x) g f (x) φ(x) g⇔ ⋅ =⋅ = ⋅ − ( )x 0f (x) φ(x) 0 ή g⇔ =− = . 
5. Αν και τα δύο μέλη μιας εξίσωσης υψωθούν στην ίδια δύναμη ή τεθούν κάτω 

από ρίζα ιδίου δείκτη, δεν προκύπτει ισοδύναμη εξίσωση με την αρχική. 
 
 
 

2. ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ (ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ) 
 
2.1. Μία εξίσωση ονομάζεται εξίσωση 1ου βαθμού με άγνωστο x ή γραμμική εξί-

σωση με άγνωστο x, αν, και μόνο αν, είναι της μορφής αx β 0 με α 0+ = ≠ . 
Ο αριθμός α λέγεται συντελεστής του αγνώστου και το β σταθερός όρος. 
Η τιμή του αγνώστου x που επαληθεύει την εξίσωση, λέγεται λύση ή ρίζα της ε-

ξίσωσης. 
Η διαδικασία για την εύρεση της λύσης της εξίσωσης λέγεται επίλυση της εξί-

σωσης. 
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Εξίσωση 1ου βαθμού                         Ρίζες της εξίσωσης 
α x β 0⋅ + =    α,  β∈   Αν α ≠ 0, υπάρχει μία  μόνο λύση, η βx

α
= −  

Αν α = 0 και β ≠ 0 καμία λύση στο . 
Η εξίσωση είναι αδύνατη στο . 
Αν α = 0 και β = 0, κάθε x ∈  είναι λύση. Η εξίσω-
ση γίνεται 0 x 0⋅ =  και είναι αόριστη ή ταυτότητα. 

 
Μια εξίσωση που δεν είναι γραμμικής μορφής, είναι δυνατόν εφαρμόζοντας τις 

ιδιότητες να μετασχηματισθεί σε γραμμική και να λυθεί όπως μπορούμε να δούμε στα 
παραδείγματα που ακολουθούν. 

 
Παράδειγμα 1 
Να λυθεί η εξίσωση:       ( ) ( ) ( )9 8 - x - 10 9 - x - 4 x - 1 = 1 - 8x   

 Λύση 
 Εκτελούμε τις πράξεις και στη συνέχεια εφαρμόζουμε τις ιδιότητες: 

( ) ( ) ( )9 8 x 10 9 x 4 x 1 1 8x− − − − − = −  
72 9x 90 10x 4x 4 1 8x⇔ − − + − + = −  

9x 10x 4x 8x 72 90 4 1 5x 15 x 3⇔ − + − + = − + − + ⇔ = ⇔ =  
 Η λύση της εξίσωσης είναι ο αριθμός 3.  

 
Παράδειγμα 2 

Να λυθεί η εξίσωση :   3x x 108 x 2x 3
2 2

−
− + = + −   

 
Λύση 
Βρίσκουμε το Ε.Κ.Π. των παρονομαστών και κάνουμε απαλοιφή των παρονομα-

στών, πολλαπλασιάζοντας όλους τους όρους με το Ε.Κ.Π. 

 3x x 108 x 2x 3
2 2

−
− + = + − ⇔

3x x 102 2 8 2 x 2 2 2x 2 3
2 2

−
⋅ − ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ − ⋅ ⇔ 0x 0= , 

οπότε η εξίσωση είναι αόριστη ή ταυτότητα. 
 

2.2. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι παραμετρικές εξισώσεις. Σε αυ-
τήν την κατηγορία ασκήσεων εκτός από τον άγνωστο x, υπάρχουν κι άλλες μετα-
βλητές (μ, λ, α, β R∈ ) που λέγονται παράμετροι. Για να λύσουμε μία παραμετρι-
κή εξίσωση τη φέρνουμε στη μορφή ax = b και εξετάζουμε τις περιπτώσεις a ≠ 0 
και a = 0. 

 
Παράδειγμα 1 
Να λυθεί η εξίσωση ( )2μ x 2 3μ x 1− − = +  με άγνωστο x και μ R∈ . 
 
Λύση 

( )2 2 2 2 2μ x 2 3μ x 1 μ x 2μ 3μ x 1 μ x x 2μ 3μ 1− − = + ⇔ − − = + ⇔ − = + + ⇔  

( )2 2μ 1 x 2μ 2μ μ 1− = + + + ⇔ ( )( ) ( )( )μ 1 μ 1 x μ 1 2μ 1+ − = + +                              (1) 

• Αν ( )( )μ 1 μ 1 0 μ 1 0+ − ≠ ⇔ + ≠  και μ 1 0− ≠  μ 1⇔ ≠ −  και μ 1≠ , τότε η εξίσωση  
       (1) γίνεται: 
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  ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

μ 1 μ 1 μ 1 2μ 1 2μ 1x x
μ 1 μ 1 μ 1 μ 1 μ 1
+ − + + +

= ⇔ =
+ − + − −

 

• Αν ( )( )μ 1 μ 1 0 μ 1 0+ − = ⇔ + =  ή μ 1 0− =   μ 1⇔ = −  ή μ 1=  έχουμε:  
  Για μ 1= −  η εξίσωση (1) γίνεται: 
       ( )( ) ( )( )1 1 1 1 x 1 1 2 1 0x 0− + − − = − + − + ⇔ = , (αόριστη ή ταυτότητα). 
  Για μ 1=  η εξίσωση (1) γίνεται: 
       ( )( ) ( )( )1 1 1 1 x 1 1 2 1 0x 6+ − = + + ⇔ = , (η εξίσωση είναι αδύνατη). 
 
  Παράδειγμα 2 
  Να λυθεί η εξίσωση ( ) ( )2 2x α x β α β+ − − = +  με άγνωστο x. 

 
Λύση 

  Έχουμε δύο παραμέτρους α και β. 
( ) ( )2 2 2 2 2 2x α x β α β x 2αx α x 2βx β α β+ − − = + ⇔ + + − + − = + ⇔  
( ) ( ) ( )( )2 22 α β x α β α β 2 α β x β α β α α β+ = − + + + ⇔ + = − + + + ⇔  

                                    ( ) ( )( )2 α β x α β β α 1+ = + − +                            (1) 
• Αν ( )2 α β 0+ ≠ ⇔ α β≠ − , τότε έχουμε:  

  ( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )

:2 α β 2 α β α β β α 1 β α 11 x x
2 α β 2 α β 2

+ + + − + − +
⎯⎯⎯→ = ⇔ =

+ +
 

• Αν ( )2 α β 0 α β 0 α β+ = ⇔ + = ⇔ = − , τότε η εξίσωση (1) γίνεται: 
  0x 0= , (αόριστη ή ταυτότητα)  
 
2.3. Γραφική επίλυση των γραμμικών εξισώσεων 1ου βαθμού  αx + β = 0 με α≠0. 
 

Έστω η εξίσωση y αx β= +  με δύο αγνώστους x, y. Γνωρίζουμε ότι η εξίσωση 

y αx β= +  έχει άπειρες λύσεις της μορφής ( )0 0x , y ή ( )0 0x ,αx β+  ή 0
0

y β , y
α
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Αν πάρουμε σύστημα ορθογωνίων αξόνων xOy, τότε το σύνολο των λύσεων (x0, 
y0) ορίζει σημεία στο επίπεδο xOy, τα οποία βρίσκονται σε ευθεία ε. Η εξίσωση 
y αx β= +  είναι η εξίσωση της ευθείας (ε).  

 
                                                      Σχήμα 1 
 
Αν το (ρ,0) είναι το σημείο τομής της ευθείας (ε) με του άξονα x΄x, τότε ο αριθ-

μός ρ είναι λύση της εξίσωσης  αx β 0+ = αφού ισχύει αρ+β=0.  
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Παρατήρηση: Για να κατασκευάσουμε την ευθεία (ε) είναι αρκετό να πάρουμε 

αυθαίρετα δύο τιμές 1 2x , x , και κατόπιν να βρούμε τα 1 2y , y  ως  1 1y αx β= +  και 

2 2y αx β= + . Έτσι βρίσκουμε δύο σημεία Α( 1 1x , y ) και Β( 2 2x , y ) και κατασκευάζου-
με την ευθεία (ε).   
  
 Παράδειγμα. 
 Να λυθούν γραφικά οι εξισώσεις:  

 i) 2x 8 0− = ,            ii) x 1 3x 22x 2
2 2
+ −

+ = +  

 
 Λύση 
i)  Κατασκευάζουμε την ευθεία (ε) με εξίσωση y 2x 8= −  και βρίσκουμε την τετμη-

μένη του σημείου τομής της ευθείας με τον άξονα x´x που θα είναι και η λύση 
της εξίσωσης 0 2x 8= −  

 Για x=3, y 2 3 8 2= ⋅ − = −  έτσι Α(3,-2) 
 Για x=4, y 2 4 8 0= ⋅ − =  έτσι B(4,0) 
 Λύση της εξίσωσης είναι η τιμή x=4  

 
                                                         Σχήμα 2 

ii)  x 1 3x 22x 2
2 2
+ −

+ = +  

 Μπορούμε να φέρουμε την εξίσωση στη μορφή αx + β = 0 και να εργαστούμε 
όπως στο (i) ερώτημα. 
 Εργαζόμαστε ως εξής: 

 Θέτουμε x 1 5x 1y 2x
2 2
+ +

= + =      (1)  και             3x 2 3x 2y 2
2 2
− +

= + =       (2)  

 Η (1) παριστάνει ευθεία (ε1) και η (2) ευθεία (ε2). Κατασκευάζουμε τις ευθείες 

(ε1) και (ε2) κατά τα γνωστά. Η (ε1) είναι η ευθεία των σημείων Α(1,3), Β( 1
2

 ,0) και η 

(ε2) είναι η ευθεία των σημείων Γ(0,1), Δ(2,4). 

 



Εξισώσεις - Τριώνυμο 

50 
 

Σχήμα 3 

Οι ευθείες τέμνονται στο σημείο 1 7,
2 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, οπότε η λύση της εξίσωσης είναι η 1x
2

= . 

 
Άσκηση 1 
Να λυθεί η εξίσωση:  2 2 24(x 2x) 3x 6x (x 2)− = − + − . 

 
Λύση 

 Εκτελούμε τις πράξεις και με κατάλληλους μετασχηματισμούς θα μετατρέψουμε 
την εξίσωση σε γινόμενο πρωτοβαθμίων παραγόντων ίσο με το μηδέν. 
 

     2 2 34(x 2x) 3x 6x (x 2) ⇔− = − + −  
34x(x 2) 3x(x 2) (x 2) 0⇔ − − − − − = ⇔  

2(x 2) [4x 3x (x 2) ] 0⇔ − ⋅ − − − = ⇔  
2(x 2) ( x 5x 4) 0⇔ − ⋅ − + − = ⇔  

2(x 2) (x 5x 4) 0⇔ − ⋅ − + = ⇔  
(x 2) (x 4) (x 1) 0⇔ − ⋅ − ⋅ − =   
x 2 0 ή x 4 0 ή x 1 0⇔ − = − = − =  
x 2ή x 4 ή x 1⇔ = = =  . 

Συνεπώς λύσεις είναι:  x=1 ή x=2 ή x=4 
 
Άσκηση 2 
Να λυθούν οι εξισώσεις : 
 i) 3 3 3(2x 3) (1 5x) (4 3x)+ + − = −  
 ii) 3 3 3(x 4) 8(x 1) 27(x 2) 0− + − − − =  . 

 
Λύση 
Γνωρίζουμε ότι αν α β γ 0+ + =  ή αν α = β = γ τότε ισχύει: 

3 3 3β γ 3αβγα + + =  (από ταυτότητα του Euler). 
 
i) 3 3 3(2x 3) (1 5x) (4 3x)+ + − = − 3 3 3(2x 3) (1 5x) (4 3x) 0⇔ + + − − − = ⇔  
 3 3 3(2x 3) (1 5x) ( 4 3x) 0+ + − + − + =  

Παρατηρούμε ότι: 
(2x 3) (1 5x) ( 4 3x) 4 4 5x 5x 0+ + − + − + = − + − = . 

       Άρα, από την ταυτότητα του  Euler έχουμε : 
3 3 3(2x 3) (1 5x) ( 4 3x) 3 (2x 3)(1 5x)( 4 3x)+ + − + − + = ⋅ + − − +  

Έτσι η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την  
                                                3 (2x 3)(1 5x)( 4 3x) 0⋅ + − − + =  

3 1 4ή ή .
2 5 3

2x 3 0 ή 1 5x 0 ή 4 3x 0

x x x

+ = − = − + =

⇔ = − = =
 

Οι λύσεις της εξίσωσης είναι:    3
2

x = −   ή  1x = 
5

  ή  4x = 
3

. 

ii) 3 3 327(x 4) 8(x 1) (x 2) 0−− + − − = ⇔ 3 3 3 3 3( 3) (x 2) 0(x 4) 2 (x 1) + − − =− + −  
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                                                         3 3 3(2x 2) ( 3x 6) 0(x 4) + − + − + =⇔ −  
Ομοίως σκεπτόμενοι όπως στο ερώτημα (i) βρίσκουμε λύσεις  x = 1 ή x = 2 ή x = 4. 
 

Άσκηση 3 
Να λυθούν οι παραμετρικές εξισώσεις: 

i)  
25λ 2x 4x 6 x (λ 5)

5 λ 5λ
+ − + ++ =  

ii) 
λ μ

μλ μx 2xλ
λ

=
+
− +  

 
Λύση 

i) 
2

Ε.Κ.Π. : 5λ 0 λ 05λ 2x 4x 6 x (λ 5)
5 λ 5λ

⇔ ≠ ⇔ ≠
+ − + ++ =  

25λ 2x 4x 6 x (λ 5)5λ 5λ 5λ
5 λ 5λ

⇔
+ − + ++ = 2λ(5λ 2x) 5(4x 6) x (λ 5) ⇔+ + − = + +  

2 2 2 2(2λ 20 1)x 5λ 30 λ 10λ 255λ 2λx 20x 30 x (λ 5) ⇔ + − = − + + + + ⇔+ + − = + +  
2 10λ 55(2λ 19)x 4λ + ++ = −  (1) 

• Αν 19
2

2λ 19 0 λ+ ≠ ⇔ ≠ −  η (1) έχει λύση: 

                          
24λ 10λ 55x
2λ 19

− + +
=

+
  (με λ 0≠  και 21λ

2
≠ ). 

• Αν 19
2

2λ 19 0 λ+ = ⇔ = −  η (1) γίνεται: 

                            14740x
4

= −  (εξίσωση  αδύνατη). 

 

ii) μλ μx 2x
λ μ λ

λ −
= +

+
,   Ε.Κ.Π. : λ(λ μ) 0 λ 0 και λ μ+ ≠ ⇔ ≠ ≠ −  

μλ μx 2xλ(λ μ)λ λ(λ μ) λ(λ μ)
λ μ λ
−

+ = + + + ⇔
+

 

3 2 2λ λ μ λ μ λμx (λ μ)2x⇔ + = − + +  
                 3 3[λμ 2(λ μ)]x λ [2(λ μ) λμ]x λ⇔ − + = − ⇔ + − =            (1) 

Έχουμε να λύσουμε την (1) με τους περιορισμούς λ 0 και λ μ 0≠ + ≠  (2) 
• Αν επιπλέον 2(λ μ) λμ 0 2(λ μ) λμ+ − ≠ ⇔ + ≠  η εξίσωση (1) έχει λύση την                       

                                                         
3λx

2(λ μ) λμ
=

+ −
 

• Αν επιπλέον 2(λ μ) λμ 0 2(λ μ) λμ+ − = ⇔ + =  η εξίσωση (1) γίνεται 30x λ=  με 
λ 0≠  συνεπώς, είναι αδύνατη. 
 
 
Άσκηση 4 
Ποιοι περιορισμοί πρέπει να ισχύουν για τα α, β ώστε η εξίσωση  

2 2(x α) (2x β) (x β) (2x α)− ⋅ − = − ⋅ −  
i) να έχει μία μόνο λύση,  ii) να είναι αδύνατη στο R,   iii) να είναι αόριστη. 
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Λύση 
Κατ’  αρχάς φέρουμε την εξίσωση στη μορφή ax b= . Έχουμε 

2 2(x α)(2x β) (x β)(2x α)− − = − − ⇔
2 2 2 2(x α)(4x 4xβ β ) (x β)(4x 4xα α )− − + = − − + ⇔

34x 24x β− 2 2xβ 4αx 4 αβ+ − − 2 3x αβ 4x− = 24x α− 2 2α x 4βx+ − 4αβx+ 2βα− ⇔  
                2 2 2 2β x α x αβ βα (β α)(β α)x αβ(β α)⇔ − = − ⇔ − + = −          (1) 

i) Για να έχει η εξίσωση (1) μια λύση απαιτούμε  
(β α)(β α) 0 β α 0 β α− + ≠ ⇔ − ≠ ⇔ ≠  και β α 0 β α+ ≠ ⇔ ≠ ±  

ii) Για να είναι η εξίσωση (1) αδύνατη στο  απαιτούμε  
(β α)(β α) 0 β α ή β α

β α 0
και αβ(β α) 0 α 0 και β 0 και β α
− + = = = −⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⇔ ⇔ = − ≠⎨ ⎬ ⎨ ⎬− ≠ ≠ ≠ ≠⎩ ⎭ ⎩ ⎭
. 

iii) Για να είναι η εξίσωση (1) ταυτότητα απαιτούμε  
(β α)(β α) 0 β α ή β α

α β
και αβ(β α) 0 α 0 ή β 0 ή β α
− + = = = −⎧ ⎫ ⎧ ⎫

⇔ ⇔ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬− = = = =⎩ ⎭ ⎩ ⎭
. 

 
Άσκηση 5 
Αν 2 2α β 9 3α 3β αβ 0+ + − − − =  να λυθεί η εξίσωση  

λ α λ α
x λ x α x (α β)

++ =
− + − +

. 

 
Λύση 
Έχουμε  

           
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

α β 9 3α 3β αβ 0 α β 3 3α 3β αβ 0
1 α β α 3 β 3 0 α β α 3 β 3 0.
2

+ + − − − = ⇔ + + − − − =

⎡ ⎤⇔ − + − + − = ⇔ − + − + − =⎣ ⎦
 

Αν α β 0 ή α-3 0 ή β-3 0− ≠ ≠ ≠ , τότε θα είχαμε ( ) ( ) ( )2 2 2α β α 3 β 3 0− + − + − > , 
που είναι άτοπο. Άρα έχουμε α = β = 3 και η εξίσωση γίνεται: 

λ 3 λ 3
x λ x 3 x 6

+
+ =

− + −
. 

Είναι Ε.Κ.Π. : (x λ)(x 3)(x 6) 0− + − ≠ , οπότε πρέπει: x λ≠ ,  x 3≠ −  και x 6≠ . 
Πολλαπλασιάζουμε όλους τους όρους με το Ε.Κ.Π. και έχουμε : 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )λ 3 λ 3x λ x 3 x 6 x λ x 3 x 6 x λ x 3 x 6
x λ x 3 x 6

+
− + − + − + − = − + −

− + −
 

(x 3)(x 6)λ (x λ)(x 6)3 (x λ)(x 3)(λ 3)⇔ + − + − − = − + + ⇔  
                2(λ 6λ 27)x 3λ(λ 3) (λ 9)(λ 3)x 3λ(λ 3)⇔ − − = − + ⇔ − + = − +          (1) 

 
• Αν (λ 9)(λ 3) 0 λ 9− + ≠ ⇔ ≠  και λ 3≠ − , τότε η εξίσωση (1) έχει μοναδική λύση  

που προκύπτει με διαίρεση των δύο μελών της με το συντελεστή (λ 9)(λ 3)− + : 

                                             3λx
λ 9
−

=
−

 με x λ, x 3 και x 6≠ ≠ − ≠ . 

      Επειδή ισχύουν: 

( )23λx λ λ 9λ 3λ λ λ 6 0 λ 0 ή λ 6
λ 9
−

= = ⇔ − = − ⇔ − = ⇔ = =
−

, 
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3λx 3 3λ 27 3λ 0 λ 27(αδύνατη),
λ 9
−

= = − ⇔ − + = − ⇔ ⋅ =
−

 

3λx 6 6λ 54 3λ 9λ 54 λ 6,
λ 9
−

= = ⇔ − = − ⇔ = ⇔ =
−

 

      συμπεραίνουμε ότι η λύση 3λx
λ 9
−

=
−

 είναι αποδεκτή, για { }λ 3,0,6,9∈ − − . 

• Αν (λ 9)(λ 3) 0 λ 9− + = ⇔ =  ή λ 3= − , τότε έχουμε:  
      Για λ = 9 η εξίσωση (1) γίνεται: ( )0 x 3 9 9 3 0 x 324⋅ = − ⋅ ⋅ + ⇔ ⋅ = −  (αδύνατη). 

Για  λ 3= −  η εξίσωση (1) γίνεται:  0 x=0⋅  (αόριστη, αλλά με x 3 και x 6≠ − ≠ ). 
 

Άσκηση 6 
Να βρεθούν οι τιμές των παραμέτρων λ, μ ώστε η εξίσωση  

5λx 5μ 3λ 3μx 8x 4
4 4
− −

= + −  

 να αληθεύει για κάθε πραγματικό αριθμό x. 
 
Υπόδειξη 
Πρέπει η παραμετρική εξίσωση να είναι ταυτότητα. Τη φέρουμε στη μορφή ax =b 
και απαιτούμε  a = 0  και b = 0. 
 
Άσκηση 7 
Αν 2 2α β 53 14α 4β+ + ≤ +  με α,β R∈ , να λυθεί η εξίσωση  

βα β α 7
x 2 x (x 2) x 2
+ ++ =
+ ⋅ + +

 

 
Υπόδειξη . Έχουμε    

2 2 2 2α β 53 14α 4β α β 14α 4β 49 4 0+ + ≤ + ⇔ + − − + + ≤ ⇔ 2 2(α 7) (β 2) 0− + − ≤ . 
Άρα α = 7 και β = 2. 

Η εξίσωση γίνεται 9 2 14
x 2 x(x 2) x 2

+ =
+ + +

, η οποία λύνεται κατά τα γνωστά. 

 
Άσκηση 8 
Αν λ είναι η μεγαλύτερη ρίζα της εξίσωσης 3 3 3(x 2) (x 1) (3 2x) 0− + − + − = , να 
λυθεί η εξίσωση μ(x 2) 2λx 5 7x− − = − . 
 
Υπόδειξη 
Επειδή (x 2) (x 1) (3 2x) 0− + − + − = , από τις συνέπειες της ταυτότητας του Euler 

βρίσκουμε ότι: x = 2   ή  x = 1   ή   3x
2

= , οπότε: λ = 2. Έτσι, η παραμετρική εξί-

σωση γίνεται ( )μ(x 2) 4x 5 7x μ 3 x 2μ 5− − = − ⇔ + = + , η οποία λύνεται εύκολα. 
 
Άσκηση 9 
Αν ισχύει α(α+2β)=1-β2 με  α + β ≠-1 να αποδείξετε ότι η εξίσωση                        

2

2

αx 1 β α(x 1)
x 1 x 1 x 1
− +

+ =
− + −

 

 είναι αδύνατη. 
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Υπόδειξη 

2 2 2 2α(α 2β) 1 β α 2αβ β 1 (α β) 1 α β 1+ = − ⇔ + + = ⇔ + = ⇔ + = ± , οπότε α + β = 1, 
αφού α + β ≠ -1  Από α β 1 β 1 α+ = ⇔ = −  η εξίσωση γίνεται: 

2

2

αx 1 1 α α(x 1)
x 1 x 1 x 1
− − +

+ =
− + −

, την οποία λύνουμε κατά τα γνωστά και καταλήγουμε 

στην εξίσωση 0 x 2⋅ = , που είναι αδύνατη. 
 
Άσκηση 10 
Να χωριστεί ο αριθμός 317 σε δύο μέρη, έτσι ώστε το μεγαλύτερο μέρος διαι-
ρούμενο με το μικρότερο να δίνει πηλίκο 2 και υπόλοιπο 68. 
 
Λύση 
Έστω x το μικρότερο μέρος τότε το μεγαλύτερο θα είναι 317-x και από την ταυ-
τότητα της Ευκλείδειας διαίρεσης θα είναι:  
317 x 2x 68 3x 249 x 83− = + ⇔ − = − ⇔ =  το μικρότερο μέρος και 317 - 83 = 234 το 
μεγαλύτερο μέρος. 
 
Άσκηση 11 
Το άθροισμα των ψηφίων ενός διψήφιου αριθμού είναι 7. Αν εναλλάξουμε τη 
θέση των ψηφίων του προκύπτει αριθμός μεγαλύτερος κατά 9. Να βρεθεί ο 
αρχικός αριθμός. 
 
Λύση 
Έστω xy 10x y= +  ο αριθμός. 
Ο αριθμός που προκύπτει με εναλλαγή των ψηφίων είναι yx 10y x= +  και ισχύει                

yx xy 9= + . 
Άρα θα έχουμε: 
                                              10y x 10x y 9+ = + +  (1) 
Όμως  ισχύει: 
                                              x y 7 y 7 x+ = ⇔ = −  (2) 
Η εξίσωση (1) λόγω της (2) γίνεται: 

10(7 x) x 10x 7 x 9 70 10x x 10x x 7 9− + = + − + ⇔ − + = − + +  
18x 54 x 3⇔ − = − ⇔ = . 

Άρα θα είναι και y = 4 και ο ζητούμενος αριθμός είναι ο 34. 
 
Άσκηση 12 
Να λυθεί η εξίσωση:  

4 x 12 x 12x 2 35x 2
6 5

−⎛ ⎞− −− ⎜ ⎟
⎝ ⎠− = − . 

 
Λύση 
E.K.Π(6, 5) = 3.  Επομένως  έχουμε: 
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4 x 12 x 12x 2 3530x 30 30 2 30
6 5

−⎛ ⎞− −− ⎜ ⎟
⎝ ⎠− = ⋅ −  

2 x 4 x 130x 5 2x 60 6 1
5 2 3
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ − − = − − ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

2 x 4 x 2 x 4 x30x 10x 5 60 2 1 30x 10x 5 60 2 1
5 2 5 2
− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇔ − + = − − ⇔ − + = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

30x 10x 2 x 60 2 2⇔ − + − = − +
4 x

2
− 19x 2 60 2 4 x⇔ + = − + −  

56 1420x 56 x x
20 5

⇔ = ⇔ = ⇔ = . 

 
Άσκηση 13 
Να βρεθούν οι ακέραιοι αριθμοί ω για τους οποίους ισχύει:  

8 8(4ω 2004) (4ω 1000)+ = + . 
 
Λύση 

8 8(4ω 2004) (4ω 1000)+ = + 884ω 2004 (4ω 1000)⇔ + = ± +  
Έτσι έχουμε: 

4ω 2004 4ω 1000+ = +    ή   4ω 2004 (4ω 1000)+ = − +  
                          4ω 4ω 1000 2004− = −    ή   8ω 1000 2004= −  
                              0 1004= −  αδύνατη   ή   8ω 1004= −  

1004ω 125,5
8

= − = − ∉ . 

Επομένως, η εξίσωση είναι αδύνατη στο σύνολο των ακεραίων αριθμών. 
 
Άσκηση 13 
Μια αλεπού καταδιώκει ένα λαγό που απέχει 60 πηδήματά του από την αλε-

πού. Όταν ο λαγός κάνει 9 πηδήματα η αλεπού κάνει 6 πηδήματα. Αλλά 3 πηδή-
ματα της αλεπούς, είναι ίσα με 7 πηδήματα του λαγού. Μετά από πόσα πηδήματα 
η αλεπού θα φτάσει το λαγό; 

 
Λύση 
Έστω ότι η αλεπού θα φτάσει το λαγό μετά από x πηδήματα. 
Όταν η αλεπού κάνει 6 πηδήματα ο λαγός, κάνει 9 πηδήματα επομένως όταν η 

αλεπού κάνει x πηδήματα ο λαγός κάνει 9 3x x
6 2

=  πηδήματα. 

Όμως 3 πηδήματα της αλεπούς, είναι ίσα με 7 πηδήματα του λαγού, έτσι 1 πήδη-

μα του λαγού ισοδυναμεί με 3
7

 πηδήματα της αλεπούς. 

Έτσι τα 3x60
2

+  πηδήματα του λαγού ισοδυνάμων με 3 3x60
7 2
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 πηδήματα της 

αλεπούς. Επομένως   3 3x60 x
7 2
⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (πηδήματα της αλεπούς) 

3x 9x3 60 7x 180 7x 360 9x 14x
2 2

⎛ ⎞⇔ + = ⇔ + = ⇔ + = ⇔⎜ ⎟
⎝ ⎠

3605x 360 x
5

− = − ⇔ =    
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       x 72⇔ =  πηδήματα. 
 
 
 
 
 

3. ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΔΕΥΤΕΡΟΥ ΒΑΘΜΟΥ 
 
3.1. Η γενική μορφή της εξίσωσης δεύτερου βαθμού είναι 2αx βx γ 0+ + =  με 

α≠0 και α,β,γ∈ . 
Ελλιπείς μορφές της εξίσωσης δεύτερου βαθμού είναι : 2αx βx 0+ =  (1) με α≠0 

και α,β,γ R∈ , 2αx γ 0+ =  (2)  με α≠0 και α,β,γ∈ . 
 
Το πλήθος των ριζών της εξίσωσης δεύτερου βαθμού εξαρτάται από το πρόσημο 

της ποσότητας 2Δ β 4αγ= − , που ονομάζεται διακρίνουσα. 
Συγκεκριμένα έχουμε τον παρακάτω πίνακα: 
 

2Δ β 4αγ= −  2αx βx γ 0   α 0+ + = ≠  
Αν Δ > 0 

η εξίσωση έχει δύο ρίζες στο  , τις 1,2
β Δx

2α
− ±=  

Αν Δ = 0 η εξίσωση έχει διπλή ρίζα ( δύο ρίζες ίσες ) 

                             1 2
βx x
2α

= = −  

Αν Δ < 0 η εξίσωση δεν έχει ρίζες πραγματικούς αριθμούς, 
αλλά έχει ρίζες στο σύνολο  των μιγαδικών αριθ-

μών,  τις 1,2
β i Δx

2α
− ± −=  . 

 
Σχόλια 
α) Αν ο συντελεστής β είναι δηλαδή άρτιος β = 2β1, τότε: 

          2 2
1 1 1Δ 4β 4αγ 4(β αγ) 4 Δ= − = − = ⋅  και τις  ρίζες 1 1

1,2
β Δx

α
=
− ± . 

β)  Αν οι α, γ είναι ετερόσημοι δηλαδή α γ 0⋅ <  τότε 2Δ β 4αγ 0= − > , συνεπώς η   
     εξίσωση έχει δύο ρίζες άνισες. Το αντίστροφο δεν ισχύει. 
γ)  Αν οι αριθμοί α, β, γ είναι ρητοί αριθμοί και η διακρίνουσα 2Δ β 4αγ= − : 
     i)  είναι τέλειο τετράγωνο ρητού αριθμού, τότε οι ρίζες 1 2x , x  είναι ρητοί. 
    ii)  δεν είναι τέλειο τετράγωνο ρητού αριθμού, τότε οι ρίζες 1 2x , x  είναι  
         άρρητοι συζυγείς αριθμοί. 
 
Λυμένες ασκήσεις –ασκήσεις με υπόδειξη. 
 
(1)  Να λυθούν οι εξισώσεις: 
 i)    2x 20x 51 0− + =    
 ii)   2 2 2 2 2 2 2(α β ) x 2α βx α βx α β 0  (α β)− ⋅ − + + = ≠ ±  
 iii)  2 2 2 2x 3αx (2α β γ αβ 2βγ αγ) 0− + − − − + + =  
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Λύση 
i) 2x 20x 51 0− + =  
α 1  β 20 2 ( 10)  γ=51= = − = ⋅ −  θέτουμε β1 = -10 

2 2 2
1 1Δ β αγ ( 10) 1 51 100 51 49 7 0= − = − − ⋅ = − = = >  

1,2

β Δ 1710 71 1x 10 7
α 1 3

− ± ±= = = ± =  , 

οπότε οι ρίζες της εξίσωσης είναι x1 = 17  ή  x2 = 3. 
 
ii) 2 2 2 2 2 2 2 2(α β ) x 2α β x α β 0, α β  άρα  α β 0− ⋅ − ⋅ + = ≠ ± − ≠ . 

2 2 2 2 2 2 4 2 4 2 2 4Δ ( 2α β) 4(α β ) α β 4α β 4(α β α β )= − − − ⋅ − − − =  
4 2 4 2 2 4 2 4 2 24α β 4α β 4α β 4α β (2αβ ) 0= − + = = ≥ . 

Άρα 2 2 2 2Δ (2αβ ) 2αβ 2 α β= = = ⋅  συνεπώς 2Δ αβ± = ±  
2 2 2

1,2 2 2 2 2
2α β Δ 2α β 2αβ 2x
2(α β ) 2(α β )

± ±= = =
− −

αβ(α β)
2

±
(α β) (α β)

=
+ ⋅ −

 

      

αβ(α β) αβ
(α β)(α β) α β
αβ(α β) αβ

(α β)(α β) α β

+ =
+ − −

=
− =

+ − +

   και έτσι 1 2
αβ αβx  ή   x
α β α β

= =
− +

. 

 
iii) 2 2 2 2x 3αx (2α β γ αβ 2βγ αγ) 0− + − − − + + =  
 Έχουμε: 2 2 2 2Δ ( 3α) 4 1 (2α β γ αβ 2βγ αγ)= − − ⋅ ⋅ − − − + + =  
                   2 2 2 29α 8α 4β 4γ 4αβ 8βγ 4αγ= − + + + − − =  
                   2 2 2α 4β 4γ 4αβ 8βγ 4αγ= + + + − − =  
                   2 2 2 2α (2β) (2γ) 2α2β 2 2β 2γ 2α2γ (α 2β 2γ)= + + + − ⋅ ⋅ − = + −  
                   2α 2β 2γ= + − . 

Συνεπώς έχουμε: 2Δ α 2β 2γ α 2β 2γ (α 2β 2γ)± = ± + − = ± + − = ± + −  και 

1,2

3α α 2β 2γ 2α β γ3α (α 2β 2γ) 2x
2 1 3α α 2β 2γ α β γ

2

+ + − = + −± + −= =
⋅ − − + == − +

 

 
(2) Να λυθούν οι εξισώσεις: 
i) ( )24x 5 4 3 x 15 0+ − ⋅ − =           ii) ( )2 6x 2 3 x 0+ + ⋅ + =  

 
Λύση 
(i) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22Δ 5 4 3 4 4 15 5 8 5 3 4 3 16 15= − − ⋅ ⋅ − = − ⋅ + +  

     ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
25 4 3 8 5 3 16 5 3 5 4 5 8 5 3= + − ⋅ + ⋅ = + +  ( )2

5 4 3= +  

Άρα οι ρίζες της εξίσωσης είναι: 
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( ) ( )2

1,2

5 4 3 5 4 3
x

2 4

− − ± +
= =

⋅

5 4 3 5 4 3 3
8

5 4 2 5 4 3 5
8 4

− + + +
=

=
− + − −

= −

 

Άρα έχουμε τις ρίζες: 1 2
5x 3  και  x

4
= − . 

ii) Για εξάσκηση του μαθητή. 
(3) Να λυθούν οι εξισώσεις: 
i)  2x 3 x 18 0+ ⋅ − =  ii)  2(x 2) 3 2 x 10 0− − − − =  

iii)  2x 5 x 3 1 0+ − + =  iv)  2x 2x 4 7x 2+ + = −  

 
Λύση 
i) 2x 3 x 18 0+ ⋅ − =  

Γράφουμε την εξίσωση στη μορφή: 2x 3 x 18 0+ ⋅ − =  (1)  και παίρνουμε βοηθη-

τικό άγνωστο ω x 0= ≥ . Έτσι η (1) γίνεται: 

2
2 2

1,2

3 9 33 9 2ω 3ω 18 0, Δ 81 9 0, ω
2 3 9 6

2

− +
=

− ±
+ − = = = > =

− −
= −

=  

Άρα έχουμε:  x ω 3 0 ή x ω 6 0= = > = = − < , (απορρίπτεται) x 3⇔ = ± . 
Επομένως η εξίσωση έχει τις λύσεις 1,2x 3= ± . 
 
Υπενθύμιση 

Ισχύει ότι 
22α α , α 0

x θ,  θ 0 x θ ή x θ

= ≥

= > ⇔ = = −
 

 
ii) Υπόδειξη 

2(x 2) 3 2 x 10 0− − − − = 2x 2 3 x 2 10 0⇔ − − ⋅ − − = . 

Θέτουμε x 2 ω 0− = ≥ .  Λύσεις: ω 3 ,  ω 7= − = , οπότε 

      x 2 3 (απορρίπτεται) ή x 2 7 x 2 7 x 9 ή x 5.− = − − = ⇔ − = ± ⇔ = = −  
 
Υπενθύμιση 

Ισχύει ότι 
          α β β α− = − , 

αφού οι αντίθετοι αριθμοί έχουν 
ίδια απόλυτη τιμή  
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iii) Υπόδειξη: 
2

2
2

x 5 (x 3) 1 , αν  x 3
x 5 x 3 1

x 5( x 3) 1, αν  x 3

⎡ + ⋅ − + ≥
+ − + = ⎢

+ − + + ≤⎢⎣
 

Έτσι για 2x 3 x 5(x 3) 1 0:≥ + − + = βρίσκουμε  τις λύσεις 1,2x 7,2= − , οι ο-

ποίες απορρίπτονται, ενώ για 2x 3: x 5( x 3) 1 0≤ + − + + =  βρίσκουμε Δ < 0 έτσι δεν 
έχουμε ρίζες. στο . 

iv) Υπόδειξη:  2 2 2x 2x 4 x 2x 1 3 (x 1) 3 0+ + = + + + = + + > , οπότε  
2 2x 2x 4 x 2x 4+ + = + + . 

 
(4). Αν η εξίσωση 2αx βx γ 0+ + =  (1) με α≠0 και α,β,γ Q∈  έχει ρίζα 

1ρ κ λ= +  όπου κ  ρητός και λ  άρρητος, τότε θα έχει ρίζα και τον συζυγή 
του αριθμού ρ1. 

 
Λύση 
Αφού ο αριθμός ρ1 είναι ρίζα της (1) θα επαληθεύει: 

( ) ( ) ( )2
2α κ λ β κ λ γ 0 α κ 2κ λ λ βκ β λ γ 0⋅ + + ⋅ + + = ⇔ ⋅ + + + + + =  

                                                      2ακ 2α λ αλ β κ β λ γ 0⇔ + + + ⋅ + + =  

                                                      2(2ακ β) λ ακ αλ βκ γ 0⇔ + ⋅ + + + + =  

                                                      2(2ακ β) λ (ακ αλ βκ γ)⇔ + ⋅ = − + + +     (2). 
Όμως α,β, γ,κ∈ ,οπότε 

22ακ β   και (ακ αλ βκ γ)  + ∈ − + + + ∈  
και  συνεπώς η ισότητα (2) ισχύει μόνο όταν 

2ακ β 0+ =  και 2ακ αλ βκ γ 0+ + + = . 

Συζυγής του 1ρ  είναι ο αριθμός 2ρ κ λ= − , οπότε  

( ) ( )2
2α κ λ β κ λ γ ... ακ αλ βκ γ (2ακ β) λ 0

0 0
⋅ − + ⋅ − + = = + + + − + = , 

δηλαδή κ λ−  είναι ρίζα της (1). 
 
(5) i) Αν α, β ρητοί αποδείξτε ότι η εξίσωση 2x αx β 0+ + =  δεν μπορεί να έχει 

ως ρίζες της τους αριθμούς 1 2  και 1 2− + . 
ii) Να βρεθούν οι ρητοί α,β ώστε η εξίσωση 2x αx β 0+ + =  να έχει ρίζα τον 

αριθμό 3 2+ . 
 
(6) Αν α, β, γ είναι μήκη πλευρών  τριγώνου, τότε η εξίσωση  
                                2 2 2 2 2 2β x (β γ α )x γ 0− + − + = , 
 δεν έχει πραγματικές ρίζες. 
 
Λύση 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2Δ (β γ α ) 4β γ (β γ α ) (2βγ)= + − − = + − − =  



Εξισώσεις - Τριώνυμο 

60 
 

   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(β γ α 2βγ) (β γ α 2βγ) (β γ) α ) (β γ) α⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − + ⋅ + − − = + − ⋅ − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

   (β γ α) (β γ α) (β γ α) (β γ α)= + + ⋅ + − ⋅ − + ⋅ − − . 
Όμως β γ α 0+ + >  (αφού α, β, γ μήκη) και από την τριγωνική ιδιότητα έχουμε 
   β γ α β γ α 0+ > ⇒ + − > ,  β α γ β α γ 0+ > ⇒ + − >  β α γ β α γ 0< + ⇒ − − < . 
Άρα  Δ<0, οπότε η εξίσωση δεν έχει ρίζες πραγματικές. 
 
(7)  Να βρεθεί η τιμή του λ 1≠ − , ώστε η εξίσωση: 

2(λ 1)x 2λx λ 3 0+ − + − =  
 να έχει:   i) μια διπλή ρίζα   ii) ρίζες άνισες   iii) ρίζες πραγματικές. 
 
Λύση 
Έχουμε 
                              2Δ ( 2λ) 4(λ 1) (λ 3)= − − + ⋅ −  
                                  2 24λ 4(λ 3λ λ 3)= − − + −  

     2 24λ 4λ 8λ 12 8λ 12 4(2λ 3)= − + + = + = +  

i) Πρέπει Δ = 0 ⇔  4 (2λ 3) 0 ⋅ + = 2λ 3 0⇔ + =
3λ
2

⇔ = −  

ii) Πρέπει Δ > 0  4 (2λ 3) 0⇔ ⋅ + >
3λ
2

⇔ > −  

iii) Πρέπει Δ ≥ 0 ⇔  4 (2λ 3) 0⋅ + ≥ 3λ
2

⇔ ≥ −  

 
(8)  Να βρεθεί το είδος των ριζών των εξισώσεων: 

i)  2 2 2x (κ μ)x μ κ 2μκ 0+ − + + − =  
ii)  2 2κx (52κ 3λ 2μ) x 8κ 0+ − + − =  
iii) 2 2 2 23x (5κ 3μ 4κμ)x 6κ 0− + − − =  
iv)  2 2(α 3α 2) x (2α 4)x 1 0− + ⋅ − − + =  

 
Μέθοδος 
Για να βρούμε το είδος των ριζών δευτεροβάθμιας εξίσωσης εργαζόμαστε: 
                                     α) με το πρόσημο της Δ   ή   

 β) με το πρόσημο του γινομένου αγ  
 

(9) Αν για τους συντελεστές α, β, γ της εξίσωσης 2αx βx γ 0+ + =  ισχύει  
α≠0   και   α γ α γ− = +  

 να αποδείξετε ότι η εξίσωση έχει πραγματικές ρίζες. 
 
(10) Αν α γ β+ ≤  και α ≠ 0, τότε η εξίσωση 2αx βx γ 0+ + =  έχει πραγματι-

κές ρίζες. 
 
3.2. Άθροισμα και γινόμενο των ριζών της 2αx βx γ 0, α 0+ + = ≠  
Έστω 1 2x , x  οι ρίζες της εξίσωσης 2αx βx γ 0+ + = . 
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Αν συμβολίσουμε με S το άθροισμα 1 2x x+  και με Ρ το γινόμενο 1 2x x  βρίσκου-
με ότι: 

1 2

1 2

βS x x
α
γP x x
α

= + = −

= =
   (Τύποι Vieta) 

 
Σημείωση 
1) Αν δύο αριθμοί 1 2x , x  έχουν άθροισμα S και γινόμενο Ρ, τότε οι αριθμοί αυτοί   
     είναι ρίζες της εξίσωσης 2x S x P 0− ⋅ + = . 
2)  Με τους τύπους Vieta μπορούμε να υπολογίζουμε το άθροισμα και το γινόμε-  
     νο των ριζών της εξίσωσης 2αx βx γ 0+ + = (α 0,  Δ 0)≠ ≥ , χωρίς να λύνουμε  
     την εξίσωση. 
3) Με τους τύπους Vieta μπορούμε να υπολογίσουμε συμμετρικές παραστάσεις   
     των ριζών 1 2x , x , δηλαδή παραστάσεις που περιέχουν τις ρίζες 1 2x , x  και δεν   
    αλλάζει η τιμή τους, αν εναλλάξουμε τα γράμματα 1x  και 2x , π.χ. οι  

     παραστάσεις 2 2 3 3 n n
1 2 1 2 1 2

1 2

1 1x x ,  x x , x +x , 
x x

,+ + +  κ. λ. π. 

4) Με τους τύπους Vieta και εφ’ όσον Δ≥0, βρίσκουμε το πρόσημο των ριζών 1x ,   
     2x  της εξίσωσης 2αx βx γ 0+ + = .  

 
3.3. Πίνακας διερεύνησης του είδους και του προσήμου των ριζών 1 2x , x  της 

εξίσωσης 2αx βx γ 0+ + = . 

1. Αν γP 0
α

= < , η εξίσωση έχει 2 ρίζες ετερόσημες, έστω  1 2x 0 x< <  και 

•  αν βS 0
α

= − > , τότε  μεγαλύτερη κατ’ απόλυτη τιμή  είναι η θετική. 

•  αν βS 0
α

= − <  , τότε μεγαλύτερη κατ’ απόλυτη τιμή είναι  η αρνητική. 

•  αν βS 0
α

= − = , τότε οι 2 ρίζες είναι αντίθετες. 

 

2.  Αν γP 0
α

= >  πρέπει να εξετάσουμε τη διακρίνουσα Δ = β2 - 4αγ 

    Αν Δ 0> , τότε έχουμε 2 ρίζες πραγματικές και 

• αν  βS 0
α

= − > , τότε 1 20 x x< <    (2 ρίζες θετικές) 

• αν  βS 0
α

= − <  , τότε 1 2x x 0< <   (2 ρίζες αρνητικές) 

    Αν Δ = 0,  τότε έχουμε δύο ρίζες ίσες: 1 2
βx x
2α

= = − . 

    Αν Δ < 0 , τότε η εξίσωση  δεν έχει πραγματικές ρίζες. 
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 3.   Αν γΡ 0
α

= =  η μία ρίζα είναι μηδέν και η άλλη β
α
− . 

 
3.4. Συμμετρικές παραστάσεις των ριζών της εξίσωσης 2αx βx γ 0+ + = . 
 
α) 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2x x (x x ) 2x x S 2P+ = + − = −  
β) 3 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2x x (x x ) 3x x (x x ) S 3PS+ = + − + = −  
γ) 4 4 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2x x (x x ) 2x x (S 2P) 2P+ = + − = − −  
δ) Εύρεση του μ μ

1 2x x+  
μ 22 μ μ 1 μ 2
11 1 1 1 1

μ μ 1 μ 2μ..22
2 1 122 2

xα x βx  γ 0 α x β x γ x 0
α x β x γ x 0xα x βx  γ 0

− − −

− −

⋅⎫ ⎫⋅ + + = ⋅ + ⋅ + ⋅ =⎪ ⎪
⎬ ⎬

⋅ + ⋅ + ⋅ =⋅⋅ + + = ⎪⎪ ⎭⎭
 

Προσθέτουμε κατά μέλη και έχουμε: 
( ) ( ) ( )μ μ μ 1 μ 1 μ 2 μ 2

1 2 1 2 2 2α x x β x x γ x x 0− − − −⋅ + + ⋅ + + ⋅ + =  

μ μ 1 μ 2α S β S γ S 0− −⇔ ⋅ + ⋅ + ⋅ =  
και από αυτή τη σχέση υπολογίζουμε την παράσταση  
 

                                  μ μ
μ 1 2 μ 1 μ 2 μ 1 μ 2

β γS x x S S SS PS
α α− − − −= + = − − = − . 

 
Π.χ. για το 5 5

5 1 2S x x= +  έχουμε: 

5 4 3α S β S γ S 0⋅ + ⋅ + ⋅ =  

4 3
5

β S γ SS
α

− ⋅ − ⋅
= . 

 
ε) 1 2x x−  

1 2

Δβ Δ β Δ Δx x
2α 2α α α

− + − −
− = − = =  , 

 
 
3.5. Σχέσεις μεταξύ ριζών και συντελεστών πολυωνυμικής εξίσωσης. 
 
Έστω το πολυώνυμο ν ν 1

ν ν 1 1 0f (x) α x α x ... α x α−
−= + + + + , με α 0≠  και 

ν ν 1 1 0α , α ,....,α ,α− ∈ , με ρίζες 1 2 νρ , ρ ,...,ρ . Για την εξίσωση 
ν ν 1

ν ν 1 1 0α x α x ... α x α 0−
−+ ⋅ + + + =  ισχύουν οι σχέσεις: 

 

               

ν 1
1 1 2 ν

ν

ν
2 1 2 1 2 1 ν 2 3 2 ν ν 1 ν

ν

αS ρ ρ ... ρ
α

αS ρ ρ ρ ρ ... ρ ρ ρ ρ ... ρ ρ ... ρ ρ
α

−

−

= + + + = −

= + + + + + + + + =
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               ν 3
3 1 2 3 1 2 4 1 2 ν 2 ν 1 ν

ν

αS ρ ρ ρ ρ ρ ρ ... ρ ρ ν ... ρ ρ ρ
α
−

− −= + + + + + = −  

                

               ν 0
ν 1 2 3 ν 1 ν

ν

αS ρ ρ ρ ...ρ ρ ( 1)
α−= = − ⋅  

 
Λυμένες ασκήσεις 
(1) Χωρίς να βρείτε τις ρίζες x1, x2 της εξίσωσης 2x x 6 0+ − =  να υπολογίσε-

τε τις παραστάσεις: 
i) 2 2

1 2x x+  ii) 3 3
1 2x x+  iii) 1 2x x−  iv) 4 4

1 2x x+  
v) 3 2 3 2

1 1 2 2 1 22x 3x x 2x 3x x− + −  vi) 5 5
1 2x x+ . 

Λύση 

Έχουμε 1 2 1 2
β 1 γ 6S x x 1 και P  x x 6
α 1 α 1

−
= + = − = − = − = = = = −  

i) 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2x x (x x ) 2x x 2x x S 2P ( 1) 2( 6) 13+ = + − − = − = − − − =  

ii) 3 3 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2x x (x x ) 3x x (x x ) S 3P S ( 1) 3 ( 6)( 1) 19+ = + − + = − ⋅ = − − ⋅ − − = −  

iii) 1 2
Δ 25x x 5 5
α 1

− = = = = , οπότε  1 2 1 2x x 5  ή  x x 5− = − = −  

iv) ( )
(i)24 4 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2x x x x 2x x 13 2 ( 6) 97+ = + − = − ⋅ − =  

v) ( ) ( )3 2 3 3 3
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

(i)
2x 3x x 2x 3x x 2 x x 3x x x x− + − = + − + =  

                                              2 ( 19) 3 ( 6) ( 1) 38 18 56= ⋅ − − ⋅ − ⋅ − = − − = − . 

vi) 5 5 4 3
1 2

β S γ S 1 97 6 ( 19)x x 97 114 213
α 1

− ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ −
+ = = = − − = −  

 
(2) Αν x1, x2 είναι ρίζες της εξίσωσης 22x 4x 5 0− − =  να κατασκευαστεί εξί-

σωση με ρίζες 3 3
1 2(x 2)  και (x 2)− −− − . 

 
Λύση  
Ζητούμενη εξίσωση:  2ω Sω P 0+ + =  (1) 
όπου 3 3 3 3

1 2 1 2S (x 2) (x 2)  και P (x 2) (x 2)− − − −= − + − = − −  
Έχουμε 1 2x x 2+ =  άρα 1 2 2 1x 2 x  και  x 2 x= − = − , οπότε  

3 3 3 3
1 2 2 1S (x 2) (x 2) ( x ) ) (x )− − − −= − + − = − + −  

                                
3 3
1 2

3 3 3 3 3 3
2 1 2 2 1 2

1 1 1 1 x x
( x ) ( x ) x x x x

⎛ ⎞ +
= + = − + = −⎜ ⎟− − ⎝ ⎠

 

                             
3

3
1 2 1 2 1 2

33
1 2

52 3( ) 2(x x ) 3x x (x x ) 2
(x x ) 5

2

− − ⋅+ − +
= − = −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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                            23 184
125 125

8

= − = −  

και 3 3 3 3
1 2 2 1 3

1 2

1 8P (x 2) (x 2) ( x ) ( x )
(x x ) 125

− − − −= − ⋅ − = − − = = −  

έτσι έχουμε 184 82(1) ω ω 0
125 125

⎯⎯⎯→ − − =  125ω 184ω 8 0⇔ − − = . 

 
(3) Για ποιες τιμές του λ οι ρίζες x1, x2 της εξίσωσης 2x 2x λ 5 0− − − =  επα-

ληθεύουν τη σχέση 1 22x 3x 14− = . 
 
Λύση  
Για να έχει η εξίσωση 2x 2x λ 5 0− − − =  δύο  ρίζες x1, x2 πρέπει 

Δ≥0.⇔ 2( 2) 4 ( λ 5) 0 λ 6− − ⋅ − − ≥ ⇔ ≥ − . 
Από τους τύπους του  Vieta έχουμε: 

1 2

1 2

1 2

S x x 2        (1)
P x x λ 5 (2)
και 2x 3x 14    (3)

= + = ⎫
⎪= ⋅ = − − ⎬
⎪− = ⎭

 

Από τις  (1) και (3) θα βρούμε τα x1, x2 και θα αντικαταστήσουμε τη σχέση (2): 

1 2 1 2

1 2 1 2

3x x 2    3x 3x 6
2x 3x 14 2x 3x 14

⋅ ⎫+ = ⎫ ⎪⎯⎯⎯→ + =
⎬ ⎬− = − =⎭ ⎪⎭

, 

οπότε  προσθέτουμε κατά μέλη και έχουμε 15x 20= ,  
δηλαδή 1x 4=  και 2 1x 2 x 2= − = − . 

1 2x x λ 5 4( 2) λ 5 λ 3⋅ = − − ⇔ − = − − ⇔ = (δεκτή τιμή.) 
 
(4) Να βρείτε τις τιμές του λ ώστε η εξίσωση: 

2 2x (2λ 1)x λ 4 0− − + − =  
να έχει: 
i) δύο ρίζες ετερόσημες, 
ii) δύο ρίζες θετικές, 
iii) δύο ρίζες αρνητικές, 
iv) δύο ρίζες αντίθετες, 
v) δύο ρίζες αντίστροφες  και 
vi) η μία ρίζα να είναι διπλάσια της άλλης. 
 
Λύση 
Βρίσκουμε τα Δ, S και Ρ. 
            2 2 2 2Δ (2λ 1) 4(λ 4) 4λ 4λ 1 4λ 16 4λ 17= − − − = − + − + = − +  
                              2

1 2S x x 2λ 1 και P λ 4= + = − = −  
i) Για να έχει η εξίσωση δύο ρίζες ετερόσημες πρέπει και αρκεί:  
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2

174λ 17 0 λΔ 0 42Ρ 0 λ 4 0 λ 4

⎫+ > <⎫> ⎫ ⎪ ⎪⇔ ⇔⎬ ⎬ ⎬< − <⎭ ⎪ ⎪⎭ < ⎭

 

17 17λ λ4 4
λ 2 2 λ 2

⎫ ⎫< <⎪ ⎪⇔⎬ ⎬
⎪ ⎪< − < < ⎭⎭

⇔  –2<λ<2. 

ii) Για να έχει η εξίσωση δύο ρίζες θετικές πρέπει και αρκεί: 

2

λ 17 / λ 17 / λ 17 /Δ 0 4 4 4 17P 0 λ 4 0 λ 2 λ 2 η λ 2 2 λ
4

S 0 2λ 1 0 λ 1/ 2λ 1/ 2

≤ ≤⎫ ⎫ ≤≥ ⎫ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪> ⇔ − > ⇔ > ⇔ > < − ⇔ < ≤⎬ ⎬ ⎬
⎪ ⎪ ⎪> − > >>⎭ ⎪⎪ ⎭⎭

 

 
iii) Για να έχει η εξίσωση δύο ρίζες αρνητικές, πρέπει και αρκεί: 

     
Δ 0
P 0
S 0

≥ ⎫
⎪> ⎬
⎪< ⎭

 , από τις οποίες ,όμοια εργαζόμενοι , βρίσκουμε λ<-2 

 
iv) Για να έχει η εξίσωση δύο ρίζες αντίθετες πρέπει και αρκεί:  

Δ 0
P 0  λ=1/2
S 0

> ⎫
⎪< ⇔⎬
⎪= ⎭

 

v) Για να έχει η εξίσωση δύο ρίζες αντίστροφες πρέπει και αρκεί: 
Δ 0

 λ 5
P 1
≥ ⎫

⇔ = ±⎬= ⎭
 

vi)  Έστω x1, x2 οι ρίζες και 1 2x 2x .=  Τότε έχουμε   

           
1 2 2 2 2

22 2 2 2
1 2 2 2 2 2

S x x 2x x 2λ 1 3x 2λ 1 2λ 1x
3P x x 2x x 2x λ 4 2x λ 4

= + = + = − = −⎫ ⎫ −⎪ ⎪ =⎬ ⎬
= ⋅ = = = − = −⎪ ⎪⎭ ⎭

⇔ ⇔  

Επομένως πρέπει και αρκεί: 

                   
2

22λ 12 2λ 1 2(4λ 4λ 1) 18λ 9
3
−⎛ ⎞⋅ = − ⇔ − + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

                   2 2 28λ 26λ 11 0, (Δ ( 26) 4 8 11 676 352 18 )⇔ − + = = − − ⋅ ⋅ = − =  

                      
2

1,2

44 11
26 18 16 4λ  

16 8 1
16 2

=
±

⇔ = =
=
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Ασκήσεις 
 
(1) Να προσδιοριστεί ο αριθμός μ, ώστε το διπλάσιο του γινομένου των ριζών της 

εξίσωσης 2 24μ μ 4 x μx 2 0
3

⎛ ⎞− − − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 να είναι ίσο με το τετράγωνο μιας ρίζας. 

 
(2) Ποια σχέση πρέπει να υπάρχει μεταξύ των συντελεστών κ και λ της εξίσωσης 

2x λx κ 0+ + = , ώστε η μία ρίζα να είναι ν φορές μεγαλύτερη της άλλης. Αν ν = 4 να 
βρεθούν οι ακέραιες τιμές των κ, λ οι μικρότερες του 30. 

 
(3) Αν οι δύο ρίζες μιας εξίσωσης 2ου  βαθμού έχουν διαφορά α2β2 και γινόμενο 

4 4α β
2

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 να υπολογιστούν οι ρίζες και επίσης η μορφή της εξίσωσης. 

 
(4) Αν οι ρίζες της εξίσωσης 2αx βx γ 0+ + =  είναι οι 1 και 2, να υπολογιστούν 

τα α, β, γ, αν γνωρίζουμε ότι 3 3 3α β γ 3αβγ+ + = . 
 
(5) Να προσδιοριστούν οι συντελεστές β,γ της εξίσωσης 2 2x βx γ 0+ + =  αν γνω-

ρίζουμε ότι ο λόγος των ριζών είναι ίσος με β και η διαφορά τους 3γ. 
 
(6) Να βρεθούν τα α, β ώστε οι ρίζες της εξίσωσης 2x αx β 0+ + =  αν ελαττω-

θούν κατά 1 να γίνονται ρίζες της εξίσωσης:  2 2x (α 3α 7)x αβ 4β 7 0− + − + + + = . 
 
 
4.6. Η συνάρτηση 2f (x) αx βx γ, α 0= + + ≠  
Γραφική επίλυση της εξίσωσης 2αx βx γ 0,  α 0+ + = ≠ . 
 
Η παράσταση 2f (x) αx βx γ= + +  είναι μία συνάρτηση η οποία λέγεται και τριώ-

νυμο. Είναι γνωστό ότι: 
2

2 β Δf (x) αx βx γ α x
2α 4α

⎛ ⎞= + + = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Η γραφική παράσταση της f είναι η παραβολή 2y αx βx γ= + +  και κατασκευάζε-
ται ως εξής: 

• κατασκευάζουμε την παραβολή C1 με εξίσωση 2y αx= , 

• κατασκευάζουμε την παραβολή C2 με εξίσωση 
2βy α x

2α
⎛ ⎞= ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 μεταφέρο-  

     ντας τη C1 οριζόντια κατά β
2α
−  μονάδες, 
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• κατασκευάζουμε τη ζητούμενη παραβολή μεταφέροντας τη C2 κατακόρυφα 

κατά Δ
4α

−  μονάδες. 

 
Από τη μελέτη της συνάρτησης 2f (x) αx βx γ,  α 0= + + ≠ εξάγουμε τα παρακάτω 

συμπεράσματα: 
 
♦ Αν α > 0 τότε 
 

 
 
και η γραφική παράσταση μπορεί να έχει μια από τις παρακάτω μορφές: 

 

 
 
1) Η καμπύλη τέμνει τον άξονα τέμνει τον άξονα 

x΄x σε δύο σημεία τα (ρ1,0) και (ρ2,0) των οποίων οι τε-
μνόμενες ρ1, ρ2 είναι ρίζες της εξίσωσης 

2αx βx γ 0+ + =  Άρα Δ > 0 
 

 

 
 
2) Η καμπύλη τέμνει τον άξονα x΄x σε ένα σημείο 

το 1 2
β(ρ ,0) (ρ ,0) ,0
2α

⎛ ⎞≡ ≡ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 του οποίου η τεμνόμενη 

ρ1 είναι διπλή ρίζα της εξίσωσης 2αx βx γ 0+ + = . Άρα 
Δ = 0. 

 

 
 
3) Η καμπύλη c δεν τέμνει τον άξονα x΄x η εξίσω-

σης 2αx βx γ 0+ + =  δεν έχει πραγματική ρίζες άρα 
Δ < 0. 

 
Και στις τρεις περιπτώσεις ισχύουν ακόμα: 

• Η ευθεία βx
2α

= −  είναι άξονας συμμετρίας της γραφικής παράστασης της 
2f (x) αx βx γ= + +  

• Κορυφή της παραβολής είναι το σημείο β Δ,
2α 4α

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

• Για βx
2α

= −  έχουμε ελάχιστο β Δf
2α 4α

⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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♦ Αν α < 0 τότε  

 
 

Η γραφική παράσταση σε αυτήν την περίπτωση μπορεί επίσης να έχει τρείς μορ-
φές τις παρακάτω: 

 
Αντίστοιχα έχουμε: 

• Η ευθεία βx
2α

= −  είναι άξονας συμμετρίας της παραβολής. 

• Η κορυφή της παραβολής είναι το σημείο β Δ,
2α 4α

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

• Για βx
2α

= −  έχουμε τη μέγιστη τιμή β Δf
2α 4α

⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
 

4. Το τριώνυμο δεύτερου βαθμού. 
 
Η συνάρτηση 2f (x) αx βx γ  με  α 0 , α,β,γ R= + + ≠ ∈  λέγεται τριώνυμο δεύτε-

ρου βαθμού. Η διακρίνουσα Δ και οι ρίζες x1, x2 της εξίσωσης 2αx βx γ 0+ + =  λέγο-
νται αντίστοιχα διακρίνουσα και ρίζες του τριώνυμου. 

 
4.1. Μορφές του τριωνύμου 2f (x) αx βx γ= + +  με α ≠ 0. 
Το τριώνυμο μπορεί να πάρει την μορφή: 
 

2 2

2

β β 4αγf (x) α x
2α 4α

⎡ ⎤−⎛ ⎞= ⋅ + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

   ή   
2

2

β Δf (x) α x
2α 4α

⎡ ⎤⎛ ⎞= ⋅ + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

 
η οποία λέγεται κανονική μορφή του τριωνύμου. 
 
Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
 
1) Αν Δ > 0 και x1, x2 ρίζες, τότε 

2
1 2αx βx γ α (x x ) (x x )+ + = ⋅ − ⋅ −  

το τριώνυμο γράφεται ως γινόμενο δύο πρωτοβάθμιων παραγόντων και αντίστροφα. 



Εξισώσεις - Τριώνυμο 

69 
 

2) Αν Δ = 0 και 1 2
βx x
2α

= = − , τότε  
2 2

1αx βx γ α (x x )+ + = ⋅ − , 
δηλαδή το τριώνυμο γράφεται ως γινόμενο του α επί ένα  τέλειο τετράγωνο ενός πρω-
τοβάθμιου πολυωνύμου και αντίστροφα. 

3) Αν Δ < 0, τότε  
2

2 2
2

2

ΔΔβ βαx βx γ α x α x
2α 4α 2α 2α

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟+ + = ⋅ + + = ⋅ + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

δηλαδή το τριώνυμο γράφεται ως άθροισμα δύο τετραγώνων (επί α≠0) και αντίστρο-
φα. 

 
Οι παραπάνω μορφές είναι χρήσιμες στην παραγοντοποίηση των πολυωνύμων 

και στην απλοποίηση κλασμάτων και επίσης στην ευκολότερη μελέτη των τριωνύ-
μων. 

 
Ασκήσεις  
1. Να γίνει γινόμενο η παράσταση 4 24x 37x 9− + . 
 
Λύση 
Θέτουμε 2x ω 0= >  και έχουμε 4 2 24x 37x 9 4ω 37ω 9− + = − +  που  είναι τριώ-

νυμο Βρίσκουμε τις ρίζες του τριωνύμου 24ω 37ω 9− + . 

Έχουμε Δ = 1225 = 352 , οπότε θα είναι  1 2
1ω 9 και ω
4

= = . 

Άρα   ( )2 14ω 37ω 9 4 ω 9 ω (ω 9) (4ω 1)
4

⎛ ⎞− + = ⋅ − ⋅ − = − ⋅ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 2(x 9) (4x 1) (x 3) (x 3) (2x 1) (2x 1)− ⋅ − = + ⋅ − ⋅ − ⋅ + . 
 
2. Να βρεθούν τα  λ  και μ ώστε για κάθε x R∈  να είναι      

2 2 2x (3λ 2μ 1)x (λ μ 3) (x 1) (x 2)+ + + + − + = − ⋅ +      (1) 
 

Λύση 
Το 1ο μέλος της (1) είναι τριώνυμο και αφού το 2ο μέλος έχει ρίζες 1 και -2 

( )διότι :  (x 1)(x 2) 0 x 1 ή x 2 − − = ⇔ = = −  
πρέπει να έχει τις ίδιες ρίζες. 
Όμως έχουμε  

1 2
2 2

1 2

x x (3λ 2μ 1)
x x λ μ 3
+ = − + + ⎫⎪

⎬
⋅ = − + ⎪⎭

 (τύποι Vieta) 

Έτσι 

2 2 2 2

1 3λ 2μ 1 2μ 3λ 0 3λμ
22 λ μ 3 λ μ 5 0

− = − − − + =⎫ ⎫ −
⇔ ⇔ =⎬ ⎬

− = − + − + =⎭ ⎭
 

Αντικαθιστούμε και έχουμε: 
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2 2
2 2 2 2

2
( 3λ) 9λλ 0 λ 5 0 4λ 9λ 20

2 4
−

− = ⇔ − + = ⇔ − = −  
2 25λ 20 λ 4 λ 2⇔ = ⇔ = ⇔ = ±  

Για λ =  2 , προκύπτει ότι 6μ 3
2
−

= = −  

Για λ = -2, προκύπτει ότι 6μ 3
2

= = . 

Και στις δύο περιπτώσεις το πρώτο μέλος ταυτίζεται με το δεύτερο 
 
3. Να βρεθεί η μέγιστη τιμή από τις ελάχιστες τιμές της συνάρτησης 

2f (x) x 2(l 1)x 2(3λ 2)= − − − + , όταν λ R∈ . 
 
Λύση 

 
2f (x) x 2(λ 1)x 2(3λ 2)= − − − +  

α 1 0= > .  Άρα ελάχιστη τιμή 
της f (x)  είναι  

Δy
4α
−

= =  

2 2 24(λ 2λ 1) 24λ 16 4λ 8λ 4 24λ 16 4λ 16λ 20
4 4 4

− + + + − + + + + +
= − = − = − =  

2λ 4λ 5= − − − , που  είναι επίσης τριώνυμο ως προς λ με α = -1<0. 
Άρα έχει μέγιστη τιμή 

Δ 16 20ω 1
4α 4( 1)
′ −

= − = − = −
′ −

. 

 
4. α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2x (2 α)x (α 3) 0+ − − + = έχει πραγματικές 

ρίζες για κάθε α. β).  Αν x1, x2 είναι οι ρίζες της εξίσωσης,  να βρεθεί το α R∈ , 
ώστε η παράσταση 2 2

1 2y x x= +  να γίνει ελάχιστη. 
 
Λύση: α) Για να έχει πραγματικές ρίζες η εξίσωση πρέπει Δ ≥ 0.  
Πράγματι, έχουμε: (2 - α)2 + 4(α + 3) = α2 + 16 > 0. 
β) Ονομάζουμε 2 2 2

1 2 1 2 1 2y x x (x x ) 2x x= + = + − =  

[ ] [ ]2 2 2(2 α) 2 (α 3) 4 4α α 2α 6 α 2α 10= − − − ⋅ − + = − + + + = − + . 

Όμως 2α 2α 10− +  είναι τριώνυμο ως προς α, το οποίο για ( 2)α 1
2 1
−

= − =
⋅

 παρου-

σιάζει ελάχιστη τιμή την 
2( 2) 4 1 10 36y 9
4 1 4

− − ⋅ ⋅ −
= − = − =

⋅
. 

 
5. Να βρεθούν τα α, β, γ, ώστε η συνάρτηση f με 2f (x) αx βx γ,  α 0= + + ≠  να 

είναι γνησίως στο ( ,1−∞ ⎤⎦ , γνησίως φθίνουσα στο )1,+∞⎡⎣ , να έχει ακρότατο με 
τεταγμένη 4 και να διέρχεται από το σημείο Α (2,3). 

2f (x) αx βx γ= + +  
βα 0,  στο x
2α

> = −  ελάχιστη τιμή Δy
4α
−

=  

βα 0,  στο x
2α

< = −  μέγιστη τιμή Δy
4α
−

=  
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Λύση 

Παρατηρούμε ότι στο βx 1
2α

= − =  έχουμε μέγιστη τιμή Δy 4
4β

= − =  

Έτσι έχουμε : 

2

2

β 1
2α
β 4αγ 4

4α
α 2 β 2 γ 3

⎫− = ⎪
⎪

− ⎪− = ⎬
⎪
⎪⋅ + ⋅ + =
⎪
⎭

 

οπότε θα είναι 

2 2
2

β 2α
( 2α) 4αγ 16α 4α 4αγ 16α 0

β 4αγ 16α β 2α γ 3
4α 2 ( 2α) γ 3 4α 4α γ 3

4α 2β γ 3

= − ⎫
⎫ ⎫− − = − + =⎪ ⎪ ⎪− = − = − ⇒ ⇒ =⎬ ⎬ ⎬

+ ⋅ − + = − + =⎪ ⎪⎭ ⎭⎪+ + = ⎭

 

Έτσι έχουμε  
2 24α 4α γ 16α 0 4α 4 α 3 16 0− ⋅ + = ⇔ − ⋅ ⋅ + ⋅ =  

2 2 α 0 (απορρίπτεται)
α 3α 4α 0 α α 0 α (α 1) 0

α 1
=

⇔ − + = ⇔ + = ⇔ ⋅ + = ⇒
= −

 

Συνεπώς:  α = -1, β = -2(-1) = 2, γ = 3. 
Άρα είναι  2f (x) x 2x 3= − + + , που έχει γραφική παράσταση παραβολή και αφού 

στο x=1 έχει μέγιστο το 4 (ακρότατο), το σημείο  β Δ,  (1, 4)
2α 4α

⎛ ⎞− − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ανήκει στην 

γραφική παράσταση της f . Επιπλέον επαληθεύουμε εύκολα ότι ( )2 3f = . 
  
6. Δίνεται η παραβολή 2f (x) x (λ 1)x λ,   λ R= + − − ∈ . 
Να βρεθούν οι τιμές του λ, ώστε η παραβολή: 
i) να εφάπτεται στον άξονα x΄x, 
ii) να έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα y΄y, 
iii) να έχει κορυφή με τεταγμένη -1. 
 
Λύση 
i) Η fC  εφάπτεται στον x΄x, αν, και μόνον αν, έχει μία μόνο πραγματική ρίζα, 

δηλαδή έχει ένα μόνο κοινό σημείο με τον άξονα x΄x, οπότε πρέπει και αρκεί: 
2Δ 0 (λ 1) 4( λ) 0= ⇔ − − − = ⇔ 2λ 2λ 1 4λ 0⇔ − + + =  

2 2λ 2λ 1 0 (λ 1) 0 λ 1.⇔ + + = ⇔ + = ⇔ = −  
 Συνεπώς, για  λ = −1 η παραβολή εφάπτεται του άξονα x΄x. 

ii) Άξονας συμμετρίας είναι η ευθεία βx
2α

= −  και αφού από την υπόθεση είναι ο 

άξονας y΄y με εξίσωση x 0= , έχουμε: βx 0
2α

= − = .   Επομένως      
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(λ 1)x 0 λ 1 0 λ 1
2 1

− −
= = ⇔ − = ⇔ =

⋅
. 

iii) Κορυφή: β Δ,  -
2α 4α

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

     Έχουμε: 
2

2Δ (λ 1)3 1 (λ 1) 4 λ 1 2 λ 3 ή λ 1
4α 4

+
− = ⇔ − = − ⇔ + = ⇔ + = ± ⇔ = − = . 

 
    
4.2. Πρόσημο του τριωνύμου. 
 
Έστω το τριώνυμο 2f (x) αx βx γ με α 0= + + ≠ . Αν δώσουμε στο x μία τιμή ξ, 

τότε το τριώνυμο λαμβάνει μία αριθμητική τιμή 2f (ξ) αξ βξ γ= + + , η οποία μπορεί 
να είναι μηδέν (τότε το ξ θα είναι ρίζα) ή αρνητική ή θετική. 

Πολλές φορές όμως είναι ανάγκη να γνωρίζουμε εκ των προτέρων, το πρόσημο 
του f (x)  όταν x  = ξ χωρίς να υπολογίζουμε την αριθμητική τιμή f (ξ) . 

Το πρόσημο του τριωνύμου εξαρτάται από την διακρίνουσα Δ και από το συντε-
λεστή α. Έτσι εξετάζουμε τις περιπτώσεις: 

 
Ι) Αν Δ > 0, το τριώνυμο έχει ρίζες ρ1, ρ2 και έστω ότι ρ1 < ρ2 τότε  

1 2f (x) α (x ρ ) (x ρ )= ⋅ − ⋅ − . 
Αν  ο αριθμός ξ  βρίσκεται εκτός των ριζών, δηλαδή 1 2ξ ρ ρ< <  ή 1 2ρ ρ ξ,< <   τό-

τε 1 2f (ξ) α (ξ ρ )(ξ ρ )= ⋅ − − και το f (ξ)  είναι ομόσημο του α, δηλαδή αf (ξ) 0> . 
Αν 1 2ρ ξ ρ< <  τότε το f (ξ)  είναι ετερόσημο του α, δηλαδή αf (ξ) 0< . 

 
ΙΙ) Αν  Δ = 0 , το τριώνυμο έχει διπλή ρίζα 1 2

βρ ρ
2α

= = −  και  γράφεται στη 

μορφή 
2βf (x) α x

2α
⎛ ⎞= ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Επειδή για 
2β βx είναι  x 0

2α 2α
− ⎛ ⎞≠ + >⎜ ⎟

⎝ ⎠
, το f (x)  είναι 

ομόσημο του α, για κάθε βx -
2α

≠ , ενώ για βx  
2α

= − έχουμε ότι βf(- )=0
2α

. 

 

 

ΙΙΙ) Αν Δ<0, τότε  
2

2
β Δf (x) α x
2α 4α

⎡ ⎤⎛ ⎞= ⋅ + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 και 
2

2
β Δα x 0,
2α 4α

⎡ ⎤⎛ ⎞⋅ + − >⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

οπότε το f (x)  είναι ομόσημο του α για κάθε τιμή του x. 
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Συμπέρασμα: Οι τιμές της συνάρτησης 2f (x) αx βx γ με α 0= + + ≠  είναι ομό-
σημες του α, εκτός της περίπτωσης όπου Δ > 0 και για αριθμούς ξ με 1 2ρ ξ ρ< <  (ρ1, 
ρ2 ρίζες) οι τιμές  f (ξ)  είναι ετερόσημες του α. 

 
4.3. Θέση αριθμού ξ ως προς τις ρίζες τριωνύμου 
 
1) Έστω ξ R∈  και το τριώνυμο 2f (x) αx βx γ,  α 0  α,β, γ= + + ≠ ∈ , εξετάζου-

με την τιμή της f στο ξ, δηλαδή την 2f (ξ) αξ β ξ γ= + ⋅ +  και έχουμε τις περιπτώσεις: 
• Αν f (ξ) 0=  τότε ο ξ είναι ρίζα του f (x) . 
• Αν α f (ξ) 0⋅ < , τότε το f (ξ)  είναι ετερόσημο του α, το τριώνυμο έχει δύο ρί-

ζες ρ1, ρ2 και ο ξ βρίσκεται εντός των ριζών ρ1, ρ2. 
• Αν α f (ξ) 0⋅ >  τότε το f (ξ)  είναι ομόσημο του α. Αν υπάρχουν δύο ρίζες ρ1, 

ρ2 με ρ1<ρ2 τότε 1 2ξ [ρ ρ ],∉ και θα είναι 1 2 1 2ξ ρ ρ  ή ρ ρ ξ< < < < .Για να εξετά-

σουμε αν 1 2ξ ρ ρ< <  ή αν 1 2ρ ρ ξ< <  συγκρίνουμε τον ξ με το ημιάθροισμα. 

     
ρ ρ β1 2

2 2α
+

= − , αφού γνωρίζουμε ότι ισχύει 1 2
1 2

ρ ρρ ρ
2
+

< < . 

 
2) Αν για τους 1 2ξ ,ξ R∈  ισχύει 1 2f (ξ ) f (ξ ) 0⋅ <  τότε οι αριθμοί 1 2f (ξ ),  f (ξ )  είναι 

ετερόσημοι, αυτό σημαίνει ότι ένας από τους δύο είναι ετερόσημος του α, έτσι ένας 
από τους ξ1, ξ2 βρίσκεται μεταξύ των ριζών 1 2ρ ,ρ . 

 
Μεθοδολογία εύρεσης του πρόσημου τριωνύμου και της θέσης ενός αριθμού 

ως προς τις ρίζες του τριωνύμου. 
 
Έστω 2f (x) αx βx γ= + +  με α 0≠ . 
 
1. Για να έχει ρίζα ένα τριώνυμο πραγματικό αριθμό, πρέπει Δ > 0  ή  Δ = 0. 

 
2. Για να εξετάσουμε πότε είναι f(x) > 0 ή  f(x) < 0, βρίσκουμε τη διακρίνουσα 

Δ και εξετάζουμε το πρόσημο της. 
 

3. Όταν θέλουμε το τριώνυμο να διατηρεί σταθερό πρόσημο, δηλαδή  f(x) > 0 ή 
f(x) < 0 για κάθε x ∈ , απαιτούμε να είναι Δ < 0. 

 
4. Όταν θέλουμε:  
       α) f(x) > 0 για κάθε x ∈ R, τότε απαιτούμε Δ < 0 και α > 0. 
       β) f(x) < 0 για κάθε x ∈ R, τότε απαιτούμε Δ < 0 και α < 0. 
 
5. Όταν έχουμε να λύσουμε ανισώσεις της μορφής  
                           A(x) B(x) Γ(x)... 0 ή A(x) B(x) Γ(x)... 0⋅ ⋅ ≥ ⋅ ⋅ ≤             (1)         
βρίσκουμε το πρόσημο κάθε παράγοντα του γινομένου (1) χωριστά και κατα-
σκευάζουμε έναν τελικό πίνακα προσήμων, από τον οποίο βρίσκουμε τη λύση ή 
τις λύσεις της (1). 
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6. Ανισώσεις της μορφής A(x) B(x) 0
Γ(x)

>
<

⋅  με Γ(x) 0.≠ είναι ισοδύναμες με την 

ανίσωση: A(x) B(x) Γ(x) 0><⋅ ⋅ ,Γ(x) 0.≠ . 
 

7. Σε ανισώσεις της μορφής A(x) Γ(x)
B(x)

>
<  εργαζόμαστε ως εξής: 

A(x) A(x) A(x) Γ(x) B(x)Γ(x) Γ(x) 0 0
B(x) B(x) B(x)

> > >
< < <

− ⋅
⇔ − ⇔ , B(x) 0≠  

       στη συνέχεια εργαζόμαστε όπως στην περίπτωση 6.  
 
Οι περιπτώσεις 8 και 9 αναφέρονται στη θέση αριθμού ως προς τις ρίζες του 

2f (x) αx βx γ= + +  με α 0≠ . 
 
8. 2f (x) αx βx γ= + + , α 0≠ , α,β,γ R∈ , ρ1, ρ2 οι ρίζες του, με 1 2ρ ρ<  και 

έστω ξ R∈ . Τότε ισχύουν: 
 

• αν αf(ξ) < 0, τότε Δ>0  και  1ρ  < ξ < 2ρ . 

• αν αf(ξ) = 0, τότε ρ1 = ξ και 2
γρ
α ξ

=
⋅

, 

• αν αf(ξ) > 0 και ή

1 2

1 2

βξ και ξ ρ ρ
2α

Δ 0
βξ και ρ ρ ξ
2α

⎧ < − < <⎪⎫
⎪⎪≥ ⇒⎬ ⎨

⎪ ⎪
⎭ ⎪ > − < <

⎩

 

 
9. Έστω 2f (x) αx βx γ= + + , α 0≠ , 1 2ρ ,ρ  οι ρίζες του,  με 1 2ρ ρ<  και έστω 

με1 2 1 2ξ ,ξ , ξ ξ∈ < . Τότε ισχύουν: 
 
• αν αf(ξ1) < 0 και  αf(ξ2) < 0, τότε 1 1 2 2ρ ξ ξ ρ< < <  
• αν αf(ξ1) < 0 και  αf(ξ2) > 0, τότε 1 1 2 2ρ ξ ρ ξ< < <  
• αν αf(ξ1) > 0 και  αf(ξ2) < 0, τότε 1 1 2 2ξ ρ ξ ρ< < <  
• αν f(ξ1)f(ξ2) < 0, τότε ή1 1 2 2 1 1 2 2ξ ρ ξ ρ ρ ξ ρ ξ< < < < < <   
• αν 

ό

ό ό

ό ό

1 2 1 1 2 2

2
2 1 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

β βξ , ξ ,τ τε ξ ρ ρ ξ
2α 2α
β ββ 4αγ 0, ξ τ τε καιξ ,τ τε ξ ξ ρ ρ
2α 2α
β βξ , τ τε καιξ ,τ τε ρ ρ ξ ξ
2α 2α

→ < − > − < < <

⎛ ⎞− > → < − < − < < <⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞→ > − > − < < <⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Ασκήσεις 
1. Δίνεται το τριώνυμο 2f (x) x 2x 3= − + + . 
i) Να μελετηθεί το πρόσημό του για τις διάφορες τιμές του x. 
ii) Να ερμηνευτεί γεωμετρικά η απάντησή σας. 
 
Λύση 
i) Η διακρίνουσα Δ είναι 2 2 2Δ β 4αγ 2 4( 1) 16 4= − = − − ⋅ = . Άρα η εξίσωση    
   2f(x) = -x + 2x + 3 = 0  έχει ρίζες τις: 

1,2

2 12 4 2 4ρ
2( 1) 2 3

−− ± − ±
= = =

− −
 

Έτσι το πρόσημο του τριωνύμου δίνεται από τον πίνακα: 

 
Συνεπώς έχουμε: 
• Για x = -1 και x = 3 f (x) 0= . 
• Για x ( , 1] [3, ) f (x) 0∈ −∞ − ∪ +∞ ≤  
• Για x [ 1,3] είναι  f (x) 0∈ − ≥ . 
ii) Εφ’ όσον το τριώνυμο έχει ρίζες –1 και 3, η γραφική του παράσταση τέμνει 

τον άξονα x’x σε δύο σημεία στα Α(-1,0), Β(3,0). 
Εφόσον α = -1 το τριώνυμο παρουσιάζει μέγιστη τιμή. 

 
Μία πρόχειρη γραφική παράσταση δίνεται 

στο διπλανό σχήμα. Από αυτήν προκύπτουν τα 
εξής: 

Η γραφική παράσταση C τέμνει τον x΄x στα 
σημείο Α(-1,0) Β(3,0). 

• Για 1 x 3 f (x) 0− < < >  και η C είναι πά-
νω από τον άξονα x΄x. 

• Για x 1 ή x 3 είναι f(x)<0< − >  και η C 
είναι κάτω από τον άξονα x΄x. 

 
2) Να βρεθούν οι τιμές του *λ∈  ώστε το τριώνυμο  

2f(x) λx 2(λ 1)x λ 3= − − + −  
να είναι αρνητικό για κάθε x∈ . 
Λύση 
Θέλουμε το τριώνυμο να είναι f (x) 0,<  δηλαδή να διατηρεί σταθερό το πρόσημό 

του, άρα απαιτούμε: 
2Δ  0 2(λ 1) 4 λ (λ 3) 0

α 0 λ 0

⎫< ⎫ ⎪− − − ⋅ ⋅ − <⎡ ⎤⎣ ⎦⇔⎬ ⎬< ⎭ < ⎪⎭
 (σύστημα ανισώσεων) 

2 2 2 2 λ 14(λ 2λ 1) 4λ 12λ 0 4λ 8λ 4 4λ 12λ 0
λ 0λ 0 λ 0

⎫ ⎫ < −⎪ ⎪− + − + < − + − + <⇔ ⇔ ⇔⎬ ⎬ << <⎪ ⎪⎭ ⎭
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Συναληθεύουμε:  

 
Άρα για τα λ 1 είναι f (x) 0< − < , για κάθε x∈ . 

 
3) Αν το x παίρνει τιμές από το σύνολο των πραγματικών αριθμών, να βρεθεί 

η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή της παράστασης 2
4x 3
x 1
+
+

. 

 
Λύση 

Θέτουμε 2
4x 3 μ,  μ
x 1

+
= ∈

+
. Αναζητούμε τις τιμές του μ, ώστε το κλάσμα να 

παίρνει μέγιστη και ελάχιστη τιμή. Για το σκοπό αυτό θα βρούμε όλα τα μ∈ , για 
τα οποία έχει λύση στο , ως προς x , η εξίσωση: 

2
2 2

2

x 1 04x 3 μ 4x 3 μ(x 1) μx μ 4x 3 0
x 1

+ ≠+ = + = + ⇔ − − + + =⇔+
 

2 2μx 4x μ 3 0 μx 4x μ 3 0⇔ − + − + = ⇔ − + − =   (1). 
 
Εξετάζουμε τις περιπτώσεις : 

1) Αν μ = 0, τότε 2
4x 3 30 4x 3 0 x
x 1 4

+
= ⇔ + = ⇔ = −

+
. 

    Έτσι για 3x
4

= −  η τιμή του κλάσματος είναι μηδέν. 

2) Αν μ ≠ 0, πρέπει και αρκεί Δ ≥ 0. 
2 2Δ ( 4) 4 μ(μ 3) 0 16 4μ 12μ 0= − − ⋅ − ≥ ⇔ − + ≥  
2 24μ 12μ 16 : 0 4( μ 3μ 4) 0⇔ − + + ≥ ⇔ − + + ≥  

 Αρκεί 2μ 3μ 4 0− + + ≥ , που είναι τριώνυμο ως προς μ  με  διακρίνουσα  

2Δ 9 16 25 5′ = + = =   και ρίζες 
2

1,2

13 5 3 5μ
2 2 4

−− ± − ±
= = =

− −
 

Το πρόσημο της Δ΄ δίνεται από τον πίνακα: 
 

 
 
Επομένως, οι τιμές που μπορεί να πάρει το μ  είναι: 

                                   2
4x 31 μ 4 1 4
x 1

+
− ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤

+
. 

Έτσι μέγιστη τιμή του κλάσματος είναι το 4 και ελάχιστη τιμή του είναι το –1. 
 
4) Αν x1, x2 είναι οι ρίζες του τριωνύμου 2f (x) x 6x 7= − +  να τοποθετηθούν 

από τον μεγαλύτερο προς το μικρότερο οι αριθμοί x1, x2, -1, 3, 4, 5 χωρίς να βρε-
θούν οι ρίζες του f(x). 
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Λύση 
Έστω x1, x2 οι ρίζες με x2 > x1 τότε: 

 

 
 
τότε: 2f ( 1) ( 1) 6( 1) 7 14 0− = − − − + = > .  
Άρα  1 21 x  ή  1 x− < − >                                             (1) 

                          2f (3) 3 6 3 7 2 0= − ⋅ + = − <  άρα 1 2x 3 x< <                          (2) 
                          2f (4) 4 6 4 7 1 0= − − ⋅ + = − <  άρα 1 2x 4 x< <                       (3) 
                         2f (5) 5 6 5 7 2 0= − ⋅ + = >  άρα 1 25 x  ή 5 x< > .                     (4) 

Από τις (1), (2), (3) και (4) έχουμε: 
2 15 x 4 3 x 1> > > > > − . 

 
5) Αν το τριώνυμο 2f (x) x 2(λ 1)x λ 5= − − + +  έχεις ρίζες πραγματικές άνισες 

να αποδείξετε ότι μια μόνο ρίζα θα βρίσκεται στο διάστημα (-2, 3). 
 
Λύση 
Έστω x1, x2 οι ρίζες του f (x) με 1 2x x< . Τότε έχουμε:  

[ ]2 2 2Δ 2(λ 1) 4 1 (λ 5) 0 λ 3λ 1 λ 5 0 λ 3λ 4 0= − − − ⋅ ⋅ + > ⇔ − + − − > ⇔ − − >  

Επειδή είναι 2 2
1,2

13 5Δ ( 3) 4 1 ( 4) 5 ,έχουμε τις ρίζες λ
42
−±′ = − − ⋅ ⋅ − = = =  

 
 

Άρα  2Δ λ 3λ 4 0= − − > , όταν λ<-1 ή λ>4. 
Για λ<-1 , τότε το πρόσημο του τριωνύμου f (x)  δίνεται από τον πίνακα: 

 
 

Έχουμε: 2f ( 2) ( 2) 2(λ 1) ( 2) λ 5− = − − − ⋅ − + + 4 4λ 4 λ 5 5λ 5 5(λ 1)= + − + + = + = +  
Όμως    λ 1 λ 1 0 5(λ 1) 0< − ⇔ + < ⇔ + < . Άρα f ( 2) 0− <   και έτσι 1 2x 2 x< − < . 
Επιπλέον έχουμε: 2f (3) 3 2(λ 1) 3 λ 5 5λ 20 5(λ 4)= − − ⋅ + + = − + = − −  
Επειδή  λ 1 λ 4 5 5 (λ 4) 25 0< − ⇔ − < − ⇔ − ⋅ − > > ⇒ f (3) 0>  
και αφού 22 x  και  f (3) 0− < > , έχουμε: 22 x 3− < < .  
Επομένως είναι: 1 2x 2 x 3< − < <  . 
Ομοίως εργαζόμαστε για λ > 4. Τότε ( ) ( )2 0 και 3 0,f f− > < οπότε:   

1 22 x 3 x− < < < . 
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6) Να λυθούν οι ανισώσεις: 

i) 
2003 2

2
(x 1) (x 9x 20) 0

x x 1
− ⋅ − +

>
− +

 ii) 
2

2
x 3x 2 1
x 7x 12

− +
≤

− +
 

 
Λύση 

i) 
2003 2

2
(x 1) (x 9x 20) 0

x x 1
− ⋅ − +

>
− +

 

Αρκεί  να ισχύει: 
2003 2 2(x 1) (x 9x 20) (x x 1) 0− ⋅ − + ⋅ − + >  

 Εξετάζουμε χωριστά το πρόσημο κάθε παράγοντα. 
• x 1 0 x 1− ≥ ⇔ ≥  
• x 1 0 x 1− < ⇔ <  
• 2x 9x 20− +  
 2 2Δ ( 9) 4 1 20 81 80 1 1= − − ⋅ ⋅ = − = =  

1,2

5
9 1x

2
4

±
= =  

 
 

• 2x x 1− +  
Έχουμε 2Δ ( 1) 4 1 3 0= − − ⋅ = − < , οπότε  

 

 
 

Κατασκευάζουμε τον τελικό πίνακα: 

 
 
Άρα  x (1,4) (5, )∈ ∪ +∞  
 

ii)  
2 2

2 2
x 3x 2 x 3x 21 1 0
x 7x 12 x 7x 12

− + − +
≤ ⇔ − ≤

− + − + 2 2
4x 10 2x 50 0

x 7x 12 x 7x 12
− −

⇔ ≤ ⇔ ≤
− + − +

. 

Αρκεί:  2 2(2x 5) (x 7x 12) 0  και  x 7x 12 0− ⋅ − + ≤ − + ≠ . 

• 
52x 5 0 x
2

− ≥ ⇔ ≥   και  52x 5 0 x
2

− < ⇔ < . 



Εξισώσεις - Τριώνυμο 

79 
 

 
• 2x 7x 12− +  
      2Δ ( 7) 4 1 12 1= − − ⋅ ⋅ = , οπότε έχουμε τις ρίζες 

 

1,2

47 1x
2 3
±

= =        και  

 
Κατασκευάζουμε τον τελικό πίνακα: 
 

 
 

Επομένως, η ανίσωση αληθεύει όταν:  x ( ,5 / 2] (3,4)∈ −∞ ∪ . 
 
7) Δίνεται η συνάρτηση 2f (x) x αx β= − +  
α) Να βρεθούν τα α,β ώστε η γραφική της παράσταση να διέρχεται από το 

σημείο (2,-2) και αν ρ1, ρ2 οι ρίζες του f(x) να ισχύει 
1 2

1 1 1
ρ ρ

+ = −  

β) Να λυθεί η ανίσωση f (x) 15<  
γ) Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία η συνάρτηση h(x) f (x 2)= − . 
 
Λύση 
α) Για 2x 2 , έχουμε  f (2) 2 2 α 2 β 02 2α β 6= = − ⇔ − ⋅ + = ⇔ − + = −   (1) 

1 2

1 2 1 2

Vieta1 1 ρ ρ1 1
ρ ρ ρ ρ

+
+ = − ⇔ = − ⇔  

  α 1 α β
β

⇔ = − ⇔ = −                       (2) 

Από (1) και (2) έχουμε α = 2 ,  β = -2. 
 
Έτσι 2f (x) x 2x 2= − − . 
 
β) 2 2f (x) 15 x 2x 2 15 x 2x 17 0< ⇔ − − < ⇔ − − <  
    2 2 2Δ 4 68 72 3 2 2 6 2= + = = ⋅ ⋅ = ⋅ , οπότε έχουμε τις ρίζες  

2

1,2

1 3 22 6 2 2 6 2x
2 2 1 3 2

+± ⋅ ±
= = =

−
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Άρα η ανίσωση αληθεύει όταν ( )x 1 3 2,  1 3 2∈ − + . 

γ) 2f (x) x 2x 2= − −  
    2h(x) f (x 2) (x 2) 2(x 2) 2= − = − − − − = 2 2x 4x 4 2x 4 2 x 6x 6− + − + − = − + . 
Έτσι 2h(x) x 6x 6= − +  

     α = 1>0, κορυφή β Δ 6 36 24,  , (3, 3)
2α 4α 2 4
− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

 

 
 

Έτσι  η h είναι  
• γνησίως φθίνουσα στο ( ,3]−∞  και  
• γνησίως αύξουσα στο [3, )+∞ . 

 
 
4.4. Συνθήκες ώστε δύο τριώνυμα να έχουν ρίζες, που πληρούν 

κάποια σχέση. 
 
Θεωρούμε το τριώνυμο 2f (x) αx βx γ,   α 0, α,β, γ= + + ≠ ∈ , με ρίζες 

1 2 1 2ρ , ρ , (ρ <ρ )∈  και το τριώνυμο 2g(x) α x β x γ ,   α 0,  α ,β , γ R′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + ≠ ∈ με 
ρίζες ' ' ' '

1 2 1 2ρ , ρ , (ρ < ρ )∈ . Τότε έχουμε: 
 
1) Για να έχουν τα f (x)  και g(x)  ρίζες αντίθετες,  πρέπει  αρκεί να ισχύει: 

α β γ
α β γ
= − =
′ ′ ′

. 

Απόδειξη 
Ευθύ. Έστω ότι τα τριώνυμα έχουν ρίζες αντίθετες, δηλαδή ισχύει: 1 1ρ ρ′ = −  και 

2 2ρ ρ′ = − . Τότε χρησιμοποιώντας του τύπους του Vieta λαμβάνουμε: 

1 2 1 2

1 2 1 2

β βρ ρ (ρ + ρ )
α β γα α

γ γ α β γρ ρ ρ ρ
α α

′⎧ ⎫′ ′+ = − ⇒ − =⎪ ⎪⎪ ⎪′ ⇒ = − =⎨ ⎬′ ′ ′ ′⎪ ⎪′ ′ = ⇒ =
⎪ ⎪′⎩ ⎭

, 

αν  β , γ 0′ ′ ≠ . Αν κάποιος από τους συντελεστές β , γ′ ′  είναι μηδέν, τότε προκύπτει 
ότι και ο αντίστοιχος συντελεστής του πρώτου τριωνύμου θα είναι μηδέν. 

      Αντίστροφα, έστω ότι: *α β γ λ .
α β γ
= − = = ∈
′ ′ ′

και έστω ρ μία ρίζα του τριωνύμου 

2f (x) αx βx γ.= + +  Τότε  
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                              ( ) ( )

2 2

2

f (ρ) αρ βρ γ 0 λα ρ λβ ρ λγ 0

λ α ρ β ρ γ 0 g ρ 0, αφού λ 0,

′ ′ ′= + + = ⇔ − + =

′ ′ ′⇔ − + = ⇔ − = ≠
 

δηλαδή ο αριθμός ρ−  είναι ρίζα του τριωνύμου 2g(x) α x β x γ′ ′ ′= + + . 
 
2) Για να έχουν τα f (x) και g(x) ρίζες ανάλογες, δηλαδή: 1 1 2 2ρ κρ , ρ κρ′ ′= =  

(αν 1 2ρ ρ 0′ ′ ≠ , γράφουμε: *1 2

1 2

ρ ρ κ
ρ ρ

= = ∈
′ ′

) πρέπει  και αρκεί να ισχύει: 

2
α β γ
α β κ γ κ
= =
′ ′ ′⋅ ⋅

. 

Απόδειξη 
Ευθύ. Έστω ότι τα τριώνυμα f (x) και g(x) ρίζες ανάλογες, δηλαδή: 

1 1 2 2ρ κρ , ρ κρ , κ 0′ ′= = ≠ . Τότε έχουμε: 

( )

( )

1 2 1 2

2
2 2

1 2 1 2

β βρ ρ κ ρ ρ κ
α α α β γ

α β κ γ κγ γρ ρ κ ρ ρ κ
α α

′⎧ ⎫⎛ ⎞′ ′+ = + ⇒ − = −⎜ ⎟⎪ ⎪′⎪ ⎝ ⎠⎪⇒ = =⎨ ⎬ ′ ′ ′′⎛ ⎞⎪ ⎪′ ′= ⇒ = ⎜ ⎟⎪ ⎪′⎝ ⎠⎩ ⎭

, 

αν  β , γ 0′ ′ ≠ . Αν κάποιος από τους συντελεστές β , γ′ ′  είναι μηδέν, τότε προκύπτει 
ότι και ο αντίστοιχος συντελεστής του πρώτου τριωνύμου θα είναι μηδέν. 
 

      Αντίστροφα, έστω ότι: *
2

α β γ , κ 0
α β κ γ κ

λ= = = ∈ ≠
′ ′ ′

 και έστω ρ μία ρίζα του 

τριωνύμου 2f (x) αx βx γ.= + +  Τότε 2 *α λα , β = λκβ και γ=λκ γ , λ′ ′ ′= ∈ , οπότε 

( )

2 2 2

2
2 2 2

2

f (ρ) αρ βρ γ 0 λα ρ λβ κρ λκ γ 0

ρ ρλ α ρ β κρ κ γ 0 λκ α β γ 0
κ κ

ρ ρα β γ 0, αφού είναι λκ 0,
κ κ

′ ′ ′= + + = ⇔ + + = ⇔

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′ ′+ + = ⇔ + + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′⇔ + + = ≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

δηλαδή ο αριθμός ρρ
κ

′ =  είναι ρίζα του τριωνύμου 2g(x) α x β x γ′ ′ ′= + + . Επομένως, 

αν 1 2ρ , ρ  είναι ρίζες του τριωνύμου 2f (x) αx βx γ= + + , τότε οι 1 2
1 2

ρ ρρ , ρ
κ κ

′ ′= =  θα 

είναι ρίζες του τριωνύμου 2g(x) α x β x γ′ ′ ′= + + και ισχύει: 1 1 2 2ρ κρ , ρ κρ′ ′= = . 
                        
3) Για να έχουν τα f(x) και ( )g x  ρίζες αντίστροφες, έστω  

                                          1 2
1 2

1 1ρ 0 και ρ 0
ρ ρ

= ≠ = ≠
′ ′

 

            πρέπει και αρκεί να ισχύει: 
α β γ
γ΄ β΄ α΄
= = . 

Απόδειξη 
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Ευθύ. Έστω ότι τα τριώνυμα f (x) και  g(x) ρίζες αντίστροφες, δηλαδή: 

1 2 1 2
1 2

1 1ρ 0 και ρ 0, όπου ρ ρ 0
ρ ρ

′ ′= ≠ = ≠ ≠
′ ′

. Τότε έχουμε: 

1 2
1 2

1 2 1 2

1 2
1 2

ρ ρ1 1 β βρ ρ
ρ ρ ρ ρ α γ α β γ

1 γ α γ β αρ ρ
ρ ρ α γ

′ ′ ′+⎧ ⎫+ = + = ⇒ − = −⎪ ⎪′ ′ ′ ′ ′⎪ ⎪⇒ = =⎨ ⎬′ ′ ′ ′⎪ ⎪= ⇒ =
⎪ ⎪′ ′ ′⎩ ⎭

, 

αν  β 0′ ≠ . Αν β  = 0′ , τότε προκύπτει και ότι β 0= , ενώ δεν μπορεί να είναι γγ 0′ = .  
 

      Αντίστροφα, έστω ότι: *α β γ ,
γ β α

λ= = = ∈
′ ′ ′

 και έστω ρ 0≠ μία ρίζα του τριω-

νύμου 2f (x) αx βx γ.= + +  Τότε *α λγ , β = λβ και γ=λα , λ′ ′ ′= ∈ , οπότε 

                        ( )

2 2

2 2
2

2

f (ρ) αρ βρ γ 0 λγ ρ λβ ρ λα 0

1 1λ γ ρ β ρ α 0 λρ γ β α 0
ρ ρ

1g 0, αφού λρ 0,
ρ

′ ′ ′= + + = ⇔ + + =

⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′⇔ + + = ⇔ + ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⇔ = ≠⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

οπότε ο αριθμός 1
ρ

 είναι ρίζα του τριωνύμου ( )g x . 

 
4) Για να έχουν τα τριώνυμα f (x) και g(x)  δύο ρίζες κοινές πρέπει και αρκεί:   

α β γ
α β γ
= =
′ ′ ′

. 

Απόδειξη 
Ευθύ. Έστω ότι τα τριώνυμα έχουν δύο ρίζες κοινές , δηλαδή ισχύει: 1 1ρ ρ′ =  και 

2 2ρ ρ′ = . Τότε χρησιμοποιώντας του τύπους του Vieta λαμβάνουμε: 

1 2 1 2

1 2 1 2

β βρ ρ ρ + ρ
α β γα α

γ γ α β γρ ρ ρ ρ
α α

′⎧ ⎫′ ′+ = ⇒ − = −⎪ ⎪⎪ ⎪′ ⇒ = =⎨ ⎬′ ′ ′ ′⎪ ⎪′ ′ = ⇒ =
⎪ ⎪′⎩ ⎭

, 

αν  β , γ 0′ ′ ≠ . Αν κάποιος από τους συντελεστές β , γ′ ′  είναι μηδέν, τότε προκύπτει 
ότι και ο αντίστοιχος συντελεστής του πρώτου τριωνύμου θα είναι μηδέν. 
 

      Αντίστροφα, έστω ότι: *α β γ λ .
α β γ
= = = ∈
′ ′ ′

και έστω ρ μία ρίζα του τριωνύμου 

2f (x) αx βx γ.= + +  Τότε  

                              ( ) ( )

2 2

2

f (ρ) αρ βρ γ 0 λα ρ λβ ρ λγ 0

λ α ρ β ρ γ 0 g ρ 0, αφού λ 0,

′ ′ ′= + + = ⇔ + + =

′ ′ ′⇔ + + = ⇔ = ≠
 

δηλαδή ο αριθμός ρ  είναι ρίζα και του τριωνύμου 2g(x) α x β x γ′ ′ ′= + + . 
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5) Για να έχουν τα τριώνυμα f (x) και g(x)  μία μόνο κοινή ρίζα πρέπει και 
αρκεί να ισχύει: 
 

2R (αγ α γ) (αβ α β) (βγ γβ ) 0′ ′ ′ ′ ′ ′= − − − ⋅ − =  και αβ α β 0′ ′− ≠  
      
και η κοινή ρίζα είναι: 

γ α αγ αγ α γρ
αβ α β αβ α β

′ ′ ′ ′⋅ − −
= = −

′ ′ ′ ′− −
  . 

 
Σημείωση 
Η συνάρτηση  R ονομάζεται απαλείφουσα των τριωνύμων f (x) και g(x) . 

Ισχύει η σχέση: 
 

2
2 (αβ β α)R (αγ α γ) (αβ α β) (βγ βγ ) g(ρ)

α
′ ′−′ ′ ′ ′ ′ ′= − − − ⋅ − =  

2(αβ α΄β) f (ρ)
α΄
′ −

= , 

 
όπου ρ η κοινή ρίζα τους, αν υπάρχει. Πριν προχωρήσουμε στην απόδειξη της πρότασης  
(5) είναι χρήσιμο να αναφερθούμε σε μία βασική ιδιότητα της απαλείφουσας δύο τριω-
νύμων. 
 
 Πρόταση.  Θεωρούμε τα τριώνυμα  

2f (x) αx βx γ,   α 0, α,β, γ= + + ≠ ∈ , με ρίζες 1 2 1 2ρ , ρ (ρ <ρ )  και 
2g(x) α x β x γ ,   α 0,  α ,β , γ R′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + ≠ ∈  με ρίζες ' ' ' '

1 2 1 2ρ , ρ (ρ < ρ ) . 
Τότε ισχύουν οι ισότητες: 
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 2α g ρ g ρ και α ρ ρR R f f′ ′ ′= = . 

 
Απόδειξη 
Πράγματι, έχουμε             

     

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2
1 2 1 1 2 2

22 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
2 2 2 2

2

2 2

α g(ρ )g(ρ ) α α ρ β ρ γ α ρ β ρ γ

α α ρ ρ β ρ ρ γ α β ρ ρ ρ ρ α γ ρ ρ β γ ρ ρ

γ γ γ β β 2αγ βα α β γ α β α γ β γ
α α α α α α

α γ αγβ

′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + +

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + + + + +⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + ⋅ + + ⋅ − + + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

′ ′= + +

( ) ( )( )

2 2

2

(αγ ) α β βγ β α γ 2αγα γ αββ γ

αγ α γ αβ α β βγ β γ

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − −

′ ′ ′ ′ ′ ′= − − − −

 

Ομοίως αποδεικνύεται και η δεύτερη ισότητα:  ( ) ( )2
1 2α ρ ρR f f′ ′ ′=  

 
Απόδειξη της (5) 
Ευθύ. Υποθέτουμε ότι τα δύο τριώνυμα έχουν μία μόνο κοινή ρίζα, έστω ρ . Τότε 

το σύστημα ( ) ( )0, 0f gρ ρ= =  έχει μοναδική λύση ως προς άγνωστο το ρ , δηλαδή 
το σύστημα  
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2 2

2

2

f (ρ) αρ βρ γ 0,  g(ρ) α ρ β ρ γ 0

αρ βρ γ
έχει μοναδική λύση ως προς ρ

α ρ β ρ γ

′ ′ ′= + + = = + + =

⎧ ⎫+ = −
⇔ ⎨ ⎬′ ′ ′+ = −⎩ ⎭

 

( ) ( )( )

2

2

2

αγ α γ βγ β γαβ α β 0 και ρ , ρ
αβ α β αβ α β

αγ α γ αγ α γ βγ β γαβ α β 0 , ρ και
αβ α β αβ α β αβ α β
αγ α γαβ α β 0 , ρ και αγ α γ αβ α β βγ β γ 0.
αβ α β

′ ′ ′ ′− −′ ′⇔ − ≠ = − =
′ ′ ′ ′− −

′ ′ ′ ′ ′ ′⎛ ⎞− − −′ ′⇔ − ≠ = − =⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′ ′− − −⎝ ⎠
′ ′−′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⇔ − ≠ = − − − − − =
′ ′−

 

      Αντίστροφα, έστω ότι ισχύουν: 
2R (αγ α γ) (αβ α β) (βγ γβ ) 0′ ′ ′ ′ ′ ′= − − − ⋅ − =  και αβ α β 0′ ′− ≠ . 

Θα αποδείξουμε ότι τα δύο τριώνυμα έχουν μία μόνο κοινή ρίζα. Από την ισότη-
τα ( ) ( )2

1 2α g ρ g ρR = έπεται ότι ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 1 2α g ρ g ρ 0 g ρ =0 ή g ρ 0= ⇒ = . Αν ήταν  

( ) ( )1 2g ρ =0 και g ρ 0,= τότε τα τριώνυμα θα είχαν δύο κοινές ρίζες, οπότε, σύμφωνα 

με την πρόταση (4) θα είχαμε α β γ
α β γ
= =
′ ′ ′

, δηλαδή, αβ α β 0,′ ′− =  άτοπο. 

 
 

Παραδείγματα 
 
1. Να προσδιοριστεί το λ R∈  ώστε οι εξισώσεις      

2 2(1 2λ)x 6λx 1 0 και λx x 1 0− − − = − + =  
     να έχουν μια κοινή ρίζα και να υπολογιστεί αυτή η ρίζα. 
 
Λύση 
Απαιτούμε 2R 0 (αγ α γ) (αβ βα ) (βγ γβ ) 0 και  αβ βα '0′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⇔ − − − ⋅ − = − ≠ . 

Όμως είναι : 
                  αγ γα (1 2λ) ( 1) λ 1 2λ λ 1 λ′ ′− = − ⋅− − ⋅ = − + = − , 
                  2 2αβ βα (2 2λ) ( 1) 6λ λ 1 2λ 6λ 6λ 2λ 1 0′ ′− = − ⋅ − + ⋅ = − + + = + − ≠ , 
                  βγ γβ ( 6λ) 1 ( 1) ( 1) 6λ 1′ ′− = − ⋅ − − ⋅ − = − − , 

οπότε έχουμε 
2 2R (1 λ) (6λ 2λ 1) ( 6λ 1) 0= − − + − ⋅ − − =   και 26λ 2λ 1 0+ − ≠ ,  

Έχουμε τώρα  
2 3 2R 1 2λ λ (36λ 6λ 12λ 2λ 6λ 1) 0= − + + + + + − − =  

3 2 236λ 7λ 4λ 0 λ (36λ 7λ 4) 0⇔ + + = ⇔ ⋅ + + =  
⇔ λ = 0 ή 236λ 7λ 4 0 λ 0+ + = ⇔ = , 

επειδή  είναι 2Δ 7 4 36 6 0= − ⋅ ⋅ < , οπότε έχουμε  236λ 7λ 4 0+ + >  
Για λ = 0 ισχύει ότι 2αβ βα 6λ 2λ 1 1 0′ ′− = + − = − ≠ , οπότε οι δύο εξισώσεις έχουν μία 

μόνο κοινή ρίζα η οποία είναι η 0 1γ α αγρ 1
αβ α β 1

′ ′ −⋅ −
= = =

′ ′− −
. 
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 Πράγματι, μπορούμε να δούμε ότι για λ = 0 οι εξισώσεις γίνονται: 2x 1 0− =  και  
x 1 0− + = , οι οποίες έχουν κοινή ρίζα το 1. 

 
2.  Να προσδιοριστούν οι λ,μ R∈  ώστε τα τριώνυμα       

2 2f (x) x (μ 3)x 3λ    και   φ(x) x λx μ 2− − + + = − + −  

να έχουν ρίζες ανάλογες με  λόγο  ίσο με  2. 
 
Λύση 
Έστω ρ1, ρ2 οι ρίζες της f(x) και ΄ ΄

1 2ρ , ρ  οι ρίζες της (x)ϕ . 

 Θέλουμε 1 2
΄ ΄
1 2

ρ ρ 2
ρ ρ

= = , οπότε  απαιτούμε: 

2
α β γ 1 (μ 3) 3λ
α β 2 γ 2 1 λ 2 (μ 2) 4

− +
= = ⇔ = =
′ ′ ′⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

 

μ 3 3λ1
2λ 4μ 8
+

⇔ = =
−

 

Συνεπώς  έχουμε  
μ 3 3λ1 και  1
2λ 4μ 8
+

= =
−

 

μ 3 2λ⇔ + =  και  3λ 4μ 8= −  
μ 2λ 3⇔ − = −  και 4μ 3λ 8− + = −  

( ) ( )
μ 2λ 3 4μ 8λ 12

λ, μ 4, 5
4μ 3λ 8 4μ 3λ 8
− = − − = −⎫ ⎫

⇔ =⎬ ⎬− + = − − + = −⎭ ⎭
⇔  

 
 
Λυμένες ασκήσεις 
 

1.  Να λύσετε την εξίσωση: 3 3
2 4 3 13

4 3 2 6
x x
x x
+ +

+ =
+ +

 

Λύση 
Για να ορίζονται οι δύο ρίζες του πρώτου μέλους της εξίσωσης, πρέπει: 

                       ( )( ) 32 4 3 0 2 ή
4

x x x x+ + > ⇔ < − > − .                       (1) 

Θέτουμε 3
2 ,

4 3
xy
x
+

=
+

οπότε 3
1 4 3 , 0

2
x y

y x
+

= >
+

 και η δεδομένη εξίσωση γίνεται: 

21 13 2 36 13 6 0 ή
6 3 2

y y y y y
y

+ = ⇔ − + = ⇔ = = . 

• Για 2
3

y =  λαμβάνουμε: 3
2 2 2 8 5 30 6

4 3 3 4 3 27
x x x x
x x
+ +

= ⇔ = ⇔ = ⇔ =
+ +

. 

• Για 3
2

y =  λαμβάνουμε: 3
2 3 2 27 13100 65 .

4 3 2 4 3 8 20
x x x x
x x
+ +

= ⇔ = ⇔ = − ⇔ = −
+ +

 

Οι ρίζες που βρήκαμε είναι δεκτές, αφού ικανοποιούν τους περιορισμούς (1). 
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2. Να λύσετε την εξίσωση:  23 2 , 0.a x ax x a+ = + >  
 
Λύση 
Περιορισμοί:  ( )22 0 και 3 0 2 0 και 3ax x a x x x a x a+ ≥ + ≥ ⇔ + ≥ ≥ −  

[ ] [ )3 2 ή 0 3 , 2 0, .a x a x x a a⇔ − ≤ ≤ − ≥ ⇔ ∈Α = − − ∪ +∞  
Για x∈Α  η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση που προκύπτει με ύψωση των 
δύο μελών στο τετράγωνο., δηλαδή την εξίσωση 

[ ]2 2 2 9(3 ) 2 , 0 4 9 , 0 3 , 2 .
4
aa x ax x a ax a a x a a+ = + > ⇔ = − > ⇔ = − ∈ − − ⊆ Α  

 
3. Να λύσετε την εξίσωση: 23 2 , 0.a x ax a a− = − >  
 
Λύση 
Περιορισμοί: 23 0 και 0, 0 3 και , 0a x ax a a x a x a a− ≥ − ≥ > ⇔ ≤ ≥ >  

[ ],3 .x a a⇔ ∈Α =  
Για x∈Α  η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση που προκύπτει με ύψωση των 
δύο μελών στο τετράγωνο., δηλαδή την εξίσωση:      

( )
( ) ( ) [ ]

( )

2 2 2 2 2

2 2

(3 ) 4 , 0 9 6 4 4 , 0

10 13 0, 0 5 2 3 ή 5 2 3 ,3

5 2 3 .

a x ax a a a ax x ax a a

x ax a a x a x a a a

x a

− = − > ⇔ − + = − >

⇔ − + = > ⇔ = − = + ∉

⇔ = −

 

                 
4. Να λύσετε την εξίσωση: 8 3 ,x x a a− + − = ∈ . 

 
Λύση 
Περιορισμοί: 0, 8 0 και 3 0 0 και 8.a x x a x> − ≥ − ≥ ⇔ > ≥  
Για 0a >  και 8x ≥ , η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση: 

( )( ) ( )( )

( ) ( )

2 2

222 2 2

2 4 2 2 2

4 2
2 4 2

2

2 11 2 8 3 2 8 3 2 11

114 11 24 2 11 , (εφόσον 2 11 0 )
2

4 44 96 4 121 4 44 22
22 254 22 25 .
4

x x x a x x a x

ax x a x a x x

x x a x a x x a
a aa x a a x

a

− + − − = ⇔ − − = − +

+
⇔ − + = − + − + ≥ ⇔ ≤

⇔ − + = + + − − +

+ +
⇔ = + + ⇔ =

 

Η λύση που βρήκαμε είναι δεκτή, όταν ισχύουν: 

       

( )

4 2 2

2

4 2 2 4 2 4 2

4 2 4

22 2

22 25 118 , 0
4 2

22 25 32 και 22 25 2 22 , 0
10 25 0 και 25, 0

5 0 και 5, 0 5.

a a ax a
a

a a a a a a a a
a a a a

a a a a

+ + +
≤ = ≤ >

⇔ + + ≥ + + ≤ + >

⇔ − + ≥ ≥ >

⇔ − ≥ ≥ > ⇔ ≥
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Επομένως, για 5a ≥  η δεδομένη εξίσωση έχει τη λύση 
4 2

2

22 25
4

a ax
a

+ +
= . 

 
5. Να λύσετε την εξίσωση: 3 2 , 0.x a a x a− = − ≠  

 
Λύση 

Περιορισμοί: 
, αν 0

3 23 0 και 2 0 και
3 2 , αν 0

2 3

a ax a
a ax a a x x x

a ax a

⎧ ≤ ≤ >⎪⎪− ≥ − ≥ ⇔ ≥ ≤ ⇔ ⎨
⎪ ≤ ≤ <
⎪⎩

 

Με τους παραπάνω περιορισμούς η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση: 
( ) ( )2 2 2 2 22 3 4 4 3 4 4 3 0a x x a a ax x x a x a x a a− = − ⇔ − + = − ⇔ − + + + =  

Η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι ( ) ( )2 24 3 16 8 9a a a aΔ = + − + = + , οπότε η εξί-

σωση έχει ρίζες 1 2 1 2, , ,x x x x≤ στο , αν, και μόνον αν, 9
8

a ≥ − .  

Επιπλέον, αν ( ) ( )2 24 4 3x x a x a aϕ = − + + + , λαμβάνουμε: 
2

0
3 9
a aϕ ⎛ ⎞ = >⎜ ⎟

⎝ ⎠
, οπότε: 

• ο αριθμός 
3
a  βρίσκεται εκτός των ριζών του τριωνύμου ( )xϕ , δηλαδή έχουμε             

                 1 2 1 2
9ή , για κάθε .

3 3 8
a ax x x x a< ≤ ≤ < ≥ −                        (1) 

Επίσης έχουμε 
2 2
a aϕ ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, οπότε καταλήγουμε στα ακόλουθα συμπεράσματα: 

• Αν 0,a >  τότε ο αριθμός 
2
a  βρίσκεται μεταξύ των ριζών του τριωνύμου 

( )xϕ . Σε συνδυασμό με την (1) προκύπτει ότι:  

1 2 1 2ή , για κάθε 0,
3 2 3 2
a a a ax x x x a< < < ≤ < < >  

δηλαδή η εξίσωση έχει για 0a > , μία μόνο λύση 4 3 8 9 .
8

a ax + − +
=  

• Αν 9 0,
8

a− ≤ <  τότε ο αριθμός 
2
a  βρίσκεται εκτός των ριζών του τριωνύμου 

( )xϕ . Σε συνδυασμό με την (1) προκύπτει ότι: 

              1 2 1 2 1 2ή ή
2 3 2 3 2 3
a a a a a ax x x x x x< ≤ ≤ ≤ ≤ < < < ≤ .           (2) 

Επειδή 4 3 3 0
2 8 8
a a +
− = − <  και 4 3 4 9 4 9 0,

3 8 8 8
a a a a+ − − +
− = = − < για 

9 ,0
8

a ⎡ ⎞∈ − ⎟⎢⎣ ⎠
. Επομένως, για 9 ,0

8
a ⎡ ⎞∈ − ⎟⎢⎣ ⎠

 από τις σχέσεις (2) εφικτή είναι η 
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περίπτωση 1 22 3
a a x x< < ≤ , οπότε η εξίσωση δεν έχει δεκτή λύση στην περί-

πτωση αυτή. 
                

6. Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς την εξίσωση 
2 22 5 2 5 1x x x x x− − − = . 

(Διαγωνισμός ΘΑΛΗΣ 2013-14) 
Λύση 
Περιορισμοί: ( )2 5 0 5 0 0 ή 5.x x x x x x− ≥ ⇔ − ≥ ⇔ ≤ ≥   
Η εξίσωση, για 0 ή 5x x≤ ≥ ,  είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 

( ) ( )
( ) ( )

2
2 2 2 2

2 2
1 2

5 2 5 1 5 1

5 1 ή 5 1

x x x x x x x x x

x x x x x x

+ − − − = ⇔ − − =

⇔ − − = Ε − − = − Ε
 

• ( ) ( ] [ )2 2
1 : 5 1 1 5 , ,0 5, , 1x x x x x x x xΕ − − = ⇔ − = − ∈ −∞ ∪ +∞ ≥  

2 2 12 1 5 , με 5 , 5, απορρίπτεται.
3

x x x x x x x⇔ − + = − ≥ ⇔ = − ≥  

• ( ) ( ] [ )2 2
2 : 5 1 1 5 , ,0 5, , 1x x x x x x x xΕ − − = − ⇔ + = − ∈ −∞ ∪ +∞ ≥ −  

                        

2 22 1 5 , με 1 0 ή 5
1 1, 1 0 ή 5 .
7 7

x x x x x x

x x x x

⇔ + + = − − ≤ ≤ ≥

⇔ = − − ≤ ≤ ≥ ⇔ = −
 

 
     7.  Δίνεται η εξίσωση 

( )2 2 2 2 1 2 3 2 2 0,a x a x x+ − + − + − =  

όπου x∈  άγνωστος και a∈  παράμετρος. Να λύσετε την εξίσωση  για τις διάφο-
ρες τιμές της παραμέτρου a .   

  (Διαγωνισμός ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ 2012-13) 
      Λύση 
      Για να ορίζεται η 2x −  πρέπει να είναι 2x ≥ . 
      Η εξίσωση γράφεται στην ισοδύναμη μορφή 
                                ( )2 2 2 2 1 3 2 2 2, 2.a x a x x x+ − + − = − − ≥                     (1) 

      Για 0a =  έχουμε την εξίσωση 
3 2 2 2, 2x x− = − − ≥ , (αδύνατη, αφού 3 2 2 0− > ). 

      Για 0a ≠ , το πρώτο μέλος της (1) είναι τριώνυμο με διακρίνουσα 0Δ = , οπότε η 
εξίσωση γράφεται ισοδύναμα ως 

                                          ( )2
2 1 2, 2.ax x x+ − = − − ≥                                   (2) 

      Επειδή είναι ( )2
2 1 0 και 2 0, 2,ax x x+ − ≥ − − ≤ ≥  έπεται ότι η εξίσωση (2) 

έχει λύση, αν, και μόνον αν,           
1 22 1 0 και 2 0, 2 2, εφόσον

2
ax x x x a −

+ − = − = ≥ ⇔ = = . 
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      Επομένως, η δεδομένη εξίσωση  έχει μόνο για 1 2
2

a −
=  τη λύση 2.x =  

 
      8.  Να λυθεί στους πραγματικούς αριθμούς η εξίσωση 

( ) ( ) ( )3 3 32 2 22 3 1 3 2 7 1x x x x x+ + − + + = − . 
    (Διαγωνισμός ΘΑΛΗΣ 2011-12) 

      Λύση (1ος τρόπος) 
      Αν θέσουμε 2 22 3 1, 3 2a x x b x x= + + = + + , τότε 2 1a b x− = −  και η εξίσωση γί-
νεται:   

                

( ) ( )( ) ( )
( )( )
( )( )

3 33 3 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

7 7

7 14 7 0

6 15 6 0

0 ή 2 5 2 0
ή 2 ή 2

1 0 ή 3 3 0 ή 3 3 0
1 ή 1 ή 1 ή 0 ή 1
1 (τριπλή ρίζα) ή 0 ή 1.

a b a b a b a ab b a b

a b a ab b a ab b

a b a ab b

a b a ab b
a b a b a b
x x x x
x x x x x
x x x

− = − ⇔ − + + = −

⇔ − + + − + − =

⇔ − − − + =

⇔ − = − + =
⇔ = = =

⇔ − = − − = + =
⇔ = − = = − = = −
⇔ = − = =

 

 
      2ος τρόπος 
      Παρατηρούμε ότι και στους τρεις όρους των δύο μελών της εξίσωσης υπάρχει ο 
κοινός παράγοντας ( )31x + , οπότε η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3

3 2 3 2 3 2

2

1 2 1 2 7 1 0 1(τριπλή ρίζα)

ή 8 12 6 1 6 12 8 7 21 21 7 0
1(τριπλή ρίζα) ή 27 27 0
1(τριπλή ρίζα) ή 0 ή 1.

x x x x x

x x x x x x x x x
x x x
x x x

⎡ ⎤+ + − + − − = ⇔ = −⎣ ⎦
+ + + − − − − − + − + =

⇔ = − − =
⇔ = − = =

 

 
     9.  Να προσδιορίσετε τις λύσεις της εξίσωσης 

( )2 22 4x x α− = + , 
για τις διάφορες τιμές του πραγματικού αριθμού α . 

(Διαγωνισμός ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ 2011-12) 
      Λύση 
      Η δεδομένη εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 

2 2 2 24 4 4 4 4 4 1x x x x x x xα α α− + = + ⇔ − + = + ⇔ = − . 

      Επειδή είναι  0x ≥ , για κάθε πραγματικό αριθμό x , διακρίνουμε τις περιπτώ-
σεις: 

• 1α < , οπότε είναι 1 0α− > . Τότε η εξίσωση έχει δύο λύσεις:                               
1 ή 1x xα α= − = − . 

• 1,α =  οπότε η εξίσωση έχει μόνο τη λύση 0x = . 
• 1α > , οπότε η εξίσωση είναι αδύνατη. 
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10. Να λύσετε στους πραγματικούς αριθμούς την εξίσωση  

( )2
1 2 ,x x α− = +  

για τις διάφορες τιμές του πραγματικού αριθμού α . 
(Διαγωνισμός ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ 2011-12)                              

      Λύση 
      Η δεδομένη εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 

                              ( )2 22 1 2 2 1 0x x x x x xα α− + = + ⇔ − + + − = .                    (1) 
      Λόγω της παρουσίας της απόλυτης τιμής του x , διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
(i) 0x ≥ . Τότε η εξίσωση (1) είναι ισοδύναμη με την εξίσωση 

                                                      2 4 1 0x x α− + − = ,                                            (2) 
 η οποία είναι δευτέρου βαθμού με διακρίνουσα ( ) ( )16 4 1 4 3α αΔ = − − = + . 
       Άρα η εξίσωση (2) έχει ρίζες στο , αν,  και μόνον αν, 3α ≥ − . Για να διαπι-
στώσουμε πόσες από αυτές είναι δεκτές θεωρούμε το γινόμενο και το άθροισμα των 
ριζών που είναι 

1 και S 4 0.αΡ = − = >  
      Έτσι, για την εξίσωση (2) έχουμε τις υποπεριπτώσεις: 

• Αν 3α = − , τότε η εξίσωση έχει μία διπλή ρίζα, 2x = . 
• Αν 3 1α− < ≤ , τότε η εξίσωση έχει δύο ρίζες μη αρνητικές, 2 3x α= ± + . 

Ειδικότερα, αν 1α = , τότε η εξίσωση έχει τις ρίζες 4x =  και 0x = . 
• Αν 1α > , τότε η εξίσωση έχει μία μόνο ρίζα μη αρνητική, τη 2 3x α= + +  

(ii) 0x < . Τότε η εξίσωση (1) είναι ισοδύναμη με την εξίσωση                                                                  
                                                       2 1 0x α+ − = ,                                                    (3) 
η οποία έχει μία μόνο αρνητική ρίζα, τη 1x α= − − , αν 1α > . 
      Συνοπτικά, από τις δύο προηγούμενες περιπτώσεις, έχουμε για τη δεδομένη εξί-
σωση, τα ακόλουθα συμπεράσματα: 

• Αν 3α < − , η εξίσωση δεν έχει ρίζες στο . 
• Αν 3α = − , τότε η εξίσωση έχει μία διπλή ρίζα, 2x = . 
• Αν 3 1α− < ≤ , τότε η εξίσωση έχει δύο ρίζες, 2 3x α= ± + . 
• Αν 1α > , τότε η εξίσωση έχει δύο ρίζες, τις 2 3x α= + + , 1x α= − − . 



ΕΛΛΗΝ ΙΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤ ΙΚΗ  Ε ΤΑ ΙΡΕ ΙΑ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ - ΘΕΩΡΙΑ 
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11   ΒΒΑΑΣΣ ΙΙΚΚΕΕΣΣ   ΓΓΝΝΩΩΣΣΕΕ ΙΙ ΣΣ   
 
Στη παράγραφο αυτή θα αναφερθούμε σύντομα και επιγραμματικά σε βασικές γνώσεις που 
είναι απαραίτητες για τη μελέτη και επίλυση προβλημάτων της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. 
Κατά την ανάπτυξη των διαφόρων εννοιών, αποφεύγουμε τους αυστηρούς μαθηματικούς 
ορισμούς και “αφήνουμε” το σχήμα να δώσει τις απαραίτητες διευκρινίσεις. 
 
11 .. 11   ΠΠΑΑΡΡΑΑ ΛΛ ΛΛΗΗΛΛ ΕΕ ΣΣ   ΕΕ ΥΥΘΘΕΕ ΙΙ ΕΕ ΣΣ   
 

 Δύο ευθείες του επιπέδου θα λέγονται παράλληλες όταν δεν έχουν κοινό σημείο μεταξύ 
τους. 
 

 Από σημείο εκτός ευθείας μπορούμε να φέρουμε μία μόνο παράλληλη προς την ευθεία. 
 

 Αν δύο παράλληλες ευθείες )( 1ε  και )( 2ε   
(συμβολικά: 21 // εε ) τέμνονται από μία ευθεία 

)(δ ,  τότε δημιουργούνται ζεύγη ίσων γωνιών. 
 

 21 x̂ẑ =  και 21 ˆŷ ϖ=  (ως εντός εναλλάξ). 
 

 21 x̂x̂ = , 21 ŷŷ = , 21 ẑẑ =  και 21 ˆˆ ϖω =  (ως 
εντός εκτός και επί τα αυτά). 
 

 Επίσης ισχύουν και ισότητες γωνιών: 
11 ẑx̂ = , 22 ẑx̂ = , 11 ˆŷ ϖ=  και 22 ˆŷ ϖ= (ως κατά κορυφή). 

 
 Οι γωνίες 2x̂  και 1ŷ  είναι παραπληρωματικές (Δηλαδή +2x̂ o

1 180ŷ = ). 
 

 Αν δύο ευθείες )( 1ε  και )( 2ε  είναι παράλληλες και μία ευθεία )(δ τέμνει μία από 
αυτές τις ευθείες,  τότε η ευθεία )(δ  θα τέμνει αναγκαστικά και την άλλη ευθεία. 
 
11 .. 22   ΆΆΘΘΡΡΟΟ ΙΙ ΣΣΜΜΑΑ   ΓΓΩΩΝΝ ΙΙ ΩΩΝΝ   ΤΤ ΡΡ ΙΙ ΓΓΩΩΝΝΟΟ ΥΥ     
 

 Με τη βοήθεια της ισότητας των γωνιών 
που προκύπτουν από την παραλληλία, 
αποδεικνύουμε ότι το άθροισμα των 
γωνιών κάθε τριγώνου είναι o180  και 
κάθε εξωτερική γωνία του τριγώνου 
ισούται με το άθροισμα των δύο απέναντι 
εσωτερικών. 
 

 Στηριζόμενοι στο προηγούμενο  

       αποτέλεσμα, μπορούμε να αποδείξουμε 
ότι το άθροισμα των γωνιών κυρτού  ν -γώνου ισούται με )42( −ν ορθές (δηλαδή  

o)360180( −ν ). 
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11 .. 33   ΕΕΓΓ ΓΓ ΕΕ ΓΓ ΡΡ ΑΑΜΜΜΜΕΕΝΝΕΕ ΣΣ   --   ΕΕΠΠ ΙΙ ΚΚ ΕΕΝΝ ΤΤ ΡΡ ΕΕ ΣΣ   ΓΓΩΩΝΝ ΙΙ ΕΕ ΣΣ   
 

 Μία γωνία θα λέγεται επίκεντρη στο κύκλο  )R,O(C  όταν η κορυφή της γωνίας είναι 
το κέντρο του κύκλου. Το τόξο ΑΒ , είναι το τόξο στο οποίο βαίνει η επίκεντρη γωνία 

ΒΟΑ ˆ . 
 

 

 

 Μία γωνία θα λέγεται εγγεγραμμένη στο κύκλο  )R,O(C  όταν η κορυφή της γωνίας 
βρίσκεται στη περιφέρεια το κύκλου και οι πλευρές της τέμνουν το κύκλο. Το τόξο ΑΒ , 
είναι το τόξο στο οποίο βαίνει η εγγεγραμμένη γωνία ΒΛΑ ˆ . 
 

 Η εγγεγραμμένη γωνία είναι το μισό της αντίστοιχης επίκεντρης. 
 

 Κάθε εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε διάμετρο είναι ορθή. 
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 Η γωνία που σχηματίζεται από χορδή και εφαπτομένη, ισούται με την εγγεγραμμένη 

που βαίνει στη χορδή. 
 

 
 

 Οι εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν (στον ίδιο κύκλο ή σε ίσους κύκλους) σε ίσα τόξα 
είναι  ίσες μεταξύ τους ή παραπληρωματικές. 
 
Παρατήρηση: Όταν η κορυφή της εγγεγραμμένης γωνίας ανήκει στο (έλασσον) τόξο ΑΒ , 
τότε η εγγεγραμμένη γωνία γίνεται x̂180o − . (Με βάση αυτή τη λογική μπορούν να 
τροποποιηθούν οι προηγούμενες προτάσεις). 
 
11 .. 44   ΤΤ ΕΕ ΤΤ ΡΡ ΑΑΠΠΛΛ ΕΕ ΥΥ ΡΡ ΑΑ   ((ΚΚΥΥ ΡΡ ΤΤ ΑΑ --ΜΜΗΗ   ΚΚΥΥ ΡΡ ΤΤ ΑΑ --ΠΠΛΛΗΗΡΡΗΗ --ΕΕΓΓ ΓΓ ΕΕ ΓΓ ΡΡΑΑΜΜΜΜΕΕΝΝΑΑ --ΕΕΓΓΓΓ ΡΡ ΑΑΨΨ ΙΙ ΜΜΑΑ ))   
 

 Τα τετράπλευρα είναι μία σημαντική κλάση κλειστών πολυγώνων και τα χωρίζουμε σε 
τρείς μεγάλες κατηγορίες. Στα κυρτά τετράπλευρα, μη κυρτά τετράπλευρα και πλήρη 
τετράπλευρα. 
 

 Στο βιβλίο αυτό με τον όρο τετράπλευρο θα εννοούμε κυρτό τετράπλευρο (εκτός αν 
αναφέρεται κάτι διαφορετικό). 
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 Το πλήρες τετράπλευρο το συμβολίζουμε ΑΒΓΔΕΖ . 
 

 Τα ευθύγραμμα τμήματα  ΑΓ , ΒΔ   και ΕΖ  τα ονομάζουμε διαγώνιες του πλήρους 
τετραπλεύρου ΑΒΓΔΕΖ . 
 

 Ένα τετράπλευρο θα λέγεται εγγεγραμμένο (σε κύκλο), όταν οι κορυφές του είναι 
σημεία του κύκλου. 
 

 1. Αν ένα τετράπλευρο είναι  εγγεγραμμένο σε κύκλο τότε κάθε πλευρά του φαίνεται από 
τις απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες. 
 

 2. Αν ένα τετράπλευρο είναι  εγγεγραμμένο σε κύκλο τότε το άθροισμα των απέναντι 
γωνιών του είναι o180 . 
 

 3. Αν ένα τετράπλευρο είναι  εγγεγραμμένο σε κύκλο τότε κάθε εσωτερική του γωνία 
είναι ίση με την απέναντι εξωτερική. 
 

  
 

 Ένα τετράπλευρο θα λέγεται εγγράψιμο (σε κύκλο), όταν υπάρχει κύκλος που περνάει 
και από τις τέσσερεις κορυφές του. 
 

 1. Ένα τετράπλευρο είναι  εγγράψιμο σε κύκλο αν κάποια πλευρά του φαίνεται από τις 
απέναντι κορυφές υπό ίσες γωνίες. 
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 2. Ένα τετράπλευρο είναι  εγγράψιμο σε κύκλο αν το άθροισμα δύο απέναντι γωνιών του 
είναι o180 . 
 

 3. Ένα τετράπλευρο είναι  εγγράψιμο σε κύκλο αν κάποια εσωτερική του γωνία είναι ίση 
με την απέναντι εξωτερική. 
 

 Τρία σημεία του επιπέδου που είναι διαφορετικά μεταξύ τους και δεν ανήκουν επάνω 
στην ίδια ευθεία (δεν είναι συνευθειακά), ορίζουν ένα και μοναδικό κύκλο που τα περιέχει. 
 

 Τέσσερα η περισσότερα σημεία  του επιπέδου θα λέγονται ομοκυκλικά, όταν ανήκουν 
στη περιφέρεια του ίδιου κύκλου. 
 

ΟΜΟΚΥΚΛΙΚΑ ΣΗΜΕΙΑ 
Για να αποδείξουμε ότι τα σημεία ΔΓ ,,B,A  είναι ομοκυκλικά, αρκεί να αποδείξουμε 
ότι για οποιοδήποτε κυρτό τετράπλευρο (που δημιουργούν αυτά τα τέσσερα σημεία) 

ισχύει μία από τις τρείς ιδιότητες του εγγράψιμων τετραπλεύρων. 

 
11 .. 55   ΚΚΡΡ ΙΙ ΤΤ ΗΗ ΡΡ ΙΙ ΑΑ   ΙΙ ΣΣΟΟ ΤΤ ΗΗ ΤΤ ΑΑ ΣΣ   ΤΤ ΡΡ ΙΙ ΓΓΩΩΝΝΩΩΝΝ   
 

 Δύο τρίγωνα θα λέγονται ίσα όταν έχουν τις γωνίες τους ίσες μία προς μία και τις 
απέναντι από τις ίσες γωνίες πλευρές επίσης ίσες. (Δηλαδή τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΓΒΑ ′′′  θα 
λέγονται ίσα αν και μόνο αν ισχύουν οι ισότητες: αα ′= , ββ ′= , γγ ′= , ΑΑ ′= ˆˆ , ΒΒ ′= ˆˆ  
και ΓΓ ′= ˆˆ ). 

 
 

 Για να αποδείξουμε ότι δύο τρίγωνα είναι ίσα αρκεί να αποδείξουμε ότι ισχύει ένα από 
τα παρακάτω κριτήρια ισότητας τριγώνων. 
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 1ο Κριτήριο Ισότητας Τριγώνων. Δύο τρίγωνα είναι ίσα όταν έχουν δύο πλευρές ίσες 

(μία προς μία) και τις περιεχόμενες (στις πλευρές αυτές) γωνίες ίσες. 
 

 
 2ο Κριτήριο Ισότητας Τριγώνων. Δύο τρίγωνα είναι ίσα όταν έχουν και τις τρείς 

πλευρές τους ίσες (μία προς μία). 
 

 
 3ο Κριτήριο Ισότητας Τριγώνων. Δύο τρίγωνα είναι ίσα όταν έχουν μία πλευρά ίση και 

τις προσκείμενες (σε αυτή τη πλευρά) γωνίες ίσες. 
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11 .. 66   ΚΚΡΡ ΙΙ ΤΤ ΗΗ ΡΡ ΙΙ ΑΑ   ΙΙ ΣΣΟΟ ΤΤ ΗΗ ΤΤ ΑΑ ΣΣ   ΟΟΡΡΘΘΟΟΓΓΩΩΝΝ ΙΙ ΩΩΝΝ   ΤΤ ΡΡ ΙΙ ΓΓ ΩΩΝΝΩΩΝΝ   
 

  Όταν τα τρίγωνα είναι ορθογώνια, τα κριτήρια ισότητας τροποποιούνται (δεδομένου ότι 
τα τρίγωνα έχουν μία γωνία ίση). 
 

  Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα, όταν έχουν την υποτείνουσα και μία οξεία γωνία ίση. 
 

  Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα, όταν έχουν την υποτείνουσα και μία κάθετη πλευρά 
ίση. 
 
11 .. 77   ΤΤ ΟΟ   ΘΘΕΕΩΩΡΡΗΗΜΜΑΑ   ΤΤ ΟΟ ΥΥ   ΘΘΑΑΛΛΗΗ   
 

 Τρείς ή περισσότερες παράλληλες ευθείες, ορίζουν τμήματα ανάλογα επάνω σε δύο 
διαφορετικές ευθείες που τις τέμνουν. 
 

 
 

 Αν οι ευθείες )(),(),(),( 4321 εεεε , ορίζουν τμήματα ανάλογα επάνω σε δύο 
διαφορετικές ευθείες και δύο από αυτές είναι παράλληλες, τότε όλες θα είναι παράλληλες 
μεταξύ τους. 
 
11 .. 88   ΚΚΡΡ ΙΙ ΤΤ ΗΗ ΡΡ ΙΙ ΑΑ   ΟΟΜΜΟΟ ΙΙ ΟΟ ΤΤ ΗΗ ΤΤ ΑΑ ΣΣ   ΤΤ ΡΡ ΙΙ ΓΓ ΩΩΝΝΩΩΝΝ   
 

 Δύο τρίγωνα θα λέγονται όμοια όταν έχουν τις γωνίες τους ίσες μία προς μία και τις 
απέναντι από τις ίσες γωνίες πλευρές ανάλογες. (Δηλαδή τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΓΒΑ ′′′  θα 

λέγονται όμοια αν και μόνο αν ισχύουν οι ισότητες: 
γ
γ

β
β

α
α

′
=

′
=

′
, ΑΑ ′= ˆˆ , ΒΒ ′= ˆˆ  και 

ΓΓ ′= ˆˆ ). 
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 Για να αποδείξουμε ότι δύο τρίγωνα είναι όμοια αρκεί να αποδείξουμε ότι ισχύει ένα 

από τα παρακάτω κριτήρια ομοιότητας τριγώνων. 
 

 1ο Κριτήριο Ομοιότητας Τριγώνων. Δύο τρίγωνα είναι ίσα όταν έχουν δύο πλευρές 
ανάλογες και τις περιεχόμενες (στις πλευρές αυτές) γωνίες ίσες. 
 

 2ο Κριτήριο Ομοιότητας Τριγώνων. Δύο τρίγωνα είναι όμοια όταν έχουν δύο γωνίες 
τους ίσες (μία προς μία). 
 

 3ο Κριτήριο Ομοιότητας Τριγώνων. Δύο τρίγωνα είναι όμοια όταν έχουν τις τρείς 
πλευρές τους ανάλογες. 
 

 Αν αποδείξουμε ότι δύο τρίγωνα είναι όμοια (χρησιμοποιώντας ένα από τα παραπάνω 
κριτήρια), τότε θα ισχύουν όλες οι σχέσεις που απορρέουν από τον ορισμό της ομοιότητας. 
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11 .. 99   ΚΚΡΡ ΙΙ ΤΤ ΗΗ ΡΡ ΙΙ ΑΑ   ΟΟΜΜΟΟ ΙΙ ΟΟ ΤΤ ΗΗ ΤΤ ΑΑ ΣΣ   ΟΟΡΡΘΘΟΟΓΓΩΩΝΝ ΙΙ ΩΩΝΝ   ΤΤ ΡΡ ΙΙ ΓΓ ΩΩΝΝΩΩΝΝ   
 

  Όταν τα τρίγωνα είναι ορθογώνια τα κριτήρια ομοιότητας τροποποιούνται (δεδομένου 
ότι τα τρίγωνα έχουν μία γωνία ίση). 
 

  Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι όμοια όταν έχουν μία οξεία γωνία ίση. 
 

  Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι όμοια όταν έχουν τις κάθετες πλευρές τους, ανάλογες. 
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22   ΧΧΑΑΡΡΑΑΚΚΤΤΗΗΡΡ ΙΙ ΣΣ ΤΤ ΙΙ ΚΚΑΑ   ΣΣΗΗΜΜΕΕ ΙΙΑΑ   ΤΤΡΡ ΙΙΓΓΩΩΝΝΟΟΥΥ   
 
Το Βαρύκεντρο, το Ορθόκεντρο, το Έκκεντρο, το Περίκεντρο και τα Παράκεντρα αποτελούν 
σημεία του επιπέδου ενός τριγώνου με βασικές και χαρακτηριστικές ιδιότητες. 
Στη παράγραφο αυτή θα αναφερθούμε στις βασικές ιδιότητες αυτών των σημείων και στη 
απόδειξη κάποιων ειδικότερων ιδιοτήτων. 
 
22 .. 11   ΒΒΑΑ ΡΡ ΥΥ ΚΚ ΕΕΝΝ ΤΤ ΡΡΟΟ   ΤΤ ΡΡ ΙΙ ΓΓΩΩΝΝΟΟ ΥΥ   
 

 Ονομάζουμε διάμεσο τριγώνου, το ευθύγραμμο τμήμα που “συνδέει” την κορυφή του 
τριγώνου με το μέσο της απέναντι πλευράς του. 

 Κάθε τρίγωνο έχει τρείς διαμέσους που περνάνε από το ίδιο σημείο (συντρέχουν) το 
οποίο ονομάζουμε βαρύκεντρο του τριγώνου και το συμβολίζουμε συνήθως με το λατινικό 
γράμμα G . 

 

 Τις διαμέσους, που αντιστοιχούν στις πλευρές γβα ,,  του τριγώνου, τις συμβολίζουμε 
συνήθως με γβα μμμ ,,  αντίστοιχα. 

 Το βαρύκεντρο G  του τριγώνου, χωρίζει  τις διαμέσους του γβα μμμ ,,  σε δύο 
ευθύγραμμα τμήματα, εκ των οποίων το ένα είναι διπλάσιο του άλλου. ( ΔΑ G2G = , 

ΕΒ G2G = , ΖΓ G2G = ) 

 Για να προσδιορίσουμε το  βαρύκεντρο ενός  τριγώνου αρκεί να φέρουμε μία μόνο 
διάμεσό του και να τη χωρίσουμε σε τρία ίσα τμήματα. Το σημείο χωρισμού που απέχει 
μεγαλύτερη απόσταση από την κορυφή, είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου. 

 Το βαρύκεντρο, ταυτίζεται με το φυσικό κέντρο βάρους (αν υποθέσουμε βέβαια ότι το 
τρίγωνο είναι κατασκευασμένο από κάποιο υλικό ομοιόμορφα κατανεμημένο). 
 
22 .. 22     ΟΟΡΡΘΘΟΟΚΚΕΕΝΝ ΤΤ ΡΡΟΟ   ΤΤ ΡΡ ΙΙ ΓΓΩΩΝΝΟΟ ΥΥ   
 

 Ονομάζουμε ύψος  τριγώνου, τη κάθετη ευθεία που φέρουμε  από τη κορυφή του 
τριγώνου προς την απέναντι πλευρά. 
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 Κάθε τρίγωνο έχει τρία ύψη που περνάνε από το ίδιο σημείο (συντρέχουν) το οποίο 
ονομάζουμε ορθόκεντρο του τριγώνου και το συμβολίζουμε συνήθως με Η . 
 

 
 

 Τα ύψη  που αντιστοιχούν στις πλευρές γβα ,,  του τριγώνου, τα συμβολίζουμε συνήθως 
με γβα υυυ ,,  αντίστοιχα. 
 

 Με τον όρο “ύψη” πολλές φορές εννοούμε τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΔ , ΒΕ  και ΓΖ  
που “συνδέουν” τις κορυφές, με τα αντίστοιχα ίχνη των υψών που φέρουμε από αυτές. 
 

 Για να προσδιορίσουμε το ορθόκεντρο Η  ενός τριγώνου ΑΒΓ , αρκεί να φέρουμε μόνο 
δύο ύψη του. Το τρίτο ύψος θα διέρχεται αναγκαστικά από την τομή των δύο άλλων. 
 

 Αν Η  είναι  το ορθόκεντρο ενός τριγώνου ΑΒΓ  τότε Α  είναι το ορθόκεντρο του 
τριγώνου ΗΒΓ , Β  είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου ΗΑΓ  και Γ  είναι το ορθόκεντρο 
του τριγώνου ΗΑΒ . Αυτός είναι ο λόγος που πολλές φορές λέμε ότι: “τα σημεία 

ΓΒΑΗ ,,,  αποτελούν ορθοκεντρική τετράδα”. 
 

 Αν Η  είναι  το ορθόκεντρο ενός τριγώνου ΑΒΓ  και  ΖΕΔ ,,  είναι τα ίχνη των υψών 
του, τότε το τρίγωνο ΔΕΖ  λέγεται ορθικό του τριγώνου  ΑΒΓ . Με τη βοήθεια των 
εγγράψιμων τετραπλεύρων, θα αποδείξουμε παρακάτω ότι: “τα ύψη του τριγώνου, 
διχοτομούν τις γωνίες του ορθικού” . 
 
22 .. 33     ΠΠΕΕΡΡ ΙΙ ΚΚ ΕΕΝΝ ΤΤ ΡΡΟΟ   ΤΤ ΡΡ ΙΙ ΓΓΩΩΝΝΟΟ ΥΥ   
 

 Ονομάζουμε μεσοκάθετη  τριγώνου, τη μεσοκάθετη οποιασδήποτε πλευράς του. 
 

 Κάθε τρίγωνο έχει τρεις μεσοκαθέτους που περνάνε από το ίδιο σημείο το οποίο 
ονομάζουμε περίκεντρο. 
 

 Το περίκεντρο τριγώνου το συμβολίζουμε (συνήθως) με Ο  και είναι το κέντρο του 
περιγεγραμμένου στο τρίγωνο κύκλου. 
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 Την ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου τη συμβολίζουμε (συνήθως) με 

R  (πολλές φορές με R  συμβολίζουμε το μήκος της ακτίνας του κύκλου). 
 
22 .. 44     ΈΈΚΚΚΚ ΕΕΝΝ ΤΤ ΡΡΟΟ   ––   ΠΠΑΑΡΡΑΑ ΚΚ ΕΕΝΝ ΤΤ ΡΡ ΑΑ   ΤΤ ΡΡ ΙΙ ΓΓ ΩΩΝΝΟΟ ΥΥ   
 

 Ονομάζουμε διχοτόμο  τριγώνου, τη διχοτόμο οποιασδήποτε γωνίας του. 
 

 
 

 Κάθε τρίγωνο έχει τρεις διχοτόμους που περνάνε από το ίδιο σημείο το οποίο 
ονομάζουμε έκκεντρο. 
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 Το έκκεντρο τριγώνου το συμβολίζουμε (συνήθως) με Ι  και είναι το κέντρο του 
εγγεγραμμένου στο τρίγωνο κύκλου του οποίου την ακτίνα συμβολίζουμε (συνήθως) με ρ . 
 

 Οι διχοτόμοι των γωνιών εξΒΑ ˆ,ˆ  και εξΓ̂  τριγώνου περνάνε από το ίδιο σημείο το οποίο 
ονομάζουμε παράκεντρο. 
 

 Κάθε τρίγωνο έχει τρία παράκεντρα τα συμβολίζουμε (συνήθως) με γβα ΙΙΙ ,,  και είναι 
τα κέντρα των παρεγγεγραμμένων στο τρίγωνο κύκλων. Τις ακτίνες των παρεγγεγραμμένων 
κύκλων τις συμβολίζουμε με γβα ρρρ ,,  αντίστοιχα. 
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33   ΠΠΑΑΡΡΑΑΛΛΛΛΗΗΛΛΟΟΓΓΡΡΑΑΜΜΜΜΑΑ   ––   ΤΤΡΡΑΑΠΠΕΕΖΖ ΙΙΑΑ   
 
Τα παραλληλόγραμμα και τα τραπέζια είναι μία σημαντική κλάση (ομάδα) κυρτών 
τετραπλεύρων που έχουν απασχολήσει από την αρχαιότητα πολλούς Γεωμέτρες – 
Μαθηματικούς – Αρχιτέκτονες – Αστρονόμους. 
 
33 .. 11   ΙΙ ΔΔ ΙΙ ΟΟ ΤΤ ΗΗ ΤΤ ΕΕ ΣΣ   ΠΠΑΑΡΡ ΑΑ ΛΛ ΛΛΗΗΛΛΟΟΓΓ ΡΡΑΑΜΜΜΜΩΩΝΝ   
 

 Ονομάζουμε παραλληλόγραμμο το κυρτό τετράπλευρο που τα ζεύγη των απέναντι 
πλευρών του είναι παράλληλα. Δηλαδή: ΒΓΑΔ // και ΔΓΑΒ // . 

 
 Τα παραλληλόγραμμα,  έχουν τα ζεύγη των απέναντι πλευρών τους ίσα. Δηλαδή: 

ΒΓΑΔ = και ΔΓΑΒ = . 
 

 
 

 Τα παραλληλόγραμμα, έχουν τις απέναντι γωνίες ίσες. Δηλαδή: ΓΑ ˆˆ = και ΔΒ ˆˆ = . 
 

 Οι διαγώνιες παραλληλογράμμου διχοτομούνται. Δηλαδή: ΜΓΜΑ = και ΜΔΜΒ = . 
 

 Για να αποδείξουμε ότι ένα τετράπλευρο είναι παραλληλόγραμμο, αρκεί να 
αποδείξουμε ότι ισχύει μία από τις προηγούμενες ιδιότητες ή ότι ένα μόνο ζεύγος απέναντι 
πλευρών του είναι ίσα και παράλληλα ευθύγραμμα τμήματα. 
 

 Με τη βοήθεια των παραλληλογράμμων μπορούμε να μεταφέρουμε γωνίες (Δηλαδή 
μπορούμε να εντοπίζουμε στο σχήμα μας γωνίες ίσες μεταξύ τους). 
  

 Από τις παραλληλίες των πλευρών του παραλληλογράμμου (εντός εναλλάξ κ.λ.π), 
μπορούν να προκύψουν επίσης πολλές “μεταφορές γωνιών”. 
 

 Το σημείο τομής Ο  των διαγωνίων του παραλληλογράμμου, το ονομάζουμε και κέντρο 
του παραλληλογράμμου. 
 
33 .. 22     ΟΟΡΡΘΘΟΟΓΓΩΩΝΝ ΙΙ ΟΟ   ΠΠΑΑΡΡ ΑΑ ΛΛ ΛΛΗΗΛΛΟΟΓΓ ΡΡ ΑΑΜΜΜΜΟΟ   
 

 Ορθογώνιο παραλληλόγραμμο είναι το παραλληλόγραμμο που έχει μία γωνία του ορθή. 
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 Σε κάθε ορθογώνιο παραλληλόγραμμο (αποδεικνύεται) ότι όλες (τελικά) οι γωνίες του 
είναι ορθές. 

 
 Στο ορθογώνιο παραλληλόγραμμο (αποδεικνύεται) ότι οι διαγώνιές του είναι ίσες. 

 
 Για να αποδείξουμε ότι ένα παραλληλόγραμμο είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, 

αρκεί να αποδείξουμε ότι μία γωνία του είναι ορθή ή ότι οι διαγώνιές του είναι ίσες. 
 

 Το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, διατηρεί όλες τις ιδιότητες του παραλληλογράμμου. 
 

 Το σημείο τομής Ο  των διαγωνίων του, το ονομάζουμε και κέντρο του ορθογωνίου 
παραλληλογράμμου. 
 
33 .. 33     ΡΡΟΟΜΜΒΒΟΟΣΣ   
 

 Ρόμβος είναι το παραλληλόγραμμο που έχει δύο διαδοχικές πλευρές ίσες. 
 

 
 

 Οι διαγώνιες του ρόμβου είναι κάθετες μεταξύ τους και διχοτομούν τις γωνίες του. 
 

 Για να αποδείξουμε ότι ένα παραλληλόγραμμο είναι ρόμβος, αρκεί να αποδείξουμε 
ότι οι διαγώνιές του είναι κάθετες ή ότι διχοτομούν τις γωνίες του. 
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 Ο ρόμβος, διατηρεί όλες τις ιδιότητες του παραλληλογράμμου. 
 

 Όλες οι πλευρές του ρόμβου είναι ίσες μεταξύ τους. 
 

 Το σημείο τομής Ο  των διαγωνίων του ρόμβου, το ονομάζουμε και κέντρο του ρόμβου. 
 

 Ο ρόμβος θεωρείται (εικαστικά) το “ομορφότερο” παραλληλόγραμμο. Αυτός ήταν ο 
λόγος που αποτέλεσε το αγαπημένο διακοσμητικό μοτίβο πολλών Αράβων (κυρίως) 
αρχιτεκτόνων. 
 
33 .. 44     ΤΤ ΕΕ ΤΤ ΡΡ ΑΑ ΓΓΩΩΝΝΟΟ   
 

 Τετράγωνο είναι το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο που έχει όλες τις πλευρές ίσες μεταξύ 
τους. 

 
 

 Το τετράγωνο διατηρεί (έχει) τις ιδιότητες του ορθογωνίου παραλληλογράμμου και τις 
ιδιότητες του ρόμβου. 
 

 Το σημείο τομής Ο  των διαγωνίων του τετραγώνου, το ονομάζουμε και κέντρο του 
τετραγώνου. 
 
33 .. 55     ΤΤ ΡΡ ΑΑΠΠΕΕ ΖΖ ΙΙ ΟΟ   
 

 Τραπέζιο ονομάζουμε το τετράπλευρο που ένα μόνο ζεύγος απέναντι πλευρών του είναι 
παράλληλες. 
 

 Ονομάζουμε διάμεσο του τραπεζίου, το ευθύγραμμο τμήμα που ορίζουν τα μέσα των 
μη παραλλήλων πλευρών του. 
 

 Τις παράλληλες πλευρές του τραπεζίου τις ονομάζουμε και βάσεις του τραπεζίου. 
 

 Την απόσταση των βάσεών του τραπεζίου την ονομάζουμε ύψος του τραπεζίου. 
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 Η διάμεσος του τραπεζίου είναι παράλληλη προς τις βάσεις του και το μήκος της ισούται 

με το ημιάθροισμα των βάσεων. 
 

 Το μήκος του ευθυγράμμου τμήματος που ορίζουν τα σημεία τομής των διαγωνίων με τη  
διάμεσο του τραπεζίου ισούται με την ημιδιαφορά των βάσεών του. 
 

 Ένα τραπέζιο θα λέγεται ισοσκελές τραπέζιο, όταν τα μήκη των μη παράλληλων 
πλευρών του είναι ίσα. 

 
 Σε κάθε ισοσκελές τραπέζιο οι διαγώνιες είναι ίσες μεταξύ τους. 

 
 Σε κάθε ισοσκελές τραπέζιο οι παρά την βάση  γωνίες είναι ίσες μεταξύ τους. 

 
 Ένα τραπέζιο θα λέγεται ορθογώνιο τραπέζιο, όταν η γωνία που σχηματίζεται από μία 

βάση του και μία μη παράλληλη πλευρά είναι ορθή. 

 
 

 Στο ορθογώνιο τραπέζιο το μήκος του ύψους του τραπεζίου ταυτίζεται με το μήκος της 
μη παράλληλης πλευράς που είναι κάθετη στις βάσεις του. 
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ΕΛΛΗΝ ΙΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤ ΙΚΗ  Ε ΤΑ ΙΡΕ ΙΑ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ - ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΑΝΔΡΕΑΣ ΒΑΡΒΕΡΑΚΗΣ 

Master
Text Box
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Α’  ΟΜΑΔΑ 

 

1. Δίνονται τα σημεία Α και Β ημιευθείας Οχ και έστω Μ το μέσο του ΑΒ. Να 
αποδειχθεί ότι το ΟΜ ισούται με το ημιάθροισμα των ΟΑ και ΟΒ.  

2. Αν τα σημεία Α και Β βρίσκονται σε αντικείμενες ημιευθείες Οχ και Οψ αντίστοιχα, 
τότε το ΟΜ ισούται με την ημιδιαφορά των ΟΑ και ΟΒ. 

3. Πάνω σε ευθεία ε δίνονται τα διαδοχικά σημεία Α, Β και Γ. Αν Μ, Ν είναι τα μέσα 

των ΑΒ, ΒΓ αντίστοιχα, να δειχθεί ότι 
2
ΑΓ

=ΜΝ  

4. Έστω Α, Β, Γ και Δ διαδοχικά σημεία ευθείας ε και Κ, Λ, Μ, Ν τα μέσα των ΑΒ, ΒΓ, 
ΓΔ και ΔΑ αντίστοιχα, να δειχτεί ότι : 

i. ΑΔ+ΒΓ=ΑΓ+ΒΔ 
ii.  ΚΛ=ΜΝ και ΚΝ=ΛΜ. 

5. Αν Οδ1 και Οδ2 είναι οι διχοτόμοι δύο διαδοχικών γωνιών ΑΟΒ και ΒΟΓ, να δειχθεί 
ότι  δ1Ο δ2=ΑΟΓ/2. 

6. Αν ΑΜ είναι η διάμεσος ενός τυχαίου τριγώνου ΑΒΓ, να αποδειχθεί ότι οι κορυφές Β 
και Γ ισαπέχουν από την ευθεία ΑΜ (και αντίστροφα). 

7. Δίνεται κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ με ΑΒ=ΒΓ και ΓΔ=ΔΑ . Να δειχθεί ότι οι 
διαγώνιοι του τέμνονται κάθετα. 

8. Δίνονται δύο ημιευθείες Οχ,Οψ. Πάνω στην Οχ παίρνουμε τα σημεία Α,Β και στην 
Οψ τα Γ,Δ με ΟΑ=ΟΓ και ΟΒ=ΟΔ. Να δειχτεί ότι οι ΑΔ,ΒΓ τέμνονται πάνω στη 
διχοτόμο της γωνίας χΟψ. 

9. Να αποδειχτεί ότι η διάμεσος ενός τριγώνου ΑΒΓ χωρίζει το τρίγωνο σε δύο 
ισεμβαδικά τρίγωνα. 

10. Αν Δ είναι τυχαίο σημείο της διαμέσου ΑΜ ενός τριγώνου ΑΒΓ, τότε (ΑΒΔ)=(ΑΓΔ). 
11. Να αποδειχθεί ότι τα μέσα των πλευρών τετράπλευρου  ΑΒΓΔ είναι κορυφές 

παραλληλογράμμου. Αν οι διαγώνιοι του ΑΒΓΔ τέμνονται κάθετα, τότε να δειχθεί ότι 
έχουμε ορθογώνιο, ενώ αν είναι ίσες έχουμε ρόμβο. 

12. Να αποδειχθεί ότι οι διχοτόμοι των γωνιών ενός παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ, 
τεμνόμενες ανά δύο, σχηματίζουν ορθογώνιο του οποίου οι διαγώνιοι είναι 
παράλληλες με τις πλευρές του ΑΒΓΔ και το κέντρο του ταυτίζεται με εκείνο του 
παραλληλογράμμου. Πότε το παραπάνω ορθογώνιο είναι τετράγωνο; 

13. Αν ΟΑ είναι ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου τριγώνου ΑΒΓ και ΑΔ ύψος του, να 
δειχθεί ότι ΒΑΔ=  ΟΑΓ. 

14. Αν Μ,Ν είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ,ΓΔ αντίστοιχα, παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ, 
να δειχτεί ότι οι ΑΜ,ΓΝ τριχοτομούν τη διαγώνιο ΔΒ. 

15. Δίνονται δύο ευθείες ε1 και ε2, τεμνόμενες από τρίτη ευθεία ε3 σε σημεία Α και Β. Να 
δειχθεί ότι τα σημεία τομής των διχοτόμων δύο εντός και επί τα αυτά γωνιών με τις 
παράλληλες ευθείες και τα σημεία Α,Β είναι κορυφές ρόμβου. 

16. Η εσωτερική κοινή εφαπτομένη δύο εξωτερικά εφαπτόμενων στο Α κύκλων (Κ,ρ) και 
(Ο,ρ’) τέμνει μία κοινή τους εφαπτομένη ΒΓ στο Μ. Να δειχτεί ότι ΜΒ=ΜΓ και ότι τα 
τρίγωνα ΟΜΚ και ΑΒΓ είναι ορθογώνια. 

17. Δύο κύκλοι κέντρων Κ,Ο, τέμνονται στα Α και Β. Αν η ΚΑ τέμνει τον κύκλο Ο στο Γ 
και η ΟΑ το Κ στο Δ, να δειχτεί ότι τα σημεία Κ,Ο,Β,Γ,Δ είναι ομοκυκλικά. 
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18. Αν ΑΒΓΔ είναι τετράπλευρο περιγεγραμμένο σε κύκλο (Ο,ρ), τότε ΑΒ+ΓΔ=ΑΔ+ΒΓ. 
19. Να αποδειχθεί ότι η γωνία που σχηματίζουν η διχοτόμος δα με το ύψος υα ενός 

τριγώνου ΑΒΓ ισούται με την ημιδιαφορά των γωνιών Β και Γ. 
20. Να αποδειχθεί ότι τα μέσα των πλευρών τριγώνου ΑΒΓ και το ίχνος ενός ύψους του, 

είναι κορυφές ισοσκελούς τραπεζίου. 
21. Έστω τετράπλευρο ΑΒΓΔ με ΑΔ=ΔΓ και με τη διαγώνιο ΒΔ να διχοτομεί τη γωνία Β, 

Να δειχθεί ότι το τετράπλευρο είναι εγγράψιμο σε κύκλο. 
22. Να αποδειχτεί ότι τα συμμετρικά του ορθοκέντρου Η τριγώνου ΑΒΓ είναι σημεία του 

περιγεγραμμένου του κύκλου. 
23. Να δειχθεί ότι τα μέσα των πλευρών τριγώνου, τα ίχνη των υψών του και τα μέσα των 

ευθυγράμμων τμημάτων που ενώνουν το ορθόκεντρο του με τις κορυφές, είναι 
ομοκυκλικά (Κύκλος 9 σημείων του Euler). 

24. Αν Μ είναι τυχαίο σημείο του περιγεγραμμένου κύκλου τριγώνου ΑΒΓ, να δειχθεί ότι 
οι προβολές του στις πλευρές του τριγώνου είναι σημεία συνευθειακά. (Ευθεία 
Simson). 

25. Αν Δ είναι το σημείο επαφής του εγγεγραμμένου κύκλου τριγώνου ΑΒΓ, Ε το 
αντιδιαμετρικό του και Ζ το  σημείο τομής της ΑΕ με τη ΒΓ, τότε να δειχτεί ότι 
ΒΔ=ΕΓ. 

26. Να αποδειχτεί ότι το ορθόκεντρο Η, το βαρύκεντρο G και το περίκεντρο Ο τριγώνου 
ΑΒΓ είναι συνευθειακά , καθώς επίσης και ότι ΗG=2GΟ (ευθεία Euler). 

27. Τρείς σφαίρες από χρυσάφι έχουν  ακτίνες  ρ,  2ρ και 3ρ . Να συγκριθεί η αξία  της  
μεγαλύτερης, με την αξία των δύο μικρότερων μαζί. Ποιά αξία είναι μεγαλύτερη και 
πόσες φορές; 

28. Να υπολογιστούν οι γωνίες του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ), αν ΑΔ=ΔΓ=ΒΓ. 
29. Αν τα σημεία Α,Β και Γ χωρίζουν ένα κύκλο ακτίνας ρ=1cm σε τόξα ανάλογα των 

αριθμών 3, 4 και 5, να υπολογιστεί το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ. 
30. Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με ΑΒ=α και ΒΓ=β. Προεκτείνουμε τη διαγώνιο ΑΓ κατά 

ίσο τμήμα ΓΕ. Να βρεθεί συναρτήσει των α και β το μήκος της ΔΕ. 
31. Σε ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) ισχύει ότι, ΑΔ=ΒΓ=ΔΓ και ΑΒ=ΑΓ. Να 

αποδείξετε ότι η διαγώνιος ΑΓ διχοτομεί τη γωνία  Α και να υπολογιστούν οι γωνίες 
του τραπεζίου. 

32.  Γ  ώστε  (ΟΑ)=2m, (ΟΒ)=6m και (ΟΓ)=12m. Αν Δ,Ε και Ζ είναι τα μέσα των ΑΒ, ΒΓ 
και ΓΑ αντίστοιχα, να υπολογίσετε τα (ΔΖ) και (ΕΓ). Τι παρατηρείτε; 

33. Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ με πλευρές μήκους  21cm. Πάνω στις ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ ,ΔΑ 
βρίσκονται τα  σημεία  Κ,Λ,Μ,Ν αντίστοιχα με ΑΚ=9 cm, ΒΛ=5 cm, ΓΜ=12 cm  και 
ΔΝ=13 cm. Να αποδείξετε ότι ΚΝ+ΝΛ+1>ΚΛ+ΚΜ 

34. Ένα τρίγωνο έχει μήκη πλευρών α=26400,, β=82300 και γ μικρότερο από το μεγαλύτερο 
των άλλων δύο. Να βρεθεί το γ ώστε το τρίγωνο να είναι ορθογώνιο. 

35. Έστω τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΒ//ΓΔ και ΑΒ=10, cm ΓΔ=25 cm . Αν Μ είναι τυχαίο 
σημείο της ΑΒ, να βρεθεί η σχέση του εμβαδού του τριγώνου ΜΓΔ με το εμβαδόν 
ολόκληρου του τραπεζίου. 

36.  Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, το ύψος ΑΔ ισούται με το ¼ της υποτείνουσας ΒΓ. Να 
υπολογιστούν οι γωνίες του τριγώνου. 
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37. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ο εγγεγραμμένος του κύκλος (Ι, ρ). Αν Δ, Ε, Ζ είναι τα 
σημεία επαφής του κύκλου με τις ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ αντίστοιχα, να δειχθεί ότι ΑΕ = ΑΖ = τ-
α, ΒΔ = ΒΖ = τ-β και ΓΔ = ΓΕ = τ-γ, όπου τ είναι η ημιπερίμετρος του τριγώνου 
(α+β+γ=2τ). 

38. Να αποδειχθεί ότι αν ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ είναι τα ύψη οξυγωνίου τριγώνου ΑΒΓ, τότε τα ύψη 
αυτά διχοτομούν τις γωνίες του τριγώνου ΔΕΖ. 

39. Αν η διχοτόμος ΑΔ τριγώνου ΑΒΓ τέμνει τον περιγεγραμμένο του κύκλο στο Κ, να 
δειχθεί ότι ΚΒ=ΚΓ=ΚΙ, όπου Ι είναι το έγκεντρο του ΑΒΓ. 

40. Να δειχθεί ότι το άθροισμα των εξωτερικών γωνιών τυχαίου κυρτού ν-γώνου, ισούται 
με 3600. 

41. Να δειχθεί, ότι η διχοτόμος ΑΔ σκαληνού τριγώνου ΑΒΓ και τα ύψη ΒΕ και ΓΖ, 
τέμνονται σε σημεία που είναι κορυφές ισοσκελούς τριγώνου. 

42. Αν ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο με βάσεις ΑΒ=α και ΓΔ=β και ΜΝ είναι παράλληλη προς τις 
βάσεις που περνά από το σημείο τομής των διαγωνίων, να βρεθεί το μήκος της ΜΝ 
(Μ, Ν σημεία των ΑΔ,ΒΓ). 

43. Αν το τετράπλευρο ΑΒΓΔ έχει κάθετες διαγώνιες και Α= Γ, να δειχθεί ότι 
ΑΒ=ΒΓ και ΓΔ=ΔΑ. 

 
 

Β’ ΟΜΑΔΑ 
 

1. Αν ΑΒΓΔΕ είναι διαδοχικές κορυφές κανονικού 9-γώνου, τότε να δειχθεί ότι 
ΑΒ+ΒΔ=ΑΕ. 

2. Να σχεδιαστούν 12 κύκλοι, ώστε κάθε ένας από αυτούς να εφάπτεται σε 5 ακριβώς 
από τους υπόλοιπους, 

3. Από ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, έχει αφαιρεθεί ένας κυκλικός δίσκος. Να 
φέρετε ευθεία, που να διαιρεί το εμβαδόν που απομένει σε δύο ισεμβαδικά μέρη. 

4. Έστω ΑΒΓ ένα ορθογώνιο (στο Α) και ισοσκελές τρίγωνο και Δ τυχαίο σημείο της 
ΑΓ. Προεκτείνουμε την ΒΑ κατά τμήμα ΑΕ=ΑΔ. Να αποδειχθεί ότι τα μέσα των ΒΓ, 
ΓΔ, ΔΕ και ΕΑ είναι κορυφές τετραγώνου. 

5. Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με ΑΒ=2ΒΓ και ισόπλευρο  τρίγωνο ΑΒΜ, όπου Μ 
βρίσκεται προς το μέρος της ΓΔ. Αν Ε είναι το μέσον της ΒΜ, να υπολογιστεί η γωνία 
ΒΕΓ. 

6. Στο εσωτερικό τετραγώνου ΑΒΓΔ και με βάση την ΑΒ,  κατασκευάζουμε ισοσκελές 
τρίγωνο ΑΒΜ με γωνίες  βάσης ίσες με 150 . Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΓΔΜ είναι 
ισόπλευρο. 

7. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τετραγώνου ΚΛΜΝ είναι το 1/5 του εμβαδού του 
τετραγώνου ΑΒΓΔ, αν Ε,Ζ,Η,Θ είναι τα μέσα των ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ αντίστοιχα. 
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ΓΔ

Ε

Ζ

Η

Θ

Κ

Λ

Μ
Ν

 
8. Να βρεθεί το εμβαδόν του τέταρτου ορθογωνίου (δ) αν α=10m2, β=15 m2και γ=16 m2 

α β

γ δ

 

 
9. Αν κάθε τετράγωνο έχει μία κορυφή στο κέντρο του προηγούμενου, να βρεθεί το 

εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου μέρους. 

 
10. Δίνεται ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ καθώς και ο κύκλος που περνά από τα μέσα των 

τριών πλευρών του. Να αποδειχθεί ότι το τόξο του κύκλου το εξωτερικό της 
υποτείνουσας, ισούται με τη διαφορά των εξωτερικών τόξων του κύκλου στις δύο 
κάθετες πλευρές του. 

11. Δίνονται τρία μη συνευθειακά σημεία στο επίπεδο. Βρείτε ευθεία του επιπέδου από 
την οποία τα τρία σημεία να απέχουν ίσες αποστάσεις, Πόσες  τέτοιες ευθείες 
υπάρχουν: 

12.  Ένα  τετράγωνο διαστάσεων 4x4 είναι χωρισμένο σε 16 μοναδιαία τετράγωνα. Να 
βρείτε το πλήθος των τετραγώνων που υπάρχουν στο σχήμα. Κάνετε το ίδιο για 
τετράγωνο 10x10. 

 
13. Να βρεθεί το πλήθος των τριγώνων που υπάρχουν στο παρακάτω σχήμα. 
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14. Δίνεται σκαληνό οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρεθεί σημείο Δ, τέτοιο ώστε το 

τετράπλευρο με κορυφές τα σημεία Α,Β,Γ και Δ να έχει άξονα συμμετρίας. Πόσες 
διαφορετικές λύσεις υπάρχουν: Κάνετε το ίδιο, έτσι ώστε το σχηματιζόμενο 
τετράπλευρο να έχει κέντρο συμμετρίας. 

15. Δίνεται ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓΔ με ορθές τις γωνίες Α και Δ. Αν τα μήκη των 
πλευρών ΑΒ, ΑΔ και ΓΔ είναι αριθμοί ανάλογοι προς τους αριθμούς 1,2,3  και έχουν 
άθροισμα 30, να βρεθεί το εμβαδόν του τραπεζίου. 

16. Αν το ΑΕΔΖ είναι παραλληλόγραμμο και (ΒΔΕ)=Ε1, (ΔΓΖ)=Ε2 και (ΑΒΓ)=Ε , να 
αποδειχθεί ότι: 1 2E E E= +  

 

17. Στο τραπέζιο του σχήματος, έστω:(ΑΒΓΔ)=Ε, (ΟΑΒ)=Ε1 και ΟΓΔ=Ε2 .Να δειχθεί ότι: 
1 2E E E= +  

 

 

18. Να δειχθεί ότι: 1 2E E E= +  και (ΑΕΜΗ)=(ΓΘΜΖ) όπου (ΒΕΜΖ)=Ε1, 
(ΔΘΜΗ)=Ε2  και  (ΑΒΓΔ)=Ε στο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ του σχήματος που έχει 
χωριστεί σε τέσσερα παραλληλόγραμμα με κοινή κορυφή σημείο Μ της διαγωνίου 
ΒΔ. 

Α

Β Γ

Δ

Μ
Ε

Ζ

Η

Θ

 

19. Τα τρίγωνα ΟΔΕ, ΟΗΖ και ΟΘΣ έχουν πλευρές παράλληλες με τις 
αντίστοιχες του ΑΒΓ. Αν ονομάσουμε τα αντίστοιχα εμβαδά με Ε1, Ε2, Ε3 και Ε, να 
δειχθεί ότι: 1 2 3E E E E= + +  



Θερινό Μαθηματικό Σχολείο Ε. Μ. Ε. 2014 

 115

 
20. Αν ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο με βάσεις ΑΒ και ΓΔ, Ε είναι σημείο της ΑΔ, τέτοιο ώστε το 

τρίγωνο ΕΒΓ να είναι ισόπλευρο και ΑΒ=ΒΕ, ΔΕ=ΔΓ, να υπολογιστούν οι γωνίες του 
τραπεζίου. 

21. Προεκτείνουμε προς το Α, τις κάθετες πλευρές ΑΒ και ΑΓ ορθογωνίου τριγώνου 
κατά τμήματα ΑΔ=ΑΓ και ΑΕ=ΑΒ αντίστοιχα. Να δειχθεί ότι ο φορέας του ύψους 
προς την ΒΓ, διχοτομεί την ΕΔ. Να αποδειχτεί ότι το παραπάνω ισχύει και σε τυχαίο 
τρίγωνο. 

22. Αν Ο είναι το κέντρο τετραγώνου που κατασκευάζουμε με πλευρά την υποτείνουσα 
ΒΓ ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ και εξωτερικά αυτού, να δειχθεί ότι η ΑΟ διχοτομεί τη 
γωνία Α. 

23. Αν η διχοτόμος της γωνίας ΔΑΓ τετραγώνου ΑΒΓΔ τέμνει την ΔΓ στο Ε, να 
δειχθεί ότι ΑΔ+ΔΕ=ΑΓ. 

24. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και Η το ορθόκεντρο του. Να αποδειχθεί ότι ΑΗ=ΒΓ αν και μόνο 
αν Α=450. 

25. Δίνεται ρόμβος ΑΒΓΔ και ευθεία ε που περνά από το Α. Αν για τα σημεία Μ και Ν 
της ε (διαφορετικά του Α) ισχύει  ΒΜ=ΔΝ=ΑΒ, τότε να δειχθεί ότι ΓΜ=ΓΝ. 

26. Αν ΔΕΖ είναι το ορθικό τρίγωνο τριγώνου ΑΒΓ (με ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ τα ύψη του) και Κ, Λ 
οι προβολές των Β, Γ στις ΔΖ, ΔΕ αντίστοιχα, να δειχθεί ότι : i)τα σημεία Δ, Κ, Λ, το 
περίκεντρο Ο και το μέσο Μ της ΒΓ είναι ομοκυκλικά και ιι)ΚΖ=ΛΕ. 

27. Δύο δοχεία Α και Β περιέχουν την ίδια ποσότητα νερού. Με την βοήθεια ενός δοχείου 
σχήματος ανεστραμμένου κώνου, γεμίζοντας το μέχρι πάνω, μεταφέρουμε νερό από 
το Α στο Β. Στην συνέχεια, επιστρέφουμε νερό από το Β στο Α, γεμίζοντας τον κώνο 
δύο φορές, μία κατά τα  3/4 και μία κατά τα 4/5 του ύψους του. Ποιο από τα δύο 
δοχεία περιέχει τώρα περισσότερο νερό; 

28. Αν  για τα διαδοχικά σημεία Α, Μ, Β, Ν, Γ ευθείας ε ισχύουν: 5
6

ΜΒ = ΑΒ , 

5
9

ΒΝ = ΒΓ  και 2
3

ΑΒ = ΒΓ , να βρεθεί ο λόγος ΜΝ/ΑΓ.  

29. Στα διαδοχικά ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΒΓ ευθείας ε, παίρνουμε αντίστοιχα τα 

σημεία Μ και Ν, τέτοια ώστε 4
5

ΜΒ = ΑΒ  και 2
5

ΒΝ = ΒΓ . Αν  
2
ΑΓ

ΜΝ = , να βρεθεί 

ο λόγος ΑΒ/ΒΓ. 
30. Σε μία ευθεία ε, παίρνουμε τα διαδοχικά ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ, ΒΓ και ΓΔ. Αν το 

μήκος ΑΒ είναι το 99% του ΑΓ και το ΓΔ το 98% του ΒΔ, να βρεθεί ο λόγος ΒΔ/ΑΓ 
31. Δίνεται ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓΔ με Α = Δ = 900 και ΑΒ = ΑΔ+ΒΓ. Αν Μ είναι 

το μέσο της ΓΔ, να δειχθεί ότι το τρίγωνο ΑΒΜ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 
32. Με υποτείνουσες τις απέναντι πλευρές ΒΓ και ΑΔ τετραγώνου ΑΒΓΔ 

κατασκευάζουμε δύο ίσα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΕ και ΒΓΖ με ΔΕ = ΒΖ = α και ΑΕ = 
ΓΖ = β. Να υπολογιστεί η ΕΖ συναρτήσει των α και β. 



                                                                                                                                                    Γεωμετρία 

 116

33. Να βρεθεί ο λόγος των εμβαδών των δύο γραμμοσκιασμένων τετραγώνων. 
 

 

34. Να δειχθεί ότι η ευθεία που ορίζεται από το σημείο τομής των διαγωνίων ενός 
τραπεζίου και το σημείο τομής των μη παραλλήλων πλευρών του, περνά από τα μέσα 
των παράλληλων πλευρών του. 

35. Έστω τετράπλευρο ΑΒΓΔ και Ο τα σημείο τομής των διαγωνίων του. Να δειχθεί ότι : 
ΑΒ//ΓΔ αν και μόνο αν (ΟΑΔ)=(ΟΒΓ). 

36. Αν το ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο και τα τρίγωνα ΑΔΖ και ΔΓΕ είναι ισόπλευρα, με το Ζ 
εσωτερικό και το Ε εξωτερικό του τετραγώνου, να δειχθεί ότι τα σημεία Β, Ζ, Ε είναι 
συνευθειακά. 

37. Σε τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α, εγγράφουμε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΕΖ με το Ε στην 
ΒΓ και το Ζ στην ΓΔ. Να υπολογιστεί η πλευρά του ισοπλεύρου τριγώνου. 

38. Από κάθε κέντρο δύο εξωτερικών κύκλων φέρνουμε δύο εφαπτόμενα τμήματα προς 
τον άλλο. Να αποδειχτεί ότι τα σημεία τομής των τμημάτων αυτών με τους κύκλους, 
είναι κορυφές ορθογωνίου. 

39. Δίνεται πεντάγωνο ΑΒΓΔΕ με ίσες πλευρές μήκους α και τις γωνίες Β και Γ ορθές. 
Να υπολογιστεί η ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΒΓΕ. 

40. Αν το ΑΒΓΔ είναι τετράγωνο και ΒΑΝ = ΓΒΜ = ΔΓΛ = ΑΔΚ =15ο, να 
δειχθεί ότι: Εμβαδόν (ΚΛΜΝ) = (ΑΒΓΔ)/2    

 

41. Αν μία κοινή εξωτερική εφαπτομένη ΑΒ (σημεία επαφής) δύο εξωτερικών μεταξύ 
τους κύκλων τέμνεται από τις δύο εσωτερικές στα Γ, Δ, να δειχτεί ότι ΑΓ=ΒΔ. 

42. Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ , ισχύει ότι Α=450 και Γ=300 , να υπολογιστεί η γωνία που 
σχηματίζει η διάμεσος ΑΜ με την πλευρά ΑΓ. 

43. Δίνεται  ορθογώνιο ΑΒΓΔ με ΑΒ=3ΒΓ. Αν για τα σημεία Ε,Ζ της ΓΔ ισχύει 
ΔΕ=ΕΖ=ΖΓ, να δειχθεί ότι οι γωνίες ΕΑΖ και ΒΑΓ είναι ίσες. 

44. Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α=600. Αν Ο , Η είναι το περίκεντρο και το ορθόκεντρο 
και η ευθεία ΟΗ τέμνει τις πλευρές ΑΒ, ΑΓ στα σημεία Κ, Λ, να αποδείξετε ότι 
ΗΚ=ΟΛ. 

45. Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουμε τη διάμεσο ΑΜ καθώς και τμήμα ΒΔ=2ΑΜ, όπου Δ είναι 
σημείο της ΑΓ. Αν Ο είναι το σημείο τής της ΑΜ με την ΒΔ, να δειχθεί ότι το 
τρίγωνο ΟΑΔ είναι ισοσκελές. 
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46. Δίνεται ευθεία ε και δύο σημεία Α,Β προς το ίδιο μέρος της. Να βρεθεί σημείο Μ της 
ε, ώστε το άθροισμα ΜΑ+ΜΒ να είναι ελάχιστο. 

47. Να αποδειχθεί ότι: Από όλα τα ορθογώνια με σταθερή περίμετρο, το τετράγωνο έχει 
το μέγιστο εμβαδόν. 

48. Να αποδειχθεί ότι: Από όλα τα ορθογώνια με σταθερό εμβαδόν, το τετράγωνο έχει 
την ελάχιστη περίμετρο. 

49. Να αποδειχθεί ότι το ορθικό τρίγωνο οξυγωνίου τριγώνου είναι το τρίγωνο ελαχίστης 
περιμέτρου που εγγράφεται σε αυτό (με κορυφές από μία σε κάθε πλευρά του ΑΒΓ). 

50. Να αποδειχτεί ότι το άθροισμα ΜΑ+ΜΒ+ΜΓ, για Μ εσωτερικό σημείο οξυγωνίου 
τριγώνου ΑΒΓ γίνεται ελάχιστο όταν: 

            ΑΜΒ= ΒΜΓ= ΓΜΑ=1200. 
51. Να βρεθεί η πλευρά του μικρού τετραγώνου συναρτήσει εκείνης του μεγάλου 

 

52. Να δειχθεί ότι το άθροισμα των μηκών των τόξων των μικρών κύκλων ισούται με το 
μήκος του μεγάλου κύκλου. 

 

53. Αν ΑΔ=α  και ΒΓ=β να βρεθεί το εμβαδόν του καμπυλόγραμμου σχήματος ΑΒΔΓΑ. 

 

54. Να αποδειχτεί ότι τα συμμετρικά σημεία τυχαίου σημείου Ο εσωτερικού σε τρίγωνο 
ΑΒΓ, ως προς τα μέσα των πλευρών του, είναι κορυφές τριγώνου ίσου προς το 
αρχικό. 

55. Να αποδειχτεί ότι τα συμμετρικά σημεία τυχαίου σημείου Ο εσωτερικού σε 
τετράπλευρο ΑΒΓΔ, ως προς τα μέσα των πλευρών του, είναι κορυφές 
παραλληλογράμμου. 
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56. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ=ΑΓ. Αν Μ είναι το μέσο της ΒΓ, Ν η 
προβολή του Μ στην ΑΒ  και Κ το μέσο της ΜΝ, να δειχτεί ότι η ΓΝ είναι κάθετη με 
την ΑΚ. 

57. Αν οι χορδές ΑΒ και ΓΔ κύκλου τέμνονται κάθετα στο Ο, τότε το άθροισμα 
τετραγώνων των ΟΑ,ΟΒ,ΟΓ,ΟΔ ισούται με το τετράγωνο της διαμέτρου του κύκλου. 

58. Αν οι χορδές ΑΒ και ΓΔ κύκλου τέμνονται κάθετα στο Ο, τότε οι εφαπτόμενες στα 
άκρα τους σχηματίζουν εγγράψιμο τετράπλευρο. 

59. Σε τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) Ο είναι το σημείο τομής των διαγωνίων του. Να δειχθεί 
ότι η διάκεντρος των περίκυκλων των ΑΒΟ και ΓΔΟ, περνά από το Ο και οι δύο 
κύκλοι εφάπτονται μεταξύ τους.  

60. Προεκτείνουμε την χορδή ΑΒ ενός κύκλου (Ο,ρ) κατά τμήμα ΒΓ=ρ και φέρνουμε την 
ευθεία ΓΟ. Αν η ΓΟ τέμνει τον κύκλο στα Δ και Ε με το Δ  μεταξύ των Ε και Γ, να 
δειχθεί ότι το τόξο ΑΕ είναι τριπλάσιο του ΒΔ. 

61. Έστω ΑΒ χορδή κύκλου και Γ τυχαίο σημείο του αντίστοιχου τόξου. Αν Ν είναι η 
προβολή του μέσου Μ του αντίστοιχου τόξου πάνω στην ΓΒ, να δειχθεί ότι 
ΑΓ+ΓΝ=ΝΒ. (Θεώρημα σπασμένης χορδής). 

62. Από σημείο Σ εκτός κύκλου Ο, φέρνουμε εφαπτόμενα τμήματα ΣΑ κα ΣΒ και την 
τέμνουσα ΣΓ. Αν η χορδή ΒΔ είναι παράλληλη της ΣΓ, να δειχθεί  ότι το σημείο 
τομής Ε της ΤΓ με την ΑΔ ισαπέχει από τα Β και Δ. 

63. Αν η Μ και Ν είναι οι προβολές δύο αντιδιαμετρικών σημείων Α,Β σε τυχαία χορδή 
ΓΔ κύκλου Ο, να δειχθεί ότι ΓΜ=ΔΝ. 

64. Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε κύκλο. Έστω Σ το σημείο τομής των 
εφαπτόμενων στα Β,Γ και Μ το μέσο της ΒΓ. Να αποδειχτεί ότι η διχοτόμος της 
γωνίας Α, διχοτομεί και τη γωνία ΜΑΣ. 

65. Στην πλευρά ΑΒ ισοσκελούς τριγώνου (ΑΒ=ΑΓ) με Α=200 , παίρνουμε σημείο Δ 
ώστε ΑΔ=ΒΓ. Να υπολογιστεί η γωνία ΑΒΔ. 

66. Διπλώνουμε ένα χαρτί σχήματος ορθογωνίου ΑΒΓΔ με τρόπο ώστε το Α να συμπέσει 
με το Δ. Να δειχθεί ότι το εμβαδόν του σχηματιζόμενου πενταγώνου είναι μικρότερο 
των ¾  του αρχικού εμβαδού. 

67. Στο εσωτερικό τετραγώνου πλευράς  α, δίνονται 9 σημεία. Να δειχθεί ότι υπάρχουν 
τρία από αυτά, τέτοια ώστε το εμβαδόν το τριγώνου που ορίζουν να είναι μικρότερο 
του 1/8 του αρχικού. 

68. Σε τρίγωνο ΑΒΓ και έξω από αυτό, σχεδιάζουμε τετράγωνα ΑΒΔΕ και ΑΓΖΗ. Αν Μ 
είναι το μέσο της ΔΖ, να δειχθεί ότι το τρίγωνο ΒΓΖΜ είναι ορθογώνιο και 
ισοσκελές. 

69. Να αποδειχθεί ότι οι κάθετες που άγονται από τα μέσα των πλευρών εγγράψιμου 
τετραπλεύρου προς τις απέναντι πλευρές, συντρέχουν. 

70. Αν το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο Ο, Κ είναι το σημείο τομής 
των διαγωνίων του και η κάθετη στο Κ στην ΟΚ τέμνει τις απένατι πλευρές στα Μ,Ν, 
να δειχθεί ότι ΚΜ=ΚΝ. 

71. Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουμε τις διχοτόμους ΒΔ και ΓΕ. Αν Μ είναι σημείο της ΔΕ και 
d1, d2, d3 οι αποστάσεις του από τις ΒΓ,ΑΓ,ΑΒ αντίστοιχα, να δειχθεί ότι d1= d2+d3. 

72. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Α=1200. Αν ΑΔ,ΒΕ,ΓΖ οι διχοτόμοι του, να υπολογιστεί η 
γωνία ΕΔΖ. 

73. Αν κάθε ένα από τα  γραμμοσκιασμένα τρίγωνα του σχήματος  έχουν εμβαδόν ίσο με 
την μονάδα, να δειχθεί ότι:  
α) ΖΛ//ΒΜ, ΑΚ//ΕΜ και ΓΛ//ΔΚ. 



Θερινό Μαθηματικό Σχολείο Ε. Μ. Ε. 2014 

 119

 β) Τα τετράπλευρα ΑΛΚΖ, ΒΚΜΔ και ΓΜΛΕ έχουν ίσα εμβαδά τα οποία και να 
βρεθούν.  

γ) Τα σημεία Δ, Ε και Ζ χωρίζουν τις αντίστοιχες πλευρές σε λόγο χρυσής τομής. 
(ΒΔ2=ΔΓ·ΓΒ, ΓΕ2=ΕΑ·ΑΓ, ΑΖ2=ΖΒ·ΑΒ) δ) Να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου 
ΑΒΓ. 

Α

Β ΓΔ

Ε

Ζ

Κ

Λ

Μ
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∆ιαιρετοτητα

ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Το παρόν άρθρο είναι µία συγκέντρωση κάποιων ϐασικών προτάσεων και παρα-
δειγµάτων από τη ϑεωρία της ∆ιαιρετότητας και των (γραµµικών κυρίως) ισοτιµιών.
Σε καµία περίπτωση δεν επικαλείται ο συγγραφέας του άρθρου την πρωτοτυπία των
περιεχοµένων, τα οποία ϐρίσκονται στα ϐιβλία της ϐιβλιογραφίας που παρατίθεται
στο τέλος του παρόντος, στη συλλογή µαθηµατικών διαγωνισµών του γράφοντος και
σε αρκετά ϐιβλία στοιχειώδους Θεωρίας Αριθµών. Παρά ταύτα, καταβλήθηκε ιδιαί-
τερη προσπάθεια ώστε η παρουσίαση της ύλης να είναι διαβαθµισµένη και όλα τα
περιεχόµενα να περιέχουν ασκήσεις που ενδιαφέρουν µικρούς αλλά και µεγάλους
µαθητές µε ενδιαφέρον για τα µαθηµατικά και συγκεκριµένα τους Μαθηµατικούς
∆ιαγωνισµούς. Με µεγάλη χαρά ϑα δεχτώ στο email µου ags@math.uoc.gr, τις
υποδείξεις σας, καθώς επίσης και τα σχόλια - κριτικές σας. Μοναδικός υπεύθυνος
για τα γραφόµενα, είναι ο συγγραφέας που έκανε την επιλογή των προτάσεων και
των ασκήσεων από τα ϐιβλία της ϐιβλιογραφίας. Τελειώνοντας, ϑα ήθελα να ευ-
χαριστήσω τον Καθηγητή του Πανεπιστηµίου Κρήτης κο Μιχάλη Λάµπρου για την
πολύτιµη συµβολή του στις διορθώσεις του παρόντος.

Αλέξανδρος Γ. Συγκελάκης
Ιούλιος 2014
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ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΙ

a|b : «Ο a διαιρεί τον b» δηλαδή υπάρχει k ∈ Z, τέτοιος ώστε b = k · a.
pk‖a : «Το pk είναι η µεγαλύτερη δύναµη του p που διαιρεί το a.» ∆ηλαδή το pk

διαιρεί ακριβώς το a (αρα pk|a ενώ pk+1 6 | a).
a 6 | b : «Ο a δεν διαιρεί τον b ».
min {a1, . . . , an} : Ο µικρότερος µεταξύ των αριθµών a1, . . . an.
max {a1, . . . , an} : Ο µεγαλύτερος µεταξύ των αριθµών a1, . . . an.
(a1, . . . , an) : Ο Μ.Κ.∆. των αριθµών a1, . . . an.
[a1, . . . , an] : Το Ε.Κ.Π. των αριθµών a1, . . . an.
n! : ∆ιαβάζεται «n παραγοντικό» και ορίζεται να είναι n! = 1 · 2 · · · · n n ≥ 2 και

0!=1, 1!=1.
Z : Το σύνολο των ακεραιών αριθµών {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}.
N : Το σύνολο των ϕυσικών αριθµών {0, 1, 2, 3 . . .}.
∃ : Ο υπαρξιακός ποσοδείκτης. ∆ιαβάζεται «Υπάρχει» (τουλάχιστον ένα).

|a| : «Απόλυτη τιµή του αριθµού a» δηλαδή |a| =
{
a, εαν a ≥ 0
a, εαν a < 0

Αλεξανδρος Γ. Συγκελακης 167

Master
Text Box



∆ιαιρετοτητα

1 ∆ιαιρετότητα

1.1 Ευκλείδεια ∆ιαίρεση

Είναι γνωστό από την ευκλείδεια διαίρεση ότι εαν έχουµε δύο ϕυσικούς αριθµούς
∆ (∆ιαιρετέος) και δ (διαιρέτης) µε δ 6= 0 τότε υπάρχουν µοναδικοί ακέραιοι π
(πηλίκο) και υ (υπόλοιπο) τέτοιοι ώστε να ισχύει

∆ = π · δ + υ, 0 ≤ υ < δ

Το παραπάνω Θεώρηµα ισχύει και γενικότερα για οποιουσδήποτε
ακέραιους α και β.

Θεώρηµα 1.1 Εαν α και β ακέραιοι µε β 6= 0, τότε υπάρχουν µοναδικοί ακέραιοι
κ και υ τέτοιοι, ώστε

α = κ · β + υ, 0 ≤ υ < |β|.

Παράδειγµα 1.1 Εαν α = −231 και β = 26 τότε από τη διαίρεση του 231 µε το 26
έχουµε 231 = 8 · 26 + 23 εποµένως

−231 = −8 · 26− 23

= −8 · 26− 26 + 26− 23

= −9 · 26 + 3

και 0 ≤ 3 < 26 δηλαδή το πηλίκο της διαίρεσης του −231 µε το 26 είναι −9 και το
υπόλοιπο είναι 3.

΄Ασκηση: Με τον ίδιο τρόπο να εκτελέσετε τις διαιρέσεις του −231 µε το −26 και
του 231 µε το −26.

2

Παρατήρηση: ΄Οπως γίνεται αντιληπτό από τα παραπάνω, όταν ο διαιρέτης της
ευκλείδειας διαίρεσης είναι ο n τότε τα δυνατά υπόλοιπα της διαίρεσης οποιουδή-
ποτε αριθµού µε το n είναι 0, 1, . . . , n − 1. ΄Αρα κάθε αριθµός α είναι της µορφής
k · n, k · n + 1, . . . , k · n + (n − 1). Ειδικά όταν n = 2 τότε τα δυνατά υπόλοιπα
είναι 0, 1. Εάν υ = 0 τότε ο α = 2k λέγεται άρτιος, ενώ εαν υ = 1 τότε ο α = 2k+1
λέγεται περιττός.

Παράδειγµα 1.2 Εαν ο a είναι ακέραιος τότε και ο A =
a(a2 + 2)

3
είναι ακέραιος.

Απόδειξη :
Επειδή τα δυνατά υπόλοιπα του a µε το 3 είναι 0,1,2, ο ακέραιος a έχει µία από

τις µορφές a = 3k ή a = 3k + 1 ή a = 3k + 2, k ∈ Z.

• Εαν a = 3k τότε A = 3k[(3k2)+2]
3

= k(9k2 + 2) ∈ Z.
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• Εαν a = 3k + 1 τότε A = (3k+1)[(3k+1)2+2]
3

= (3k + 1)(3k2 + 2k + 1) ∈ Z.

• Εαν a = 3k + 2 τότε A = (3k+2)[(3k+2)2+2]
3

= (3k + 2)(3k2 + 4k + 2) ∈ Z.

2
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1.2 Βασικές Ιδιότητες ∆ιαιρετότητος ∆ιαιρετοτητα

1.2 Βασικές Ιδιότητες ∆ιαιρετότητος

Ορισµός 1.1 Λέµε ότι η διαίρεση του a µε το b (b 6= 0) είναι τέλεια, όταν το υπό-
λοιπο της διαίρεσής τους είναι ίσο µε µηδέν. Σε αυτή την περίπτωση λέµε ότι το b
διαιρεί (ακριβώς) το a ή ότι το a διαιρείται (ακριβώς) από το b ή ακόµα ότι ο a είναι
πολλαπλάσιο του b, και γράφουµε b|a ή a = πoλλ.b. ΄Αρα

b|a⇐⇒ ∃ k ∈ Z τέτοιο ώστε a = k · b.

Παρατήρηση: Για να δηλώσουµε ότι ο ακέραιος b δεν διαιρεί τον ακέραιο a,
γράφουµε b 6 | a ή ισοδύναµα a 6= πoλλ.b. Επίσης εαν b|a τότε ισοδύναµα a = kb
για κάποιο k ∈ Z ή ισοδύναµα a = (−k)(−b) που σηµαίνει ότι εαν ο b είναι
διαιρέτης του a, τότε και ο −b είναι διαιρέτης του a. Εποµένως οι διαιρέτες ενός
ακεραίου εµφανίζονται κατά Ϲεύγη αντίθετων ακεραίων.

Ως άµεσες συνέπειες του παραπάνω ορισµού έχουµε τις εξής ιδιότητες :

(i) a|0 για κάθε a ∈ Z∗,

(ii) Αν 0|b, τότε b = 0,

(iii) a|b⇔ −a|b⇔ a| − b⇔ |a| | |b|

(iv) ±1|a και ±a|a για κάθε a ∈ Z∗.

(v) Αν b|a, τότε kb|ka, για κάθε k ∈ Z∗.

Λόγω των παραπάνω ιδιοτήτων γίνεται ϕανερό ότι για τη µελέτη της διαιρετότητας
στο σύνολο των ακεραίων, είναι αρκετό να περιοριστούµε στο σύνολο των ϑετικών
ακεραίων.

Παρακάτω αναφέρουµε (χωρίς απόδειξη) τις ϐασικότερες ιδιότητες της διαιρετό-
τητας.

Πρόταση 1.1 ΄Εστω a, b, c, d ∈ Z. Τότε ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες :

(i) Εαν a|b και b|c, τότε a|c.

(ii) Εαν a|b και c|d, τότε ac|bd.

(iii) Εαν a|b τότε a|λb για κάθε ακέραιο λ ∈ Z.

(iv) Εαν a|b και a|c, τότε a|b+ c.

(v) Εαν a|b και b 6= 0, τότε |a| ≤ |b|.

(vi) Εαν a|b και b|a, τότε a = b ή a = −b (∆ήλαδή |a| = |b|).
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Παρατήρηση: Από τις ιδιότητες (iii), (iv) της παραπάνω Πρότασης προκύπτει ότι
εαν a|b και a|c, τότε a|kb + mc, για κάθε k,m ∈ Z. Ο ακέραιος kb + mc λέγεται
γραµµικός συνδυασµός των b και c.

Παράδειγµα 1.3 (Βασική Εφαρµογή) Να αποδείξετε ότι το γινόµενο n διαδοχικών
ακεραίων διαιρείται από το n.

Απόδειξη :
΄Εστω k, k + 1, . . . , k + (n− 1), n το πλήθος διαδοχικοί ακέραιοι. Θέτουµε A =

k(k + 1) · · · (k + (n− 1)). Τότε, από την ευκλείδεια διαίρεση, υπάρχουν ακέραιοι
q, r τέτοιοι, ώστε

k = nq + r, 0 ≤ r ≤ n− 1.

Αν r = 0, τότε n|k, απ’ όπου n|A. Αν r 6= 0 τότε 1 ≤ n− r ≤ n− 1. Οπότε

A = k(k + 1) · · · (k + n− r) · · · (k + n− 1)

= (nq + r) · · · (nq + r + n− r) · · · (nq + r + n− 1).

Καθώς nq + r + n− r = n(q + 1), παίρνουµε n|A.

2

Παράδειγµα 1.4 Να προσδιορίσετε όλους τους ακέραιους αριθµούς m που ικανο-
ποιούν την σχέση m+ 1|m2 + 1.

Λύση:
Επειδή m + 1|m + 1, άρα λόγω της παρατήρησης της Πρότασης 1.1 έχουµε m +

1|m2 +m+ 2. Καθώς όµωςm2 +m+ 2 = m(m+ 1) + 2 καιm+ 1|m(m+ 1), η ίδια
παρατήρηση δίνει ότι m+ 1|2 απ’ όπου m+ 1 = ±1,±2 δηλαδή m = −3,−2, 0, 1.

2

Παράδειγµα 1.5 (∆ιαγωνισµός «Ευκλείδης» 1995) Θεωρούµε 6 διαδοχικούς ϕυσι-
κούς αριθµούς. ΄Εστω a το άθροισµα των τριών πρώτων και b το άθροισµα των τριών
άλλων. Είναι δυνατόν να ισχύει ab = 19951995;

Λύση:
Το άθροισµα τριών διαδοχικών αριθµών είναι πάντοτε πολλαπλάσιο του 3, διότι

αν n είναι ο µεσαίος τότε οι αριθµοί είναι οι n− 1, n, n+ 1 µε άθροισµα 3n. Συνεπώς
οι a, b είναι πολλαπλάσια του 3 κι έτσι το ab είναι πολλαπλάσιο του 9. ΄Οµως ο
αριθµός 19951995 δεν είναι πολλαπλάσιο του 9 αφού το άθροισµα των ψηφίων του
δεν διαιρείται µε το 9.

2

Παράδειγµα 1.6 (∆ιαγωνισµός «Ευκλείδης» 1995) Να εξετάσετε εαν υπάρχουν α-
κέραιοι x, y που ικανοποιούν την εξίσωση x2 + 4y = 1995.

Αλεξανδρος Γ. Συγκελακης 171

Master
Text Box



1.2 Βασικές Ιδιότητες ∆ιαιρετότητος ∆ιαιρετοτητα

Λύση:
Εαν ο x είναι περιττός δηλαδή x = 2k+ 1, k ∈ Z τότε x2 = 4k(k+ 1) + 1 δηλαδή

x2 =πολλ.4+1. Αν ο x είναι άρτιος δηλαδή x = 2k, k ∈ Z τότε x2 = 4k2 δηλαδή
x2 =πολλ.4.

Συνεπώς αφού το 4y είναι πολλ.4, ϑα έχουµε x2+4y =πολλ.4 είτε x2+4y =πολλ.4+1
αλλά 1995=πολλ.4+3 άρα η εξίσωση είναι αδύνατη 1.

2

Παράδειγµα 1.7 Να δείξετε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n ισχύει

9|10n + 3 · 4n+2 + 5.

Απόδειξη :
Θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής. Θέτουµε

P (n) = 10n + 3 · 4n+2 + 5.

Για n = 0 έχουµε P (0) = 54, που διαιρείται από το 9. Υποθέτουµε ότι 9|P (k) δηλαδή
ότι 9|10k + 3 · 4k+2 + 5. Τότε

P (k + 1) = 10k+1 + 3 · 4k+3 + 5 = 10 · 10k + 3 · 4 · 4k+2 + 5

= 10k + 3 · 4k+2 + 5 + 9 · 10k + 9 · 4k+2 = P (k) + 9(10k + 4k+2).

Καθώς 9|P (k), η παρατήρηση της Πρότασης 1.1 δίνει ότι 9|P (k + 1). Συνεπώς
ισχύει 9|P (n) για κάθε n ∈ N.

2

Παράδειγµα 1.8 Να δείξετε ότι για κάθε n ∈ Z ισχύει 4 6 | n2 + 2.

Απόδειξη :
Ας υποθέσουµε, αντίθετα, ότι υπάρχει ακέραιος n τέτοιος ώστε 4|n2 + 2. Τότε

έχουµε τις εξής δύο περιπτώσεις για τον ακέραιο n :

• Εαν n = 2k, όπου k ∈ Z, τότε n2 + 2 = 4k2 + 2. Καθώς 4|n2 + 2, έπεται ότι
4|4k2 + 2, δηλαδή 4|2, άτοπο.

• Εαν n = 2k + 1, όπου k ∈ Z, τότε n2 + 2 = (2k + 1)2 + 2 = 4k2 + 4k + 3.
Επειδή όµως 4|4k2 + 4k, έπεται ότι 4|3, άτοπο.

΄Αρα για κάθε n ∈ Z ισχύει 4 6 | n2 + 2.

2

1Φυσικά µπορεί να επιλυθεί άµεσα µε τη χρήση ισοτιµιών (για τις οποίες ϑα µιλήσουµε πιο
κάτω).
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1.3 Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης (Μ.Κ.∆.)

Πρόταση 1.2 (Αρχή της καλής διάταξης) ΄Εστω S ένα µη κενό υποσύνολο του N.
Τότε το S έχει ένα µοναδικό ελάχιστο στοιχείο, δηλαδή, ένα στοιχείο a ∈ S τέτοιο,
ώστε a ≤ x, για κάθε x ∈ S.

΄Εστω a1, . . . , an ακέραιοι αριθµοί από τους οποίους ένας τουλάχιστον είναι 6= 0.
Κάθε ακέραιος που διαιρεί καθένα από τους a1, . . . , an λέγεται κοινός διαιρέτης

των a1, . . . , an. Συµβολίζουµε µε S το σύνολο των ϑετικών κοινών διαιρετών των
a1, . . . , an. Το S είναι µη κενό διότι 1 ∈ S. Αν ak 6= 0 και d ∈ S τότε d|ak και
εποµένως d ≤ |ak|. ΄Αρα το σύνολο S είναι πεπερασµένο. Το µέγιστο στοιχείο του
S είναι ένας ϑετικός ακέραιος που λέγεται µέγιστος κοινός διαιρέτης (Μ.Κ.∆.)

των a1, . . . , an και συµβολίζεται µε (a1, . . . , an). Για κάθε a ∈ Z, το σύνολο των
ϑετικών διαιρετών του a συµπίπτει µε αυτό του−a. Εποµένως ισχύει (a1, . . . , an) =
(|a1|, . . . , |an|), δηλαδή ο Μ.Κ.∆. είναι ανεξάρτητος προσήµων. Επίσης, καθώς κάθε
ακέραιος είναι διαιρέτης του 0, έχουµε (0, a1, . . . , an) = (a1, . . . , an). Συνεπώς
µπορούµε να υποθέσουµε ότι κανένας εκ των ακεραίων a1, . . . , an δεν είναι µηδέν.

Αν (a1, . . . , an) = 1, τότε οι ακέραιοι a1, . . . , an καλούνται πρώτοι µεταξύ τους.
Επίσης εαν (ai, aj) = 1 για κάθε i, j ∈ {1, . . . , n} µε i 6= j, τότε οι ακέραιοι
a1, . . . , an καλούνται πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο. Είναι προφανές ότι εαν οι
ακέραιοι a1, . . . , an είναι πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο, τότε είναι και πρώτοι µεταξύ
τους. Το αντίστροφό όµως δεν ισχύει εν γένει.

Θεώρηµα 1.2 (Λήµµα Bezout) ΄Εστω a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι και d =
(a1, . . . , an). Τότε υπάρχουν ακέραιοι k1, . . . , kn τέτοιοι, ώστε

d = k1a1 + · · ·+ knan.

Πόρισµα 1.1 ΄Εστω a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι. Ο ϑετικός ακέραιος d είναι
ο Μ.Κ.∆. των a1, . . . , an αν και µόνο αν, ισχύουν τα εξής :

(i) d|a1, . . . , d|an,

(ii) Αν δ είναι ϑετικός ακέραιος µε δ|a1, . . . , δ|an, τότε δ|d.

Πόρισµα 1.2 ΄Εστω a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι. Αν d είναι ένας ϑετικός
κοινός διαιρέτης των a1, . . . , an µε d = k1a1 + · · · + knan, όπου k1, . . . , kn ∈ Z, τότε
d = (a1, . . . , an).

Πόρισµα 1.3 ΄Εστω a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι. Οι ακέραιοι a1, . . . , an είναι
πρώτοι µεταξύ τους, αν και µόνο αν, υπάρχουν k1, . . . , kn ∈ Z τέτοιοι ώστε 1 =
k1a1 + · · ·+ knan.
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Παράδειγµα 1.9 ΄Εστω ακέραιοι a, b πρώτοι µεταξύ τους. Να δείξετε ότι

(9a+ 7b, 4a+ 3b) = 1.

Απόδειξη :
΄Εστω d ο Μ.Κ.∆. των ακεραίων 9a+ 7b και 4a+ 3b. Τότε d|9a+ 7b και d|4a+ 3b.

Οπότε d|4(9a+7b)−9(4a+3b) και d|3(9a+7b)−7(4a+3b), απ’ όπου παίρνουµε d|b
και d|a αντίστοιχα. Συνεπώς, το Πόρισµα 1.1 δίνει d|(a, b) απ’ όπου d|1. Εποµένως
d = 1.

2

Πρόταση 1.3 ΄Εστω λ, a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι. Ισχύουν τα εξής :

(i) (λa1, . . . , λan) = |λ|(a1, . . . , an),

(ii) αν (a1, . . . , an) = d, τότε
(
a1
d
, . . . , an

d

)
= 1,

(iii) (a1, . . . , an) = (a1 + k2a2 + · · ·+ knan, a2, . . . , an), όπου k2, . . . , kn ∈ Z.

Παράδειγµα 1.10 Εαν a, b είναι δύο ακέραιοι πρώτοι µεταξύ τους, τότε να δείξετε
ότι (a+ b, a− b) = 1 ή 2.

Απόδειξη :
Πράγµατι έστω d = (a + b, a − b). Τότε d|a + b και d|a − b. Εποµένως έχουµε

d|(a+ b) + (a− b) και d|(a+ b)− (a− b), δηλαδή d|2a και d|2b οπότε d|(2a, 2b) και
λόγω της Πρότασης 1.3(i) παίρνουµε (2a, 2b) = 2(a, b) = 2 άρα d|2 οπότε d = 1 ή 2.

2

Πρόταση 1.4 ΄Εστω a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι µε n > 2. Για κάθε k, 1 ≤
k ≤ n− 2 ισχύει

(a1, . . . , an) = (a1, . . . , ak, (ak+1, . . . , an)) .

Παρατήρηση: Η παραπάνω Πρόταση ανάγει τον υπολογισµό του Μ.Κ.∆. πεπερα-
σµένου πλήθους ακεραίων στον υπολογισµό του Μ.Κ.∆. δύο ακεραίων.

Πρόταση 1.5 (Βασική Πρόταση) ΄Εστω a, b, c τρεις µη µηδενικοί ακέραιοι. Εαν a|bc
και (a, b) = 1 τότε a|c.

Παράδειγµα 1.11 (Ρουµανία 2000) Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχουν ϕυσικοί αριθ-
µοί x, y και z για τους οποίους να ισχύουν ταυτόχρονα οι σχέσεις

5x− 3y + 10z = 0 και y(x+ 2z) = 2004.

Απόδειξη :

174



8o Καλοκαιρινο Μαθηµατικό Σχολειο Ε.Μ.Ε., Λεπτοκαρυα Πιεριας 2014 1 ∆ιαιρετότητα

΄Εστω ότι υπάρχουν τέτοιοι ϕυσικοί µε τις ιδιότητες

5x− 3y + 10z = 0 (1) και y(x+ 2z) = 2004.

Τότε η (1) γράφεται : 5x + 10z = 3y ⇔ 5(x + 2z) = 3y. Εποµένως 5|3y και επειδή
(5, 3) = 1 άρα 5|y. Αλλά τότε 5|y(x+ 2z) δηλαδή 5|2004 (αφού y(x+ 2z) = 2004).
Αυτό όµως είναι αδύνατο, συνεπώς δεν υπάρχουν ϕυσικοί αριθµοί µε τις ιδιότητες
της εκφωνήσεως.

2
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1.4 Ευκλείδειος Αλγόριθµος

Ο Ευκλείδειος αλγόριθµος περιγράφει µία διαδικασία για την εύρεση του Μ.Κ.∆.
δύο ακεραίων.

Ας υποθέσουµε ότι a, b ∈ Z, και χωρίς ϐλάβη της γενικότητος, b > 0, διότι εαν
ήταν b < 0, τότε (a, b) = (a, |b|), και εαν ήταν b = 0, τότε (a, b) = |a|. Θέτουµε
d := (a, b).

Από την Ευκλείδεια διαίρεση µπορούµε να ϐρούµε ακεραίους q και r τέτοιους,
ώστε a = q0b+ r0 όπου 0 ≤ r0 < b.

Ας σηµειωθεί ότι (a, b) = (b, r0), επειδή d | a και d | b, συνεπώς d | r0 = a− q0b.
Εάν οι b και r0 είχαν κοινό διαιρέτη d′ µεγαλύτερο του d, τότε το d′ ϑα ήταν κοινός
διαιρέτης των a και b, το οποίο ϑα ερχόταν σε αντίθεση µε την επιλογή του d ως
µέγιστου. Συνεπώς, d = (b, r0).

Μπορούµε να επαναλάβουµε τη διαίρεση, αυτή τη ϕορά µε τα b και r0. Συνεχί-
Ϲοντας µε τον ίδιο τρόπο διαδοχικά έχουµε

a = q0b+ r0 όπου 0 ≤ r0 < b

b = q1r0 + r1 όπου 0 ≤ r1 < r0

r0 = q2r1 + r2 όπου 0 ≤ r2 < r1

r1 = q3r2 + r3 όπου 0 ≤ r3 < r2
...

Συνεπώς παίρνουµε µία ϕθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών ακεραίων b > r0 >
r1 > r2 > . . . , η οποία πρέπει να ϕτάνει καποια στιγµή στο 0. Ας υποθέσουµε
ότι αυτό γίνεται στο n-οστό ϐήµα. Τότε rn = 0 και ο αλγόριθµος τερµατίζει.
Μπορούµε πολύ εύκολα να γενικεύσουµε αυτό το επιχείρηµα για να δείξουµε ότι
d = (rk−1, rk) = (rk, rk+1) για k = 0, 1, 2, . . ., όπου r−1 = b. Συνεπώς, d =
(rn−1, rn) = (rn−1, 0) = rn−1.

Πιο συγκεκριµένα, ο Μ.Κ.∆. είναι το ελάχιστο µη µηδενικό υπόλοιπο στον πα-
ϱαπάνω αλγόριθµο.

Ο παραπάνω αλγόριθµος µας δίνει κάτι παραπάνω εκτός από τον Μ.Κ.∆. ∆ίνει
ένα τρόπο για να εκφράσουµε τον Μ.Κ.∆. d, ως γραµµικό συνδυασµό των a και
b, ένα Θεώρηµα γνωστό ως Λήµµα Bezout. (Θεώρηµα 1.2). Ακολουθώντας την
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αντίστροφη πορεία από την προηγούµενη, έχουµε

a− q0b = r0

b− q1r0 = r1

r0 − q2r1 = r2

r1 − q3r2 = r3
...

rn−3 − qn−1rn−2 = rn−1

rn−2 = qnrn−1

συνεπώς, αντικαθιστώντας κάθε υπόλοιπο rk στην επόµενη εξίσωση παίρνουµε

b− q1(a− q0b) = k1a+ l1b = r1
(a− q0b)− q2(k1a+ l1b) = k2a+ l2b = r2

(k1a+ l1b)− q3(k2a+ l2b) = k3a+ l3b = r3
...

...
(kn−3a+ ln−3b)− qn(kn−2a+ ln−2b) = kn−1a+ ln−1b = rn−1

Παράδειγµα 1.12 Να ϐρείτε τον Μ.Κ.∆. των ακεραίων 391 και 323, κάνοντας χρή-
ση του Ευκλειδείου Αλγόριθµου και να γράψετε τον Μ.Κ.∆. ως γραµµικό συνδυασµό
των 391 και 323.

Λύση: Είναι
391 = 1 · 323 + 68

323 = 4 · 68 + 51

68 = 1 · 51 + 17

51 = 3 · 17 + 0.

Εποµένως (391,323)=17. Στη συνέχεια ϑα ϐρούµε ακεραίους x, y έτσι, ώστε 17 =
391x+ 323y. ΄Εχουµε

17 = 68− 51 = 68− (323− 4 · 68) = −323 + 5 · 68

= −323 + 5(391− 323) = 5 · 391− 6 · 323

Εποµένως 17 = 5 · 391 + (−6) · 323.

Παράδειγµα 1.13 Θα ϐρούµε τον Μ.Κ.∆. των a = 756 και b = 595. Στον παρακάτω
πίνακα, το r χρησιµοποιείται για τα υπόλοιπα που εµφανίζονται από τις διαδοχικές
διαιρέσεις, το q για την αντίστοιχη ακολουθία πηλίκων και οι στήλες των k, l εί-
ναι η αντίστοιχη ακολουθία των ki και li που περιγράφεται παραπάνω. Συνεπώς,
(756, 595) = 7 και µάλιστα 37 · 756− 47 · 595 = 7.
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1.5 Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο (Ε.Κ.Π.) ∆ιαιρετοτητα

r q k l
756 1 0
595 1 0 1
161 3 1 −1
112 1 −3 4
49 2 4 −5
14 3 −11 14
7 2 37 −47
0

1.5 Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο (Ε.Κ.Π.)

΄Εστω a1, . . . , an ∈ Z. ΄Ενας ακέραιος µ καλείται κοινό πολλαπλάσιο των a1, . . . , an
εαν a1|µ, . . . , an|µ. Παρατηρούµε ότι εαν ένας από τους ακέραιους a1, . . . , an είναι
το 0, τότε το µοναδικό πολλαπλάσιο τους είναι το 0. Ας υποθέσουµε στη συνέχεια
ότι οι ακέραιοι a1, . . . , an είναι µη µηδενικοί. Ο ϕυσικός |a1 · · · an| είναι ένα κοινό
πολλαπλάσιο των a1, . . . , an. Εποµένως, (λόγω της Πρότασης 1.2) το σύνολο των
ϑετικών πολλαπλασίων των a1, . . . , an είναι µη κενό, εποµένως έχει ένα ελάχιστο
στοιχείο. Το στοιχείο αυτό καλείται Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο (Ε.Κ.Π.) των
a1, . . . , an και συµβολίζεται µε [a1, . . . , an]. Καθώς το σύνολο των ϑετικών πολλα-
πλασίων των a1, . . . , an είναι το ίδιο µε εκείνο των |a1|, . . . , |an|, συµπεραίνουµε ότι
[a1, . . . , an] = [|a1|, . . . , |an|].

Πρόταση 1.6 ΄Εστω a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι. Ο ϑετικός ακέραιος m είναι
το Ε.Κ.Π. των a1, . . . , an, αν και µόνο αν, έχουµε

(i) a1|m, . . . , an|m,

(ii) εαν µ είναι ϑετικός ακέραιος µε a1|µ, . . . , an|µ, τότε m|µ.

Πρόταση 1.7 ΄Εστω λ, a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι. Ισχύουν τα εξής :

(i) [λa1, . . . , λan] = |λ|[a1, . . . , an],

(ii) αν [a1, . . . , an] = m τότε
(
m
a1
, . . . , m

an

)
= 1.

Πρόταση 1.8 ΄Εστω a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι µε n > 2. Για κάθε k, 1 ≤
k ≤ n− 2 ισχύει

[a1, . . . , an] = [a1, . . . , ak, [ak+1, . . . , an]] .

Παρατήρηση: Η παραπάνω Πρόταση ανάγει τον υπολογισµό του Ε.Κ.Π. πεπερα-
σµένου πλήθους ακεραίων στον υπολογισµό του Ε.Κ.Π. δύο ακεραίων.
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1.6 Πρώτοι Αριθµοί

Ορισµός 1.2 ΄Ενας ϑετικός ακέραιος p > 1 καλείται πρώτος εαν οι µόνοι διαιρέτες
του είναι οι ακέραιοι ±1 και ±p. ΄Ενας πρώτος αριθµός που είναι διαιρέτης ενός
ακέραιουm καλείται πρώτος διαιρέτης ή πρώτος παράγοντας τουm. ΄Ενας ϑετικός
ακέραιος n > 1 που δεν είναι πρώτος, καλείται σύνθετος. Σε αυτή την περίπτωση
υπάρχουν d, e τέτοιοι, ώστε

n = d · e και 1 < d ≤ e < n.

(Το 2 είναι ο µοναδικός άρτιος πρώτος αριθµός).

Πρόταση 1.9 Κάθε ακέραιος αριθµός a > 1 έχει ένα τουλάχιστον πρώτο διαιρέτη.

Παράδειγµα 1.14 Να ϐρείτε όλους τους ϑετικούς ακεραίους n για τους οποίους οι
αριθµοί 3n− 4, 4n− 5, 5n− 3 είναι όλοι πρώτοι αριθµοί.

Λύση:
Το άθροισµα των 3 αριθµών είναι άρτιος, συνεπώς τουλάχιστον ένας από αυτούς

είναι άρτιος. Ο µοναδικός άρτιος πρώτος είναι το 2. Μόνο οι 3n−4 και 5n−3 µπορεί
να είναι άρτιοι. Λύνοντας λοιπόν τις εξισώσεις 3n− 4 = 2 και 5n− 3 = 2 παίρνουµε
n = 2 και n = 1 αντίστοιχα. Μόνο για n = 2 οι 3 παραπάνω αριθµοί είναι πρώτοι
άρα είναι και η µοναδική λύση.

2

Παράδειγµα 1.15 (AHSME 1976) Εαν οι p και q είναι πρώτοι και το τριώνυµο
x2 − px+ q = 0 έχει διακεκριµένες ϑετικές ακέραιες ϱίζες, να ϐρείτε τα p και q.

Λύση:
΄Εστω x1 και x2 µε x1 < x2, οι δύο διακεκριµένες ϑετικές ακέραιες ϱίζες. Τότε

x2 − px+ q = (x− x1)(x− x2), το οποίο δίνει ότι p = x1 + x2 και q = x1x2. Καθώς
ο q είναι πρώτος, άρα x1 = 1. Συνεπώς οι q = x2 και p = x2 + 1 είναι διαδοχικοί
πρώτοι αριθµοί, άρα q = 2 και p = 3.

2

Παράδειγµα 1.16 (ARML 2003) Να ϐρείτε το µεγαλύτερο διαιρέτη του αριθµού
1001001001 που δεν ξεπερνά το 10000.

Λύση:
΄Εχουµε

1001001001 = 1001 · 106 + 1001 = 1001 · (106 + 1) = 7 · 11 · 13 · (106 + 1).

Ας σηµειωθεί ότι

x6 + 1 = (x2)3 + 1 = (x2 + 1)(x4 − x2 + 1).
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΄Αρα 106 + 1 = 101 · 9901, άρα 1001001001 = 7 · 11 · 13 · 101 · 9901. ∆εν είναι
δύσκολο τώρα να ελέγξουµε ότι κανένας συνδυασµός των 7,11,13 και 101 δεν
ϕτιάχνει γινόµενο που να ξεπερνά το 9901 και να είναι µικρότερο του 1000, άρα η
απάντηση είναι 9901.

2

Παράδειγµα 1.17 ΄Εστω n ένας ϑετικός ακέραιος. Να αποδειχθεί ότι ο 32n + 1
διαιρείται από το 2 αλλά όχι από το 4 2.

Απόδειξη :
Καταρχήν, ο 32n είναι περιττός και ο 32n + 1 είναι άρτιος. Επίσης,

32n = (32)2
n−1

= 92n−1

= (8 + 1)2
n

.

Από το διώνυµο του Νεύτωνα

(x+ y)m = xm +

(
m

1

)
xm−1y +

(
m

2

)
xm−2y2 + · · ·+

(
m

m− 1

)
xym−1 + ym,

για x = 8, y = 1 και m = 2n−1, όλοι οι όροι του αθροίσµατος πλην του τελευταίου
(που είναι ym = 1), είναι πολλαπλάσια του 8 (τα οποία είναι πολλαπλάσια του 4).
Συνεπώς το υπόλοιπο του 32n όταν διαιρεθεί µε το 4 είναι ίσο µε 1, και το υπόλοιπο
του 32n + 1 µε το 4 είναι ίσο µε 2.

Παρατήρηση: Φυσικά το παραπάνω πρόβληµα απλοποιείται εαν κάνουµε χρήση
ισοτιµιών modulo 4 (ϐλέπε παρακάτω).

2

Παράδειγµα 1.18 Να ϐρεθεί το n έτσι ώστε 2n‖31024 − 1.

Λύση:
Η απάντηση είναι 12. Ας σηµειώσουµε ότι 1024 = 210 και x2−y2 = (x−y)(x+y).

Τότε, έχουµε

3210 − 1 =
(

329 + 1
)(

329 − 1
)

=
(

329 + 1
)(

328 + 1
)(

328 − 1
)

= · · · =
(

329 + 1
)(

328 + 1
)
· · ·

(
321 + 1

)(
320 + 1

)
(3− 1)

΄Οµως από το παράδειγµα (1.17), 2‖32k + 1 για ϑετικούς ακεραίους k. Συνεπώς η
απάντηση είναι 9+2+1=12.

2

2∆ηλαδή 2‖32n + 1.
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Η ακόλουθη Πρόταση είναι πολύ χρήσιµη σε ασκήσεις στις οποίες χρειαζόµαστε
την αναπαράσταση ενός πρώτου αριθµού.

Πρόταση 1.10 Κάθε πρώτος αριθµός είναι είτε της µορφής 6k + 1 είτε της µορφής
6k + 5.

Θεώρηµα 1.3 Το πλήθος των πρώτων είναι άπειρο.

Απόδειξη:
3

Ας υποθέσουµε ότι p1, . . . , pn είναι όλοι οι πρώτοι αριθµοί. Θεωρούµε τον αριθµό

A = p1 · · · pn + 1.

Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.9, υπάρχει πρώτος p τέτοιος, ώστε p|A. Καθώς p1, . . . , pn
είναι όλοι οι πρώτοι, έχουµε p = pj για κάποιο δείκτη j µε 1 ≤ j ≤ n. Εποµένως
p|A και p|p1 · · · pn απ’ όπου παίρνουµε p|1 που είναι άτοπο. Συνεπώς, το πλήθος
των πρώτων είναι άπειρο.

2

Πρόταση 1.11 Εαν µε pn συµβολίσουµε τον n-οστό πρώτο αριθµό, τότε ισχύει (η
απόδειξη µε επαγωγή)

pn ≤ 22n−1

.

Παράδειγµα 1.19 Για κάθε ϕυσικό αριθµό n > 1 υπάρχουν n διαδοχικοί ϕυσικοί
αριθµοί, κανείς από τους οποίους δεν είναι πρώτος αριθµός.

Απόδειξη :
Αρκεί να ϑεωρήσουµε τους εξής n διαδοχικούς ϕυσικούς αριθµούς

(n+ 1)! + 2, (n+ 1)! + 3, · · · , (n+ 1)! + (n+ 1).

Κανείς από τους αριθµούς αυτούς δεν είναι πρώτος, διότι για κάθεm = 2, 3, · · · , n+
1, ο αριθµός (n+ 1)! +m διαιρείται δια του m 4.

Παρατήρηση: Από το παραπάνω παράδειγµα προκύπτει ότι υπάρχουν όσο µεγάλα
κενά πρώτων αριθµών ϑέλουµε, στο σύνολο των ϕυσικών αριθµών.

Ωστόσο, ανοικτό παραµένει το ερώτηµα αν µπορούµε µε κάποιο άλλο τρόπο (εκτός
από εξαντλητικό ψάξιµο) να ϐρούµε τους µικρότερους διαδοχικούς αριθµούς που να
έχουν το επιθυµητό κενό. Αυτή είναι εύλογη ερώτηση αν αναλογιστούµε ότι το παρα-
γοντικό µεγαλώνει πολύ πολύ γρήγορα. Να αναφέρουµε ότι π.χ. µε τον παραπάνω
τρόπο για να προσδιορίσουµε 5 διαδοχικούς σύνθετους αριθµούς µπορούµε να πά-
ϱουµε τους αριθµούς 6!+2, 6!+3, 6!+4, 6!+4, 6!+6 δηλαδή τους αριθµούς 722, 723,
724, 725, 726. ΄Οµως οι 5 πρώτοι διαδοχικοί ϕυσικοί αριθµοί που συναντάµε είναι
οι 24,25,26,27,28 (ασφαλώς πολύ πολύ µικρότεροι από εκείνους που προκύπτουν
µε την παραπάνω µέθοδο).

3Πρόκειται για µία πολύ όµορφη απόδειξη η οποία οφείλεται στον Ευκλείδη και την οποία
παραθέτουµε για ιστορικούς λόγους.

4Επίσης οι αριθµοί (n+ 1)!− (n+ 1), . . . , (n+ 1)!− 3, (n+ 1)!− 2 είναι αποδεκτοί.

Αλεξανδρος Γ. Συγκελακης 181

Master
Text Box



1.6 Πρώτοι Αριθµοί ∆ιαιρετοτητα

2

Η Πρόταση που ακολουθεί µας δίνει ένα τρόπο για να ελέγχουµε εαν ένας ϕυσι-
κός αριθµός είναι πρώτος.

Πρόταση 1.12 Κάθε σύνθετος ϕυσικός αριθµός a > 1, έχει ένα τουλάχιστον πρώτο
διαιρέτη p, µε p ≤

√
a.

Πόρισµα 1.4 Εαν ένας ϕυσικός αριθµός a > 1 δεν διαιρείται από κανένα πρώτο p,
µε p ≤

√
n, τότε ο αριθµός a είναι πρώτος.

Παράδειγµα 1.20 Θα εξετάσουµε έαν ο ακέραιος 383 είναι πρώτος. ΄Εχουµε 19 <√
383 < 20. Οι πρώτοι που είναι ≤ 19 είναι οι 2,3,5,7,11,13,17 και 19. Κανένας

από αυτούς δεν διαιρεί το 383. Εποµένως ο αριθµός 383 είναι πρώτος.

Πρόταση 1.13 ΄Εστω a, b ακέραιοι 6= 0, 1 και p ένας πρώτος. Εαν p|ab τότε p|a ή
p|b.

Γενίκευση: ΄Εστω a1, . . . , an ακέραιοι 6= 0, 1 και p ένας πρώτος. Εαν p|a1 · · · an
τότε p|am για κάποιο δείκτη m (1 ≤ m ≤ n).

Το ακόλουθο Θεώρηµα είναι ένα από τα σηµαντικότερα της Θεωρίας Αριθµών
και είναι γνωστό ως το Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αριθµητικής.

Θεώρηµα 1.4 (Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αριθµητικής) Κάθε ϕυσικός a > 1 ανα-
λύεται σε γινόµενο πρώτων κατά ένα και µόνο τρόπο, αν παραβλέψουµε την τάξη
των παραγόντων στο γινόµενο.

Ορισµός 1.3 Σύµφωνα µε το παραπάνω Θεώρηµα, εαν a είναι ένας ϕυσικός > 1,
τότε υπάρχουν διαφορετικοί πρώτοι p1, . . . , pk και ϕυσικοί a1, . . . , ak > 0 έτσι, ώστε

a = pa11 · · · p
ak
k .

Η παραπάνω γραφή του a ϑα καλείται πρωτογενής ανάλυση του a.

Πρόταση 1.14 ΄Εστω a ένας ϕυσικός > 1 και a = pa11 · · · p
ak
k η πρωτογενής του

ανάλυση. Ο ϕυσικός αριθµός d διαιρεί τον a, αν και µόνο αν, d = pβ11 · · · p
βk
k µε

0 ≤ βi ≤ ai (i = 1, . . . , k).

Παράδειγµα 1.21 (Ευκλείδης 1995) Να προσδιορίσετε όλα τα Ϲευγάρια ϕυσικών
αριθµών x, y που ικανοποιούν την εξίσωση x2 = y2 + 2y + 9.

Λύση:
x2 = y2 + 2y + 9⇔ x2 − (y + 1)2 = 8⇔ (x− y − 1)(x+ y + 1) = 8. Οι αριθµοί

x− y, x + y είναι είτε και οι δύο άρτιοι είτε και οι δύο περιττοί, αν όµως ήταν άρτιοι
τότε οι αριθµοί x− y−1, x+ y+ 1 ϑα ήταν περιττοί µε γινόµενο περιττό, άτοπο. ΄Αρα
x − y περιττός και x + y περιττός. Μάλιστα αφού ο x + y + 1 είναι ϑετικός πρέπει
x− y − 1 ϑετικός. ΄Αρα (x− y − 1, x+ y + 1) = (2, 4) ή (4, 2) απ’ όπου παίρνουµε
και τη µοναδική λύση (x, y) = (3, 0).
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2

Παράδειγµα 1.22 (Ευκλείδης 1997) Οι ϕυσικοί αριθµοί a, b (a, b ∈ N∗) είναι τέ-
τοιοι, ώστε

a3 + 1

b+ 1
+
b3 + 1

a+ 1
∈ N.

Να αποδείξετε ότι κάθε ένα από τα κλάσµατα
a3 + 1

b+ 1
,
b3 + 1

a+ 1
είναι ϕυσικοί.

Απόδειξη :
΄Εστω (a+ 1, b+ 1) = d. Τότε a+ 1 = d · p1p2 · · · pk και b+ 1 = d · q1q2 · · · ql, όπου

pi, qj πρώτοι µε pi 6= qj, ∀i = 1, 2 . . . , k και j = 1, 2, . . . , l αλλά όχι κατ’ ανάγκη οι
pi διαφορετικοί µεταξύ τους ούτε οι qj µεταξύ τους.

΄Εχουµε διαδοχικά

a3 + 1

b+ 1
+
b3 + 1

a+ 1
=

(a+ 1)(a2 − a+ 1)

b+ 1
+

(b+ 1)(b2 − b+ 1)

a+ 1

=
d · p1p2 · · · pk(a2 − a+ 1)

d · q1q2 · · · ql
+
d · q1q2 · · · ql(b2 − b+ 1)

d · p1p2 · · · pk

=
p21p

2
2 · · · p2k(a2 − a+ 1) + q21q

2
2 · · · q2l (b2 − b+ 1)

q1q2 · · · qlp1p2 · · · pk
∈ N

Εφόσον τα qj διαιρούν τον αριθµό q21q
2
2 · · · q2l (b2 − b+ 1) και το άθροισµα

p21p
2
2 · · · p2k(a2 − a+ 1) + q21q

2
2 · · · q2l (b2 − b+ 1),

ϑα διαιρούν και τη διαφορά τους δηλαδή τον αριθµό p21p
2
2 · · · p2k(a2 − a+ 1). ΄Οµως

τα qj δεν διαιρούν τον αριθµό p21p
2
2 · · · p2k άρα τα qj διαιρούν τον a2 − a+ 1 δηλαδή

a2 − a+ 1

q1q2 · · · ql
∈ N ⇒ d(a2 − a+ 1)

d · q1q2 · · · ql
∈ N

⇒ d(a2 − a+ 1)

b+ 1
∈ N

⇒ p1p2 · · · pk ·
d(a2 − a+ 1)

b+ 1
∈ N

⇒ (a+ 1)(a2 − a+ 1)

b+ 1
∈ N

⇒ a3 + 1

b+ 1
∈ N

και εφόσον
a3 + 1

b+ 1
+
b3 + 1

a+ 1
∈ N άρα b3+1

a+1
∈ N.

2
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1.7 Εφαρµογές στον Μ.Κ.∆. και στο Ε.Κ.Π

Πρόταση 1.15 ΄Εστω a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι µε

|a1| = pa111 · · · p
a1k
k , . . . , |an| = pan1

1 · · · p
ank
k

όπου p1, . . . , pk είναι πρώτοι και aij ϕυσικοί αριθµοί (i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k).
Τότε

(a1, . . . , an) = pd11 · · · p
dk
k ,

όπου dj = min {a1j, . . . , anj} (j = 1, . . . , k).

Πόρισµα 1.5 ΄Εστω a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι και m ∈ N. Τότε

(am1 , . . . , a
m
n ) = (a1, . . . , an)m.

Πρόταση 1.16 ΄Εστω a, b1, · · · , bn (n ≥ 2) µη µηδενικοί ακέραιοι και οι b1, · · · , bn
πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο. Τότε

(a, b1, . . . , bn) = (a, b1) · · · (a, bn).

Πόρισµα 1.6 ΄Εστω a, b1, . . . , bn (n ≥ 2) µη µηδενικοί ακέραιοι και οι b1, . . . , bn
πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο. Εαν b1|a, . . . , bn|a τότε b1 · · · bn|a.

Παράδειγµα 1.23 ΄Εστω n ένας περιττός ακέραιος > 1. Να δείξετε ότι

24|n(n2 − 1).

Απόδειξη :
Ο ακέραιος A = n(n2 − 1) = (n − 1)n(n + 1) είναι γινόµενο τριών διαδιχικών

ακεραίων συνεπώς είναι πολλαπλάσιο του 3 άρα 3|A. Επειδή ο ακέραιος n είναι
περιττός > 1, υπάρχει k ∈ N µε k 6= 0 έτσι, ώστε n = 2k + 1. Οπότε

A = 4k(k + 1)(2k + 1).

΄Ενας από τους ϕυσικούς k, k + 1 είναι άρτιος άρα 8|A. Τέλος, καθώς (3, 8) = 1, το
πόρισµα (1.6) δίνει το Ϲητούµενο 24|A.

2

Πρόταση 1.17 ΄Εστω a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι µε

|a1| = pa111 · · · p
a1k
k , . . . , |an| = pan1

1 · · · p
ank
k

όπου p1, . . . , pk είναι πρώτοι και aij ϕυσικοί αριθµοί (i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k). Τότε

[a1, . . . , an] = pc11 · · · p
ck
k ,

όπου cj = max {a1j, . . . , anj} (j = 1, . . . , k).
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Πόρισµα 1.7 ΄Εστω a1, . . . , an µη µηδενικοί ακέραιοι και m ∈ N. Τότε

[am1 , . . . , a
m
n ] = [a1, . . . , an]m.

Παράδειγµα 1.24 Οι προτάσεις (1.15), (1.17) είναι πολύ χρήσιµες για την εύρεση
του Μ.Κ.∆. και Ε.Κ.Π. δύο ή περισσοτέρων ϕυσικών στην περίπτωση που γνωρίζουµε
την πρωτογενή τους ανάλυση. Για τον Μ.Κ.∆. αρκεί να πάρουµε το γινόµενο όλων
των πρώτων που εµφανίζονται στην πρωτογενή ανάλυση κάθε αριθµού υψωµένο στη
µικρότερη δύναµη (εαν κάποιος πρώτος δεν εµφανίζεται στην πρωτογενή ανάλυση
του αριθµού, τότε ϑεωρούµε ότι εµφανίζεται µε εκθέτη 0, συνεπώς αυτός ο εκθέτης
είναι και ο µικρότερος που εµφανίζεται για τον εν λόγω πρώτο). Για το Ε.Κ.Π.
αρκεί να πάρουµε το γινόµενο όλων των πρώτων που εµφανίζονται στην πρωτογενή
ανάλυση κάθε αριθµού υψωµένο στη µεγαλύτερη δύναµη. ΄Ετσι, ο Μ.Κ.∆. των
αριθµών 49000 = 23 · 53 · 72, 36400 = 24 · 52 · 7 · 13, 27500 = 22 · 54 · 11 είναι
22 ·52 ·70 ·110 ·130 = 100. ενώ το Ε.Κ.Π. των ίδιων είναι 24 ·54 ·72 ·11 ·13 = 70070000.

Πρόταση 1.18 ΄Εστω a, b δύο µη µηδενικοί ακέραιοι. Τότε

(a, b) · [a, b] = |ab|.

Παρατήρηση: Για περισσότερους από δύο ακεραίους, δεν ισχύει ανάλογη σχέση
µε την παραπάνω. ∆ηλαδή γενικά, έχουµε

(a1, . . . , an) · [a1, . . . , an] 6= |a1 · · · an| για n > 2.

Για παράδειγµα, (6, 8, 10) · [6, 8, 10] = 2 · 120 = 240 6= 480 = 6 · 8 · 10.
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Ασκησεις στη Θεωρια Αριθµων

1 Μαθηµατική Επαγωγή

1.1 Ασκήσεις Α΄ Οµάδας

΄Ασκηση 1.1 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1 ισχύει

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

΄Ασκηση 1.2 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1 ισχύει

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

΄Ασκηση 1.3 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1 ισχύει

13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

.

΄Ασκηση 1.4 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1 ισχύει

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2.

΄Ασκηση 1.5 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1 ισχύει

12 + 32 + 52 + · · ·+ (2n− 1)2 =
n(4n2 − 1)

3
.

΄Ασκηση 1.6 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1 ισχύει

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ n · (n+ 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
.

΄Ασκηση 1.7 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1 ισχύει

1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + 3 · 4 · 5 + · · ·+ n · (n+ 1) · (n+ 2) =
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

3
.

Να γενικεύσετε το αποτέλεσµα και να αποδείξετε τον ισχυρισµό σας.

΄Ασκηση 1.8 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1 ισχύει

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ · · ·+ 1

n · (n+ 1)
=

n

n+ 1
.
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΄Ασκηση 1.9 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1 ισχύει

(n+ 1) · (n+ 2) · · · (2n)

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)
= 2n.

΄Ασκηση 1.10 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 4 ισχύει 3n > n2.

΄Ασκηση 1.11 (i) Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε a > −1 και οποιοδήποτε ϕυσικό

n ≥ 1, ισχύει (1 + a)n ≥ 1 + na.

(ii) Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ισχύει 2n + 5n + 7n > 11n.

΄Ασκηση 1.12 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 2 ισχύει

2 · 21 + 3 · 22 + 4 · 23 + · · ·n · 2n−1 = (n− 1) · 2n.

΄Ασκηση 1.13 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ισχύει

12 − 22 + 32 − 42 + · · ·+ (−1)n−1n2 = (−1)n−1 · n(n+ 1)

2
.

΄Ασκηση 1.14 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ισχύει

12

1 · 3
+

22

3 · 5
+

32

5 · 7
+ · · ·+ n2

(2n− 1)(2n+ 1)
=

n(n+ 1)

2(2n+ 1)
.

΄Ασκηση 1.15 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1 ο αριθµός

An = 2n+2 + 32n+1

είναι πολλαπλασιο του 7.

΄Ασκηση 1.16 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1 ο αριθµός

An = 24n+1 − 22n − 1

είναι πολλαπλασιο του 9.

΄Ασκηση 1.17 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1 ο αριθµός

An = 10n + 18n− 1

είναι πολλαπλασιο του 27.

΄Ασκηση 1.18 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ο αριθµός

An = 24n + 292n+1

είναι πολλαπλασιο του 15.
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1.2 Ασκήσεις Β΄ Οµάδας Ασκησεις στη Θεωρια Αριθµων

1.2 Ασκήσεις Β΄ Οµάδας

΄Ασκηση 1.19 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 3 ισχύει nn+1 > (n+ 1)n.

΄Ασκηση 1.20 Να αποδείξετε ότι εαν a, b, c είναι τα µήκη των πλευρών ορθογωνίου τριγώνου

ABC µε ∠A = 90◦
, τότε an > bn + cn.

΄Ασκηση 1.21 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1 και οποιουσδήποτε πραγ-

µατικούς αριθµούς a, b ισχύει

(a+ b)n = Cn
na

nb0 + Cn
n−1a

n−1b1 + Cn
n−2a

n−2b2 + · · ·+ Cn
2 a

2bn−2 + Cn
1 a

1bn−1 + Cn
0 a

0bn,

όπου Cn
k =

n!

k!(n− k)!
(Ορίζουµε 0!=1 και k! = 1 · 2 · 3 · · · k για κάθε k ∈ N?

).

΄Ασκηση 1.22 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 2 ισχύει

1√
1

+
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n
> 2
√
n+ 1− 2.

΄Ασκηση 1.23 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 2 ισχύει

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
<

3

4
.

΄Ασκηση 1.24 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1, ο αριθµός(
1 +
√

2
)2n

+
(

1−
√

2
)2n

είναι άρτιος ακέραιος και ο αριθµός

1√
2

((
1 +
√

2
)2n

−
(

1−
√

2
)2n
)

είναι ακέραιος.

΄Ασκηση 1.25 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1 ισχύει

12

22
· 32

42
· · · (2n− 1)2

(2n)2
<

1

3n
.

΄Ασκηση 1.26 ∆είξτε οτι για κάθε ϕυσικό n υπάρχουν n διαφορετικοί ανα δύο διαιρέτες του

n! των οποίων το άθροισµα είναι n!.

΄Ασκηση 1.27 Να αποδείξετε ότι εαν k περιττός τότε 2n+2|k2n − 1 για οποιοδήποτε ϕυσικό

n ≥ 1.

΄Ασκηση 1.28 Ισχύει ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ο αριθµός n2 + n+ 41 είναι πρώτος ;

΄Ασκηση 1.29 Να αποδείξετε επαγωγικά ότι εάν ένα σύνολο περιέχει n ≥ 1 στοιχεία, τότε

τα υποσύνολά του είναι σε πλήθος 2n.
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2 ∆ιαιρετότητα

2.1 Ασκήσεις Α΄ Οµάδας

΄Ασκηση 2.1 Να δείξετε ότι το άθροισµα και η διαφορά δύο περιττών αριθµών ή δύο άρτιων

είναι πάντα άρτιος.

΄Ασκηση 2.2 Να ϐρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του 1750 + 33100
δια του 8.

΄Ασκηση 2.3 Να ϐρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του 2540 + 1730
δια του 8.

΄Ασκηση 2.4 Αν ο ακέραιος a δεν είναι πολλαπλασιο του 5, να δείξετε ότι το υπόλοιπο της

διαίρεσης του a4
δια 5 είναι ίσο µε 1. Κατόπιν να δείξετε ότι αν οι ακέραιοι a, b δεν είναι

πολλαπλάσια του 5, τότε ο a4 − b4
είναι πολλαπλάσιο του 5.

΄Ασκηση 2.5 Να ϐρεθεί το τελευταίο ψηφίο του αριθµού

(i) 22009

(ii) 31821

(iii) 711453

(iv) 777333

΄Ασκηση 2.6 Αν ο αριθµός n είναι ϕυσικός, να δείξετε ότι ο αριθµός A = n(n2 + 2) είναι

πολλαπλάσιο του 3.

΄Ασκηση 2.7 Αν ο αριθµός n είναι ϕυσικός, να δείξετε ότι ο αριθµός A = n(n2 + 5) είναι

πολλαπλάσιο του 6.

΄Ασκηση 2.8 Αν οι a, b είναι ακέραιοι και τέτοιοι ώστε ο αριθµός a2 + b2
να είναι πολλα-

πλάσιο του 3, να αποδείξετε ότι καθένας εκ των a, b είναι πολλαπλάσιο του 3.

΄Ασκηση 2.9 Αν για τρεις ακεραίους a, b, c ο αριθµός a2 + b2 + c2
είναι πολλαπλασιο του

5, να αποδείξετε ότι ένας τουλάχιστον από τους a, b, c είναι πολλαπλασιο του 5.

΄Ασκηση 2.10 Αν οι a, b είναι ακέραιοι και τέτοιοι ώστε ο αριθµός a4 + b4
να είναι πολλα-

πλάσιο του 7, να αποδείξετε ότι καθένας εκ των a, b είναι πολλαπλάσιο του 7.

΄Ασκηση 2.11 Αν κανένας από τους ακεραίους a, b, c δεν είναι πολλαπλάσιος του 3, να

δείξετε ότι ο αριθµός a2 + b2 + c2
είναι πολλαπλάσιο του 3.

΄Ασκηση 2.12 Για ποιους ακεραίους k ο αριθµός 5k + 2 είναι πολλαπλάσιο του 4 ;
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2.1 Ασκήσεις Α΄ Οµάδας Ασκησεις στη Θεωρια Αριθµων

΄Ασκηση 2.13 Βρείτε όλους τους 2-ψήφιους αριθµούς που έχουν ακριβώς 3 διαιρέτες.

΄Ασκηση 2.14 Βρείτε όλους τους ϕυσικούς που έχουν ακριβώς 4 διαιρέτες µε την προϋπό-

ϑεση ότι το γινόµενο των διαιρετών τους είναι 225.

΄Ασκηση 2.15 Βρείτε όλους τους 4-ψήφιους που έχουν ακριβώς 5 διαιρέτες.

΄Ασκηση 2.16 Βρείτε όλα τα πολλαπλάσια του 10 που έχουν ακριβώς 6 διαιρέτες.

΄Ασκηση 2.17 Βρείτε το µικρότερο ϕυσικό αριθµό που έχει ακριβώς 42 διαιρέτες.

΄Ασκηση 2.18 Να δείξετε ότι δεν υπάρχουν 3-ψήφιοι ϕυσικοί που είναι πολλαπλάσια του

35 και οι οποίοι να έχουν ακριβώς 9 διαιρέτες.

΄Ασκηση 2.19 Βρείτε πρώτους αριθµούς x, y, z που είναι τέτοιοι ώστε ο αριθµός

n = 11x · 19y · 31z,

να έχει ακριβώς 144 διαιρέτες.

΄Ασκηση 2.20 Βρείτε το ϕυσικό αριθµό της µορφής n = 3a ·5b ·7c, αν ο 27n έχει 36 διαιρέτες

περισσότερους από το n και ο 49n έχει 12 διαιρέτες περισσότερους από το n.

΄Ασκηση 2.21 Να ϐρείτε για ποιους ακεραίους αριθµούς n ο αριθµός n + 1 διαιρεί τον

n2 + 1.

΄Ασκηση 2.22 Να ϐρείτε για ποιους ακεραίους αριθµούς n 6= 3 ο αριθµός n− 3 διαιρεί τον

n3 − 3.

΄Ασκηση 2.23 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ≥ 1 ο αριθµόςA = 2n ·5n+1988
είναι πολλαπλάσιο του 18.

΄Ασκηση 2.24 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ο αριθµός A = n5 − n είναι

πολλαπλασιο του 30.

΄Ασκηση 2.25 Εαν ο αριθµός 3a + 5b είναι πολλαπλάσιο του 17 για κάποιους ακεραίους

a, b τότε να αποδείξετε ότι και ο αριθµός 4a + b είναι πολλαπλάσιο του 17. Ισχύει το

αντίστροφο ;

΄Ασκηση 2.26 Εαν ο αριθµός 5a + 7b είναι πολλαπλάσιο του 31 για κάποιους ακεραίους

a, b τότε να αποδείξετε ότι και ο αριθµός 11a+ 3b είναι πολλαπλάσιο του 31.

΄Ασκηση 2.27 Αποδείξτε το κριτήριο διαιρετότητας του 3 και του 9.
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΄Ασκηση 2.28 Βρείτε τον αριθµό x ώστε ο αριθµός 2x5 να είναι πολλαπλάσιο του 3 (αντί-

στοιχα του 9).

΄Ασκηση 2.29 ∆είξτε ότι η διαφορά δύο διαδοχικών κύβων είναι πάντα περιττός.

΄Ασκηση 2.30 Βρείτε το τελευταίο ψηφίο του 72009
.

΄Ασκηση 2.31 Να δείξετε ότι ο αριθµός A = 20072009 + 20082010 + 20092011
είναι πάντα

πολλαπλάσιο του 15.

΄Ασκηση 2.32 ∆είξτε ότι για καθε n ∈ N ο αριθµός A = 52n+3 · 9n+2 + 32n+1 · 25n+1
είναι

πολλαπλάσιο του 17.

΄Ασκηση 2.33 ∆είξτε ότι ο αριθµός A = 63n + 7n+1 · 32n+1 − 21n · 3n+2
είναι πολλαπλάσιο

του 13.

΄Ασκηση 2.34 Βρείτε τους ϑετικούς ακεραίους x, y που είναι τέτοιοι ώστε 45 | 4xy.

΄Ασκηση 2.35 Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει ακέραιος αριθµός n που να ικανοποιεί την

ισότητα

n(n− 1) + (n− 1)(n+ 1) + n(n+ 1) + 3n5 = 3000000.

(∆ιαγωνισµός «Ο Θαλής» 1996)

΄Ασκηση 2.36 Να δείξετε ότι n2 | (n+ 1)n − 1.

΄Ασκηση 2.37 Αν ο n είναι περιττός ϕυσικός, τότε να δείξετε ότι
n(n+1)

2
|n!.

΄Ασκηση 2.38 Αν
n(n+1)

2
6 | n!, τότε ο n+ 1 είναι πρώτος.

΄Ασκηση 2.39 Να δείξετε ότι 1897 | 2903n − 803n − 464n + 261n.

΄Ασκηση 2.40 Να δείξετε ότι 1001 | 12009 + 22009 + · · ·+ 10002009
.

΄Ασκηση 2.41 Να δείξετε ότι ο αριθµός A = 3 + 32 + 33 + · · · + 31986
είναι πολλαπλάσιο

του 156.

΄Ασκηση 2.42 Να δείξετε ότι για ν᾿1 ο αριθµόςA = 15n+1+3n+1+5·3n+2
είναι πολλαπλάσιο

του 27.

΄Ασκηση 2.43 Να δείξετε ότι ο αριθµός 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
91 άσσoι

είναι σύνθετος.

΄Ασκηση 2.44 Να δείξετε ότι 5 | 199 + 299 + 399 + 499
.

Αλεξανδρος Γ. Συγκελακης 193

Master
Text Box



2.1 Ασκήσεις Α΄ Οµάδας Ασκησεις στη Θεωρια Αριθµων

΄Ασκηση 2.45 Να δείξετε ότι αν a, b ακέραιοι µε ab 6= 1 τότε ο αριθµός a4 + 4b4
είναι

σύνθετος.

΄Ασκηση 2.46 Να δείξετε ότι 100 | 1110 − 1.

΄Ασκηση 2.47 (i) Να δείξετε ότι δεν υπάρχει ακέραιος αριθµός n τέτοιος ώστε ο n3 + 3n
να είναι περιττός.

(ii) Να δείξετε ότι δεν υπάρχουν ακέραιοι αριθµοί x, y τέτοιοι ώστε

5x3 − 4y2 − 6xy + 15x+ 6y − 5 = 0.

(∆ιαγωνισµός «Ο Θαλής» 1996)

΄Ασκηση 2.48 Είναι γνωστό ότι ο αριθµός 27000001 έχει ακριβώς 4 γνήσιους διαιρέτες.

Να ϐρείτε το άθροισµά τους.

΄Ασκηση 2.49 Να δείξετε ότι εαν a3|b2
τότε a|b. Εαν a2|b3

τότε µπορούµε να ϐγάλουµε σαν

συµπέρασµα ότι a|b ;

΄Ασκηση 2.50 Να αποδείξετε ότι το τελευταίο µη µηδενικό ψηφίο του n! είναι πάντα άρτιο

για n ≥ 2.

΄Ασκηση 2.51 Να ϐρεθεί η µεγαλύτερη δύναµη του 15 που διαιρεί το 60!.

΄Ασκηση 2.52 Σε πόσα µηδενικά λήγει ο αριθµός 169! ;

΄Ασκηση 2.53 Σε πόσα µηδενικά λήγει ο αριθµός
500!

200!
;

΄Ασκηση 2.54 (i) Πόσοι ακέραιοι µεταξύ του 500 και του 2000 διαιρούνται και από το

3 αλλά και από το 7 ;

(ii) Πόσοι ακέραιοι µεταξύ του 500 και του 2000 διαιρούνται από το 3 ή από το 7 ;

(iii) Πόσοι ακέραιοι µεταξύ του 500 και του 2000 δεν διαιρούνται από το 3 ή από το 7 ;

΄Ασκηση 2.55 Μια παλιά και δυσδιάκριτη απόδειξη γράφει ότι 36 κοτόπουλα αγοράστηκαν

αντί του ποσού x73.9y •. Λαµβάνοντας υπόψη ότι καθένα κοτόπουλο κοστίζει λιγότερο από

10 •, να ϐρεθούν τα ψηφία που λείπουν.

΄Ασκηση 2.56 Ο 7-ψήφιος αριθµός 72x20y2 όπου οι x, y είναι ψηφία, διαιρείται από το 72.

Ποιές είναι οι δυνατές τιµές που µπορούν να πάρουν τα x, y ;

΄Ασκηση 2.57 Υποθέτουµε ότι ο 792 διαιρεί τον ακέραιο που έχει δεκαδική αναπαράσταση

13xy45z. Να ϐρεθούν τα ψηφία x, y, z.
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2.2 Ασκήσεις Β΄ Οµάδας

΄Ασκηση 2.58 Να αποδείξετε ότι αν n ≥ 3 περιττός ϕυσικός, τότε ο αριθµός 2n + 1 είναι

σύνθετος.

΄Ασκηση 2.59 Να δείξετε ότι ο αριθµός 111 . . .︸ ︷︷ ︸
n άσσoι

2 111 . . .︸ ︷︷ ︸
n άσσoι

είναι σύνθετος για κάθε n ∈ N?
.

(∆ιαγωνισµός «Ο Ευκλείδης» 1997)

΄Ασκηση 2.60 Σε τετραγωνισµένο χαρτί 50×50 τοποθετούµε τους αριθµούς 1, 2, 3, . . . 2500.
Να εξετάσετε εαν είναι δυνατό να τοποθετήσουµε τους αριθµούς αυτούς έτσι ώστε το άθροισµα

των στοιχείων κάθε γραµµής και κάθε στήλης να είναι :

(i) περιττός αριθµός.

(ii) αριθµός µη διαιρετός από το 5.

(∆ιαγωνισµός «Ο Θαλής» 1997)

΄Ασκηση 2.61 Να αποδείξετε ότι εαν ο ϕυσικός αριθµός n > 4 είναι σύνθετος, τότε

n|(n− 1)!

΄Ασκηση 2.62 Να αποδείξετε ότι για κάθε n σύνθετο µε n > 4 ισχύει 2n|(n − 1)! (JBMO
2006)

΄Ασκηση 2.63 Βρείτε τους ϑετικούς ακεραίους που ικανοποιούν την εξίσωση

9(x2 + y2 + 1) + 2(3xy + 2) = 2005.

(JBMO 2005)

΄Ασκηση 2.64 Για τους ακεραίους x, y ισχύει ότι x3 + y3 + (x + y)3 + 30xy = 2000. Να

δείξετε ότι x+ y = 10. (JBMO 2000)

΄Ασκηση 2.65 Καλούµε έναν αριθµό ηµιπρώτο, εάν είναι σύνθετος αλλά όχι διαιρετός από

τους 2,3 και 5. Οι τρεις µικρότεροι είναι οι 49,77,91. Υπάρχουν 168 πρώτοι αριθµοί που

είναι µικρότεροι του 1000. Πόσοι ηµιπρώτοι είναι µικρότεροι του 1000 ;

΄Ασκηση 2.66 ΄Εστω n = 231 · 319
. Πόσοι ϑετικοί διαιρέτες του n2

είναι µικρότεροι του n
αλλά δε διαιρούν το n;.

Αλεξανδρος Γ. Συγκελακης 195

Master
Text Box
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΄Ασκηση 2.67 Να ϐρεθούν οι ϑετικοί ακέραιοι k για τους οποίους ο αριθµός k
1

k−7 είναι

ακέραιος.

΄Ασκηση 2.68 Να αποδείξετε ότι υπάρχουν τουλάχιστον 5 Ϲευγάρια από διαδοχικούς ϑετι-

κούς ακεραίους τέτοιους ώστε το άθροισµα των τετραγώνων των αριθµών σε κάθε Ϲευγάρι

διαιρεί τον αριθµό 22006 + 1. (BMO Shortlist 2006)

΄Ασκηση 2.69 ΄Εστω A = {0, 1, 2, . . . , n} όπου n ∈ N. ΄Εστω S το σύνολο των τριάδων

(a1, a2, a3) όπου a1, a2, a3 ∈ A για τις οποίες |a1− a2| = |a2− a3| . Να ϐρεθεί ο αριθµός των

στοιχείων του συνόλου S (BMO Shortlist 2006)

΄Ασκηση 2.70 Να ϐρεθούν όλες οι τριάδες (m,n, p) ϑετικών ϱητών αριθµών που είναι

τέτοιες ώστε οι αριθµοί m+
1

np
, n+

1

pm
, p+

1

mn
να είναι ακέραιοι. (BMO 2006)

΄Ασκηση 2.71 Να αποδείξετε ότι ο αριθµός 2(2006m2 +2007mn+2008n2) µεm,n ϑετικούς

ακεραίους δεν είναι ποτέ τέλειο τετράγωνο ακεραίου. (Παραλλαγή ϑέµατος διαγωνισµού
«Ο Αρχιµήδης» 1994).

΄Ασκηση 2.72 Να αποδείξετε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n, υπάρχει ϕυσικός αριθµός k
τέτοιος ώστε √

k + 2006n +
√
k =

(√
2007 + 1

)n
.

(Παραλλαγή ϑέµατος 2ης Προκριµατικής Φάσης 1997)

΄Ασκηση 2.73 Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (x − y)3 + (y − z)3 + (z − x)3 = 30 δεν έχει

ακέραιες λύσεις. (1η Προκριµατική Φάση 1997)

΄Ασκηση 2.74 Να ϐρείτε τους ϑετικούς ακεραίους (x, y) που είναι τέτοιοι ώστε y|x2 + 1 και

x2|y3 + 1.

(Μεσογειακός 2002)

΄Ασκηση 2.75 Μπορούµε να ϕτιάξουµε µία ακολουθία από n διαδοχικούς σύνθετους αριθ-

µούς για οποιοδήποτε n ;

΄Ασκηση 2.76 Να ϐρεθούν όλοι οι ϑετικοί ακέραιοι n που είναι τέτοιοι ώστε ο n! να λήγει

σε ακριβώς 40 µηδενικά.

΄Ασκηση 2.77 Αν N είναι ένας αριθµός του οποίου το δεκαδικό ανάπτυγµα έχει 3n ίδια

ψηφία, να αποδείξετε ότι 3n|N .

΄Ασκηση 2.78 Να αποδείξετε ότι ο αριθµός 1 +
1

2
+

1

3
+ · · · + 1

n
δεν είναι ακέραιος για

οποιαδήποτε τιµή του ακεραίου n > 1.
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3 Τέλειες δυνάµεις ακεραίων

3.1 Ασκήσεις Α΄ Οµάδας

΄Ασκηση 3.1 Να δείξετε ότι για n ≥ 1 ο αριθµός 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2n άσσoι

− 222 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n 2−άρια

είναι τετράγωνο ακε-

ϱαίου.

΄Ασκηση 3.2 Να δείξετε ότι για κάθε n ≥ 1, ο αριθµός 444 . . . 4︸ ︷︷ ︸
n 4−άρια

888 . . . 8︸ ︷︷ ︸
n−1 8−άρια

9 είναι τέλειο

τετράγωνο ακεραίου.

΄Ασκηση 3.3 Να ϐρεθούν όλα τα δυνατά υπόλοιπα που µπορεί να αφήσει ένα τέλειο τε-

τράγωνο όταν διαιρεθεί µε το 13.

΄Ασκηση 3.4 Να δείξετε ότι η εξίσωση 4x3 − 7y3 = 2003 δεν έχει ακέραιες λύσεις.

΄Ασκηση 3.5 Να δείξετε ότι η εξίσωση x3 + y4 = 7 δεν έχει ακέραιες λύσεις.

΄Ασκηση 3.6 Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x2−4x−1996−9619−2000 = 0 δεν έχει ακέραια

λύση.

΄Ασκηση 3.7 Αν οι αριθµοί a, a+ d, a+ 2d είναι πρώτοι > 3, να δείξετε ότι 6 | d. (∆ιαγω-
νισµός «Ο Θαλής» 1997)

΄Ασκηση 3.8 Να αποδείξετε ότι στο σύνολο {11, 111, 1111, . . .} δεν υπάρχουν τέλεια τετρά-

γωνα.

΄Ασκηση 3.9 Να ϐρείτε όλους τους πρώτους p που είναι τέτοιοι ώστε ο 17p + 1 να είναι

τέλειο τετράγωνο ακεραίου.

΄Ασκηση 3.10 Να αποδείξετε ότι εαν (a, b) = 1 και το γινόµενο ab = 1 είναι µία τέλεια

k−δύναµη, τότε να αποδείξετε ότι κάθε ένα από τα a, b είναι τέλεια k−δύναµη.

΄Ασκηση 3.11 (i) ΄Εστω a, b, c ϑετικοί ακέραιοι. Να δείξετε ότι εάν οι ab, bc, ac είναι

τέλειοι κύβοι τότε κάθε ένας από τους a, b, c είναι τέλειος κύβος.

(ii) Να εξετάσετε τί συµβαίνει εάν στο προηγούµενο ερώτηµα έχουµε τέλεια k− δύναµη

για k οποιοδήποτε ακέραιο αντί για τέλειο κύβο.

΄Ασκηση 3.12 Υποθέτουµε ότι οι q1, q2, . . . , qn είναι περιττοί πρώτοι αριθµοί. Μπορεί ο

αριθµός N = (q1q2 · · · qn)2 + 1 να είναι τέλειο τετράγωνο ;

΄Ασκηση 3.13 Να αποδείξετε ότι οποιοσδήποτε αριθµός της µορφής 4k + 3 δεν µπορεί να

γραφτεί σαν άθροισµα δύο τετραγώνων.

΄Ασκηση 3.14 Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x2 − 2y2 = 10 δεν έχει ακέραιες λύσεις.

΄Ασκηση 3.15 Να δείξετε ότι εαν ο n έχει περιττό πλήθος διαιρετών τότε ο n είναι τέλειο

τετράγωνο.
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3.2 Ασκήσεις Β΄ Οµάδας

΄Ασκηση 3.16 Να ϐρεθούν όλοι οι ϕυσικοί n για τους οποίους η παράσταση

A = n4 + 4n3 + 5n2 + 6n

είναι τέλειο τετράγωνο ϕυσικού. (∆ιαγωνισµός «Ο Αρχιµήδης» 1997)

΄Ασκηση 3.17 Να αποδείξετε ότι η ισοτιµία x2 ≡ −1 (mod p) έχει λύση µε p πρώτο αριθµό,

αν και µόνο αν ο p είναι της µορφής p = 4k + 1 για κάποιο ακέραιο αριθµό k.

΄Ασκηση 3.18 Εαν ο p είναι πρώτος τότε να δείξετε ότι ο αριθµός A = 7p+ 3p− 4 δεν είναι

τέλειο τετράγωνο ακεραίου. (JBMO 2007)

΄Ασκηση 3.19 Να δείξετε ότι ο αριθµός

A = 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
1997 άσσoι

222 . . . 2︸ ︷︷ ︸
1997 δυάρια

5

είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου. (JBMO 1998)

΄Ασκηση 3.20 Να ϐρεθούν οι ακέραιοι n ≥ 1 ώστε ο n2 + 3n να είναι τέλειο τετράγωνο.

(JBMO 2000)

΄Ασκηση 3.21 ΄Εστω n ϑετικός ακέραιος. ΄Ενας αριθµός A έχει 2n ψηφία καθένα από τα

οποία είναι το 4 και ένας αριθµός B έχει n ψηφία καθένα από τα οποία είναι το 8. Να

δείξετε ότι ο αριθµός A+ 2B + 4 είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου. (JBMO 2003)

΄Ασκηση 3.22 Αν οι ϑετικοί ακέραιοι x, y είναι τέτοιοι ώστε οι αριθµοί 3x+ 4y και 4x+ 3y
να είναι τέλεια τετράγωνα, να δείξετε ότι οι αριθµοί x, y είναι και οι δύο πολλαπλάσια του

7.

΄Ασκηση 3.23 Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε ϑετικούς ακεραίους a, b ο αριθµός

(36a+ b)(a+ 36b) δεν είναι δύναµη του 2.

΄Ασκηση 3.24 Να αποδείξετε ότι το τετράγωνο περιττού αριθµού είναι πάντοτε της µορφής

8n+ 1.

΄Ασκηση 3.25 Να προσδιορίσετε τον πρώτο αριθµό p που είναι τέτοιος ώστε η παράσταση

A = 1 + p+ p2 + p3 + p4
είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου.
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Εφαρµογές

(i) Αν οι a, b, c,m είναι ακέραιοι να αποδείξετε ότι ο αριθµός a2 + b2 + c2 δεν είναι ποτέ
της µορφής 8m+ 7.

(ii) Να δείξετε ότι η παράσταση 2n + 3n + 4n δεν είναι ποτέ τέλειο τετράγωνο ακεραίου
για n > 1 και περιττό.

(iii) Εάν οι a, b, c είναι ακέραιοι µε a2 = b2 + c2 τότε να δείξετε ότι 4|b ή 4|c.

(iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2m − 1 = xn δεν έχει ακέραιες λύσεις αν m,n > 1.

(v) Να αποδείξετε ότι για a, n ϕυσικούς, η παράσταση

A = (a+ 1)n + (a+ 2)n + (a+ 3)n + (a+ 4)n

δεν είναι ποτέ τέλειο τετράγωνο ακεραίου.

(vi) Αν οι αριθµοί a1, a2, . . . , a1998 είναι ϕυσικοί και ικανοποιούν την ισότητα

a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
1997 = a2

1998,

να αποδείξετε ότι δύο τουλάχιστον από αυτούς είναι άρτιοι. (JBMO 1998)

(vii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 3x2 − y2 = 5z δεν έχει ακέραιες λύσεις.

΄Ασκηση 3.26 Να αποδείξετε ότι το τετράγωνο οποιουδήποτε ακεραίου είναι της µορφής 3m
ή 3m+ 1.
Εφαρµογές

(i) Να αποδείξετε ότι το άθροισµα τριών διαδοχικών ακεραίων δεν µπορεί να είναι τέλειο

τετράγωνο.

(ii) Να δείξετε ότι η παράσταση 2n + 3n + 4n δεν είναι ποτέ τέλειο τετράγωνο ακεραίου για

n άρτιο.

(iii) Εάν a, b, c ακέραιοι µε a2 = b2 + c2
, τότε 3|bc.

(iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 3x2 − y2 = 1998 δεν έχει ακέραιες λύσεις.

(v) Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ακέραιο n, ο αριθµός A = (n− 1)3 + n3 + (n+ 1)3

είναι πολλαπλάσιο του 9.

(vi) Να αποδείξετε ότι το άθροισµα των κύβων εννέα διαδοχικών ακεραίων διαιρείται από

το 27.

Αλεξανδρος Γ. Συγκελακης 199

Master
Text Box



3.2 Ασκήσεις Β΄ Οµάδας Ασκησεις στη Θεωρια Αριθµων

΄Ασκηση 3.27 Να αποδείξετε ότι το τετράγωνο οποιουδήποτε ακεραίου είναι της µορφής 5m
ή 5m± 1.
Εφαρµογές

(i) Εάν a, b, c ακέραιοι µε a2 = b2 + c2
τότε 5|abc.

(ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x2 − 5y2 = 200 δεν έχει ακέραιες λύσεις.

(iii) Για n > 3 ϕυσικό, ο αριθµός Sn =
n∑
k=1

k! δεν είναι ποτέ τέλειο τετράγωνο ακεραίου.

(iv) Εάν οι a, b είναι ακέραιοι τέτοιοι ώστε 5|a4 + b4
, τότε να δείξετε ότι 54|a4 + b4

.

(v) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x2 + xy + y2 = 5z2
δεν έχει λύση στους ακεραίους.

΄Ασκηση 3.28 Να αποδείξετε ότι ο κύβος οποιουδήποτε ακεραίου είναι της µορφής 7m ή

7m± 1.
Εφαρµογές

(i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x3 + y3 = 2006 δεν έχει ακέραιες λύσεις.

(ii) Για n > 1 ϕυσικό, ο αριθµός Sn =
n∑
k=1

k! δεν είναι ποτέ τέλειος κύβος ακεραίου.

(iii) Να αποδείξετε ότι η παράσταση A = 1n + 2n + 3n + 4n δεν είναι ποτέ τέλειος κύβος

ακεραίου.

(iv) Να αποδείξετε ότι η παράστασηA = 1+2n+22n
δεν είναι ποτέ τέλειος κύβος ακεραίου.

(v) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 19x3 − 84y2 = 1984 δεν έχει λύσεις στους ακεραίους

(Ρωσία 1984).

(vi) Να αποδείξετε ότι η παράσταση A = 2n + 3n + 5n + 6n δεν είναι ποτέ τέλειος κύβος

ακεραίου.

(vii) Εάν οι αριθµοί a, b, c είναι ακέραιοι τέτοιοι ώστε 7|a3 + b3 + c3
τότε 7|abc.

΄Ασκηση 3.29 Να αποδείξετε ότι ο κύβος οποιουδήποτε ακεραίου είναι της µορφής 9m ή

9m± 1.
Εφαρµογές

(i) Να αποδείξετε ότι το άθροισµα των τετραγώνων τριών διαδοχικών ακεραίων δεν είναι

ποτέ τέλειος κύβος ακεραίου.
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(ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x3 + y3 + z3 = 2003 δεν έχει ακέραιες λύσεις.

(iii) Εάν οι αριθµοί a, b, c είναι ακέραιοι τέτοιοι ώστε 9|a3 + b3 + c3
τότε 3|abc.

(iv) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν άπειροι ακέραιοι που δε γράφονται σαν άθροισµα τριών

τέλειων κύβων ακεραίων αριθµών.

(v) Να αποδείξετε ότι ο αριθµός 123456 καθώς και οποιοσδήποτε 6-ψήφιος προκύψει από

την αντιµετάθεση των ψηφίων του, δεν είναι τέλειος κύβος ακεραίου.

(vi) Εάν οι αριθµοί a, b, c είναι ακέραιοι τέτοιοι ώστε 32|a3 + b3 + c3
να αποδείξετε ότι

36|a3 + b3 + c3
.

(vii) Να ϐρεθούν όλοι οι ϑετικοί ακέραιοι a, b, c που είναι τέτοιοι ώστε a3 + b3 + c3 = 2001.
(JBMO 2001)

΄Ασκηση 3.30 Να αποδείξετε ότι το γινόµενο οποιονδήποτε τεσσάρων διαδοχικών ακεράιων

δεν είναι ποτέ τέλειο τετράγωνο
1

΄Ασκηση 3.31 (i) Να αποδείξετε ότι κανένας αριθµός της µορφής 8k+7 όπου k ακέραιος,

δεν µπορεί να γραφτεί σαν άθροισµα τριών τετραγώνων.

(ii) Να κάνετε χρήση του παραπάνω αποτελέσµατος για να δείξετε ότι κανένας αριθµός

της µορφής 4m(8k+7) όπουm ϑετικός ακέραιος και k ακέραιος, δεν µπορεί να γραφτεί

σαν άθροισµα τριών τετραγώνων.

΄Ασκηση 3.32 Να ϐρείτε το µικρότερο ϑετικό ακέραιο n που είναι τέτοιος ώστε ο
n

3
να είναι

τέλειος κύβος, ο
n

5
να είναι τέλεια πέµπτη δύναµη και ο

n

7
να είναι τέλεια έβδοµη δύναµη.

΄Ασκηση 3.33 Να εξετάσετε εαν υπάρχουν ϑετικές ακέραιες τιµές του x ώστε οι παραστά-

σεις

(i) −5x + 55 + 5x

(ii) 24 + 27 + 2x

να γίνονται τέλεια τετράγωνα. (∆ιαγωνισµός «Ο Αρχιµήδης» 1995)

1Στην πραγµατικότητα αυτό είναι µερικό αποτέλεσµα ενός γενικότερου πολύ ισχυρού ϑεωρήµατος που
οφείλεται στους Erdos και Selfridge (1975) σύµφωνα µε το οποίο το γινόµενο οποιονδήποτε διαδοχικών
ακεραίων δεν είναι ποτέ τέλεια k− δύναµη για οποιονδήποτε k ≥ 2.
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Ασκησεις στη Θεωρια Αριθµων

4 Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης και Ελάχιστο Κοινό Πολ-
λαπλάσιο

4.1 Ασκήσεις Α΄ Οµάδας

΄Ασκηση 4.1 Για οποιουσδήποτε µη µηδενικούς ακεραίους a, b, να δείξετε ότι

(a, b) = [a, b]⇔ |a| = |b|.

΄Ασκηση 4.2 Αν a, b, c ϕυσικοί και (a, b, c)[a, b, c] = abc να δείξετε ότι

(a, b) = (b, c) = (c, a) = 1.

΄Ασκηση 4.3 Για οποιουσδήποτε ϕυσικούς a, b, c να αποδειχθούν οι ισότητες :

(i) (a, [b, c]) = [(a, b), (a, c)],

(ii) [a, (b, c)] = ([a, b], [a, c]).

΄Ασκηση 4.4 Για οποιουσδήποτε µη µηδενικούς ακεραίους a, b, c να δείξετε ότι

([a, b], [b, c], [c, a]) = [(a, b), (b, c), (c, a)].

΄Ασκηση 4.5 Αν οι ϕυσικοί m,n είναι πρώτοι µεταξύ τους, να δείξετε ότι(
m2 + n2,m+ n

)
) ∈ {1, 2}.

΄Ασκηση 4.6 ∆είξτε ότι (15n2 + 8n+ 6, 30n2 + 21n+ 13) = 1 για κάθε n ϕυσικό.

΄Ασκηση 4.7 ΄Εστω a, b, c ϕυσικοί αριθµοί τέτοιοι ώστε η παράσταση

K =
a+ 1

b
+
b+ 1

c
+
c+ 1

a

είναι ϕυσικός. Να αποδείξετε ότι (a, b, c) ≤ 3
√
ab+ bc+ ca.

΄Ασκηση 4.8 Να αποδείξετε ότι το κλάσµα
n4 + 3n2 + 1

n3 + 2n
είναι ανάγωγο για κάθε n ∈ Z?.

΄Ασκηση 4.9 ΄Εστω a, b, c, d ϑετικοί ακέραιοι µε b 6= d. Να δείξετε ότι εάν τα κλάσµατα
a

b
και

c

d
είναι ανάγωγα τότε η παράσταση

a

b
+
c

d
δεν είναι ακέραιος.

΄Ασκηση 4.10 Να δείξετε ότι οι αριθµοί n! + 1 και (n+ 1)! + 1 είναι πρώτοι µεταξύ τους.
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΄Ασκηση 4.11 Εαν (a, b) = 1 τότε να δείξετε ότι (a+ b, a− b) = 1 ή 2.

΄Ασκηση 4.12 Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό αριθµό n, τα παρακάτω Ϲεύγη

αριθµών είναι αριθµοί πρώτοι µεταξύ τους :

(i) 6n+ 5 και 7n+ 6,

(ii) 10n+ 3 και 15n+ 4,

(iii) 4 · 7n + 3 και 5 · 7n + 4.

΄Ασκηση 4.13 Εαν (a, b) = 1 και c|a+ b, να δείξετε ότι (a, c) = (b, c) = 1.

΄Ασκηση 4.14 Να δείξετε ότι εαν (b, c) = 1 και m|b τότε (m, c) = 1.

΄Ασκηση 4.15 Με τον Ευκλείδειο Αλγόριθµο ϐρείτε το (93,51) καθώς επίσης και ακεραίους

a, b που είναι τέτοιοι ώστε 93a+ 51b = (93, 51).

΄Ασκηση 4.16 Βρείτε τους ϕυσικούς a, b που είναι τέτοιοι ώστε a+b = 1089 και (a, b) = 121.

΄Ασκηση 4.17 Βρείτε τους ϕυσικούς a, b που είναι τέτοιοι ώστε ab = 1600 και

[a, b] = 4 · (a, b).

΄Ασκηση 4.18 Βρείτε τους ϕυσικούς a, b µε a < b που είναι τέτοιοι ώστε [a, b]− (a, b) = 34.

΄Ασκηση 4.19 Εαν τοποθετήσουµε τους µαθητές ενός σχολείου σε σειρά 2,3,4,5 ή 6 µαθη-

τών τότε περισσεύει κάθε ϕορά ένας µαθητής αλλά εαν τους τοποθετήσουµε σε σειρά των

7, τότε όλες οι σειρές είναι πλήρεις και δεν περισσεύει κανένας µαθητής. Να ϐρείτε τον

ελάχιστο αριθµό µαθητών που µπορεί να έχει το σχολείο.

΄Ασκηση 4.20 Να δείξετε ότι εαν b ϑετικός ακέραιος τότε ακριβώς (b, n) από τους αριθµούς

n, 2n, 3n, . . . , bn είναι πολλαπλάσια του b.

΄Ασκηση 4.21 Ποιός είναι ο ελάχιστος ϑετικός ϱητός αριθµός που µπορεί να εκφραστεί στη

µορφή
x

30
+

y

36
µε x, y ακεραίους ;
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4.2 Ασκήσεις Β΄ Οµάδας

΄Ασκηση 4.22 Για οποιουσδήποτε ϕυσικούς a,m, n µε a ≥ 2, να δείξετε ότι

(am − 1, an − 1) = a(m,n) − 1.

΄Ασκηση 4.23 Ο αριθµός An = 23n + 36n+2 + 56n+2
ορίζεται για n = 0, 1, 2, . . . , 1999. Να

ϐρείτε το µέγιστο κοινό διαιρέτη των αριθµών A0, A1, A2, . . . , A1999. (JBMO 1999)

΄Ασκηση 4.24 ΄Εστωm,n ϑετικοί ακέραιοι τέτοιοι ώστε [m,n]+(m,n) = m+n. Να δείξετε

ότι ένας από τους δύο αριθµούς είναι διαιρετός από τον άλλο. (Ρωσία 1995)

΄Ασκηση 4.25 Να αποδείξετε ότι το κλάσµα
21n+ 4

14n+ 3
είναι ανάγωγο για κάθε n ∈ Z. (IMO

1959)

΄Ασκηση 4.26 Το άθροισµα δύο ϑετικών ακεραίων είναι ίσο µε 5432 και το ελάχιστο κοινό

πολλαπλάσιό τους είναι 223020. Να ϐρείτε τους δύο αριθµούς.

΄Ασκηση 4.27 Εαν (a, b) = 10 να ϐρείτε όλες τις πιθανές τιµές που παίρνει το (a3, b4).

΄Ασκηση 4.28 Ας υποθέσουµε ότι ο n είναι ϑετικός ακέραιος και έχει r διακεκριµένους

πρώτους διαιρέτες. Να δείξετε ότι υπάρχουν 2r διατεταγµένα Ϲεύγη (x, y) πρώτων µεταξύ

τους ακεραίων τέτοια ώστε xy = n.
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