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Οη πξάμεηο ηωλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ θαη νη ηδηόηεηεο ηνπο 
 

Γπλάκεηο 
 

Οξηζκόο: 




      
 παξάγνληεο

... ,   1 ,  .   

                 Αθόκε νξίδνπκε όηη:   1  θαη κε   0 : 



    



0 1
1  . 

Ιδηόηεηεο 

1.                            2.  
              

3. 







 


                           4. 





  
  

  
   5.  


     

 

 ΓΙΟΦΑΝΣΟ  (200 – 284 κ.Φ ) ( «παηέξαο ηεο άιγεβξαο»)  

(Λαηηληθή κεηάθξαζε ησλ Αξηζκεηηθώλ, 1621) 

 Σην έξγν ηνπ  Αξηζκεηηθά,  ππάξρεη  ζπζηεκαηηθή ρξήζε 

ζπληνκεύζεσλ γηα ηηο δπλάκεηο ησλ αξηζκώλ θαζώο θαη γηα ηηο ζρέζεηο 

θαη πξάμεηο ησλ αξηζκώλ. 

Έλαο άγλωζηνο αξηζκόο ζπκβνιίδεηαη από έλα ζύκβνιν πνπ κνηάδεη 

κε ην γξάκκα ο (ίζσο, πξνέθπςε από ην ηειεπηαίν γξάκκα ηεο ιέμεο 

αξηζκόο) , ην ηεηξάγωλν ηνπ ζπκβνιίδεηαη Γ
Τ
,  ν θύβνο ηνπ σο Κ

Τ
, ε 

ηέηαξηε δύλακε (πνπ νλνκάδεηαη ηεηξάγσλν-ηεηξάγσλν) σο Γ
Υ
Γ, ε 

πέκπηε δύλακε ή ηεηξάγσλν-θύβνο σο ΓΚ
Υ 

θαη ή έθηε δύλακε ή θύβνο-θύβνο σο Κ
Υ
Κ.  

Έηζη, ην x
2
 ζπκβνιίδεηαη Γ

Υ
, ην x

3 
Κ

Υ
, ην x

4
 Γ

Υ
Γ, x

5
 ΓΚ

Υ
, ην x

6
 Κ

Υ
Κ θνθ.  

Φξεζηκνπνηεί επίζεο όξνπο θαη ζύκβνια γηα ηνπο αληίζηξνθνπο ηωλ δηάθνξωλ 

δπλάκεωλ, δειαδή γηα ηνπο 1/x, 1/x
2
…, όπσο γηα παξάδεηγκα επεηδή γ = 3, ην γ΄= 1/3, 

θαη επεηδή ηα = 11, ην ηα΄= 1/11 θιπ (δειαδή ην αληίζηνηρν αξηζκεηηθό ζύκβνιν κε έλα 

ηόλν), ν Γηόθαληνο ρξεζηκνπνηεί έλα ζεκάδη δίπια από ηα ζύκβνια γηα ηνπο x
2
, x

3
, 

…πξνθεηκέλνπ λα ζπκβνιίζεη ηνπο αληίζηξνθνπο ηνπο. Η πξόζζεζε όξσλ γίλεηαη απιά 

κε ηελ παξάζεζε ησλ ζπκβόισλ ησλ όξσλ, ελώ γηα ηελ  αθαίξεζε  ηνπνζεηεί έλα 

γξάκκα, κπξνζηά από ηνπο πξνο αθαίξεζε όξνπο. Με απηνύ ηνπ είδνπο ηνλ 

ζπκβνιηζκό, ν Γηόθαληνο είλαη ζε ζέζε λα γξάςεη πνιπώλπκα  ζρεδόλ όζν ζύληνκα ηα 

γξάθνπκε θη εκείο ζήκεξα.  

Τν πνιπώλπκν 2x
4
 +3x

3
 – 4x

2
 + 5x – 6 γηα παξάδεηγκα γξάθεηαη θάπσο έηζη 

ΓΓ2Κ3x5ΜΓ4κ6 όπνπ ηα γξάκκαηα Γ, Κ, x, Μ θαη κ έρνπλ ηε ζέζε ηνπ «ηεηξάγσλν», 

«θύβνο», «άγλσζηνο», «κείνλ» θαη ηεο «κνλάδαο» αληίζηνηρα, θαη ηα ζεκεξηλά ςεθία 

αληηθαηέζηεζαλ ηα ειιεληθά αιθαβεηηθά ζύκβνια πνπ ρξεζηκνπνηνύληαλ ηελ επνρή 

ηνπ Γηόθαληνπ. 

Γλσξίδεηε κε πνηά ειιεληθά γξάκκαηα ζπκβόιηδαλ ηνπο αξηζκνύο; 

…………………………………………………………………………………… 

 Να γξάςεηε κε ηνλ ζπκβνιηζκό ηνπ Γηόθαληνπ ην πνιπώλπκν  

3x
4
 – 5x

3
 + 6x

2
 – x + 2  ………………………………………………………….. 
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ΓΤΝΑΜΔΙ 

  Newton, Isaac, 1643 – 1727) Arithmetica Universalis, translated by 

D. T. Whiteside, Cambridge     University Press, 1972. : 

Απόζπαζκα: 

Δάλ κία πνζόηεηα πνιιαπιαζηάδεηαη κε ηνλ εαπηό ηεο, γηα ζπληνκία ν 

αξηζκόο ησλ παξαγόλησλ ζπλήζσο πξνζαξηάηαη. Έηζη, ζηε ζέζε ηνπ 

aaa γξάθνπκε a
3
, ζηε ζέζε ηνπ aaaa 

γξάθνπκε a
4
, ζηε ζέζε ηνπ aaaaa γξάθνπκε  a

5
θαη ζηε ζέζε ηνπ  aaabb 

γξάθνπκε a
3
bb ή a

3
b

2
. Δάλ αο πνύκε, ην a είλαη 5 θαη ην b είλαη 2, ηόηε 

ην a
3
 είλαη 5×5×5 ή 125, ην a

4
, ζα είλαη  5×5×5×5 ή 625, θαη ην a

3
b

2
 ζα είλαη  

5×5×5×2×2 ή 500. Δδώ ζεκεηώζηε όηη έλαο αξηζκόο γξακκέλνο ακέζσο κεηαμύ δύν 

κεηαβιεηώλ ζρεηίδεηαη πάληα κε απηή πνπ πξνεγείηαη. Έηζη ην «3» ζηε πνζόηεηα a
3
b

2 

δελ ζεκαίλεη όηη ην b
2
 πξέπεη λα παξζεί 3 θνξέο, αιιά δειώλεη όηη ην a  πξέπεη λα  

πνιιαπιαζηαζηεί κε ηνλ εαπηό ηνπ δύν θνξέο. Παξαηεξείζηε επίζεο όηη απηέο νη 

πνζόηεηεο ιέγεηαη όηη είλαη ηόζσλ δηαζηάζεωλ, δπλάκεσλ όζσλ πεξηιακβάλνπλ 

παξαγόλησλ ή πνζνηήησλ πνπ πνιιαπιαζηάδεη ε κία ηελ άιιε, θαη όηη ν αξηζκόο πνπ 

πξνζαξηάηαη νλνκάδεηαη ν δείθηεο ηεο δύλακεο ή δηάζηαζε ηνπο. Έηζη ην a
2
 είλαη δύν 

δηαζηάζεωλ ή δπλάκεωλ, ελώ ην a
3
 θαζώο ν πξνζαξηεκέλνο αξηζκόο «3» δείρλεη, είλαη 

ηξηώλ. Δπίζεο ν  a
2
 απνθαιείηαη ην ηεηξάγσλν, ν  a

3
 ν θύβνο, ν a

4
 ην ηεηξάγσλν-

ηεηξάγσλν (ηέηαξηε δύλακε), ν  a
5
 ην ηεηξάγσλν-θύβνο (πέκπηε δύλακε), ν a

6
 σο ν 

θύβνο-θύβνο (έθηε δύλακε), ν a
7
 σο ηεηξάγσλν-ηεηξάγσλν-θύβνο (έβδνκε δύλακε) θαη 

νύησ θαζεμήο.  

 

Αζθήζεηο 
 

1. Να απινπνηήζεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

   α)  
3

2 4x 5x   β) 2 4x x   γ)  
5

2
3x




 
  

     δ)    
3 2

2 22x : x



 

   ε)  
2

3 3xy x y      ζη)    2 22x 2x      δ)    
3 4 5x x x     

   ε) 
3 6

4 2

6x y

2x y




       ζ) 

 

2 4

3
3 7

x x

x x

 


    η) 

2 8 4 6

3 5 5 2

4 2
:

x y x y 

   

 
 

   θ) 

3 2
2 1 3 2

2 42
2 2


       

     
   

  ι) 

 

   

 

4 8
20 2 2100 8 4

2 39
49 3 2 6 14

813
:

9 3

 


  

    

    
 

 

2. Να γξάςεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο σο κία δύλακε: 

   
77 77 773 3 3       

102 101 1002 2 2           
59 292 4    

17 18 18 172 3 2 3      

 

3. Αλ νη αξηζκνί α,β είλαη αληίζηξνθνη, λα απνδείμεηε όηη:   

           
 

   

2

47 3

0 1
18 2 7

: 1









     
 

   
 

 

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/PictDisplay/Newton.html
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4. Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο:  
 

 

 
33 212 4 2 5

2 2 4
5 3 5a

 


 

     
    

     

 γηα  

      1821   θαη 
1

1821
  . 

 

5. Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο 
5 10 15 20

25 5 20

25 15 12 14

6 32 35

  
 

 
. 

 

Σαπηόηεηεο 

1.       
2 2 2

2        2.       
2 2 2

2  

3.          
3 3 2 2 3

3 3       4.          
3 3 2 2 3

3 3  

5.       2 2
             6.          3 3 2 2

      

7.         3 3 2 2
 

8.               
2 2 2 2

2 2 2  

 

6. Να βξείηε ηα αλαπηύγκαηα: 

α)  
2

2 5         β)  
2

6 3x 2x  γ)  
2

3x y       δ)  
2

5 6     

ε)   2 3 2 3          ζη)   x 5 5 x   δ)   x 2y x 2y    

ε)  
3

2x 5y        ζ)  
3

2x 2   η)   2x 1 x x 1    

θ)   22 1 4 2 1       ι)    
2 2

4 x 3 2x 3    

κ)       
3 3

2 2 3 1 3 3       

 

7. Με ηε βνήζεηα ησλ ηαπηνηήησλ λα βξείηε ηηο παξαθάησ ηηκέο: 

   α) 
2 2504 502  β) 

6 210 999     γ) 997 1003     δ)
2 288 2 88 12 12               

   ε) 2999 2 999 1    ζη) 
2101     δ) 

299  

8. α) Να απνδείμεηε όηη 

2 2
1 1

x x 4
x x

   
      

   
 

    β) Να ππνινγίζεηε ηε παξάζηαζε 

2 2
1 1

1821 1821
1821 1821

   
       

   
. 

9. Αλ 
1

x 6
x

  , λα ππνινγίζεηε ηηο αξηζκεηηθέο ηηκέο ησλ παξαζηάζεσλ: 

α) 
2

2

1
x

x
  β) 

3

3

1
x

x
  

10. Να απνδείμεηε όηη ην πνιπώλπκν        
2 2 2

P x 3x 1 4x 3 5x 3       είλαη  

    ζηαζεξό. 
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Παξαγνληνπνίεζε 
 

Η δηαδηθαζία κε ηελ νπνία κία παξάζηαζε, πνπ είλαη άζξνηζκα κεηαηξέπεηαη ζε 

γηλόκελν παξαγόληωλ, ιέγεηαη παξαγνληνπνίεζε. 

α) Κνηλόο παξάγνληαο 

Αλ όινη νη όξνη κηαο παξάζηαζεο έρνπλ θνηλό παξάγνληα, ηόηε ε παξάζηαζε 

κεηαηξέπεηαη ζε γηλόκελν κε ηε ρξήζε ηεο επηκεξηζηηθήο ηδηόηεηαο. 

π.ρ:  x y z x y z        

 

β) Οκαδνπνίεζε 

Σηελ παξάζηαζε x y x y     δελ ππάξρεη θνηλόο παξάγνληαο ζε όινπο ηνπο 

όξνπο. Όκσο αλ από ηνπο δύν πξώηνπο όξνπο βγάινπκε θνηλό παξάγνληα ην α θαη από 

ηνπο δύν ηειεπηαίνπο ην β ε παξάζηαζε γίλεηαη: 

   x y x y     θαη έηζη ζρεκαηίδνληαη δύν θαηλνύξγηνη όξνη κε θνηλό παξάγνληα 

ην x y .  Οπόηε: 

      x y x y x y x y x y             

   

γ) Γηαθνξά ηεηξαγώλωλ:       2 2
 

π.ρ:   2 2 2x 4 x 2 x 2 x 2       

 

δ) Γηαθνξά - Άζξνηζκα θύβωλ 

         3 3 2 2
 θαη         3 3 2 2

 

π.ρ:   3 3 3 2x 8 x 2 x 2 x 2x 4       ,     3 3 3 2x 8 x 2 x 2 x 2x 4        

 

ε) Αλάπηπγκα ηεηξαγώλνπ 

      
22 2

2  θαη       
22 2

2  

π.ρ:  
22 2 2x 2x 1 x 2 x 1 1 x 1         ,    

22 2x 4x 4 x 2 x 2 2 x 2          

 

ζη) Παξαγνληνπνίεζε ηξηωλύκνπ 

    2 2x x x x x x x           

π.ρ:   2x 5x 6 x 2 x 3      κε 5 6      

 

11. Να παξαγνληνπνηήζεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

  α) 2 2          β) 
29x 3x           γ)    x x 3 7 x 3    

  δ)    2 x 1 1 x           ε)    x y y x         ζη)      2x 3 x 5 x 2 x 5    
    

  
δ) 

29 x        ε) 
2 236 9                      ζ) 

6 4x y    

  η) 
4 4         θ) 

33x 3x          ι)  
2 22 4     

 κ)    
2 2

         λ)
5x 16x                      μ) 

3x 8            ν) 
38x 27  
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12. Να παξαγνληνπνηήζεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο 

   α) x y x y          β) 
2x y xy x        γ) 2 2 1              δ) 

24x 4x 1      

   ε) 29y 12y 4      ζη) 3 2x 6x 9x               δ) 2x 7x 6            ε) 2x 6x 5 

   

13.  Να απινπνηήζεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

  α) 
3 2

3

8 16

4

    

  
      β) 

2

2

x 3x 2

x 4

 


 

  γ)
2 2

2 2

3 4 9

2 3 4 12 9

    


      
   δ) 

2

3 2

4 2
:

8 2 4

   

     
 

 

14. Να απινπνηήζεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

   α) 
4 2

3 2

8 16

4 4

   

    
     β) 

2 2

3 2

25 5 25

125 10 25

     


     
     

   γ) 
2 2

2

4x 4x 1 12x 3
:

6x 3x 2x

  


     δ)    

22 1 1x y x y


     

 

15. Γίλνληαη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί α, β, γ, δ κε β ≠ 0 θαη δ ≠ γ ώζηε λα  ηζρύνπλ:  

   4
 




 θαη 
1

4




  
 

   α) Να απνδείμεηε όηη 3   θαη 5   .   

   β) Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο:
 

 
 

 

 

16. Να βξείηε ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α,β,γ γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη όηη: 

       
2 3 4

  
   θαη 3 2 16    . 

 

17. Αλ 
 


 
, λα απνδείμεηε όηη: 

32 2

2 2

       
  

      
. 

 

Γηάηαμε πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ 
 

Οξηζκόο:  Έλαο αξηζκόο α ιέκε όηη είλαη κεγαιύηεξνο από έλαλ αξηζκό β, θαη    

                  γξάθνπκε    , όηαλ ε δηαθνξά   είλαη ζεηηθόο αξηζκόο. 

                  Γειαδή    0 . 

Ιδηόηεηεο 

 2
0   γηα θάζε   (ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν όηαλ 0  )  

    - 
2 2

0 0  0         

    - 
2 2

0 0 ή 0        

  0  0 0        
Τν άζξνηζκα δύν ζεηηθώλ αξηζκώλ    

 είλαη ζεηηθόο αξηζκόο 
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  0  0 0        

 ,  ό 0 0


        


 

 ,  ό 0 0


        


 

              

        

 Αλ 0  , ηόηε:        

 Αλ 0  , ηόηε:        

                  

 Αλ , , , 0     , ηόηε:                  

 Αλ α,β ζεηηθνί αξηζκνί θαη λ ζεηηθόο αθέξαηνο, ηόηε: 
     . 

 Αλ α,β ζεηηθνί αξηζκνί θαη λ ζεηηθόο αθέξαηνο, ηόηε: 
     . 

 
18. Να απνδείμεηε όηη: 

   α) 
2 4 4          β) 

2x 16 8x          γ)  
2 24 8      

   δ) 
2 2 3 0                ε) 

23x 4x 4 0          ζη) 
2 2 4 2 5 0       

   δ) 2 4 5 0         ε) 22 4 4 0           ζ)
 

2 2 2 2 2 0       

 

19. α) Να απνδείμεηε όηη γηα νπνηνπζδήπνηε πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο x, y ηζρύεη:        

       
2 2 2 2(x 1) (y 3) x y 2x 6y 10         

      β) Να βξείηε ηνπο αξηζκνύο x, y ώζηε:
2 2x y 2x 6y 10 0      

 

20. Να απνδεηρζνύλ νη παξαθάησ πξνηάζεηο: 

α)
22x – 4x 5 0        γηα θάζε x     

β) 
2 2x y   12x 4y – 40    γηα θάζε x,y   

γ)  
22 2 1

–
4

      γηα θάζε α,β     

δ) 
2 2α β 25 6α 8β   γηα θάζε  α,β       

 

21. Να απνδείμεηε όηη:     
22 2 2 2x y x y      . 

 

22. Αλ x 2 , λα απνδείμεηε όηη: 3x 2 x 6   . 

 

23. Αλ x 1 , λα απνδείμεηε όηη: 5x 2 2x 5   . 

 

Τν άζξνηζκα δύν αξλεηηθώλ αξηζκώλ  

 είλαη αξλεηηθόο αξηζκόο 
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24. α) Αλ α,β νκόζεκνη λα απνδείμεηε όηη: 2
 
 

 
. 

    β) Αλ α,β,γ νκόζεκνη, λα απνδείμεηε όηη:   

                                         6            

 

25. Αλ 1  , λα απνδείμεηε όηη: 3 21   . 

 

26. Αλ 1   θαη 1   λα δείμεηε όηη  1
1

 


 
. 

 

27. Αλ 0  ηόηε 
2 2 

  2

   


 
. 

 

28. Αλ    λα δείμεηε όηη  
3 3 2 2  –    . 

 

29. Αλ 0 1   ,ηόηε 

α) λα απνδείμεηε όηη: 3  . 

β) λα δηαηάμεηε από ην κηθξόηεξν πξνο ην κεγαιύηεξν ηνπο αξηζκνύο:  
3 1

0, , 1, , 


. 

 

30. Αλ 0  ,ηόηε: 

α) Να δηαηάμεηε από ηνλ κηθξόηεξν ζην κεγαιύηεξν ηνπο αξηζκνύο 1,  ,  
 

 
. 

β) Να απνδείμεηε όηη πάλσ ζηνλ άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ ν 



 βξίζθεηαη  

    πιεζηέζηεξα ζην 1 από όηη ν 



 . 

 

31. Αλ 6 x 8   θαη 2 y 3  , λα απνδείμεηε όηη: 

    α) 8 x y 11         β) 3 x y 6          γ) 18 2x 3y 25           δ) 
x 2

1 2
y 1


 


 

 

32. Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο: 

  α) 
14 216 9   θαη 21 146 9   β) 

9 710 5  θαη 255    

 

33. Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο: 

  α)  
2

x 1  θαη  2 x 5   β)  
2

x 3  θαη  2 2x 3    

 

34. Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο:  

   α) 
2 2Α α β 13    θαη Β 4α 6β    β) 

2 2Α α β 20    θαη Β 8α 4β  . 
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35. Αλ 0   , λα ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο: 
2 2

2 2

 
 

 
 θαη 

 
 

 
. 

36. Αλ 0   , λα ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο:  
3

     θαη 
3 3   . 

 

 

37. Να δείμεηε όηη    
2
  3          γηα θάζε  α, β,γ . 

 

38. Αλ    θαη θ, ι, κ ζεηηθνί λα απνδείμεηε όηη  
 

  
   

   
. 

 

39. Οξζνγώλην παξαιιειόγξακκν έρεη κήθνο x εθαηνζηά θαη πιάηνο y εθαηνζηά,  

    αληίζηνηρα. Αλ γηα ηα κήθε x θαη y ηζρύεη: 4 x 7  θαη 2 y 3  ηόηε: 

   α) Να βξείηε ηα όξηα κεηαμύ ησλ νπνίσλ πεξηέρεηαη ε ηηκή ηεο πεξηκέηξνπ ηνπ  

      νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ.      

   β) Αλ ην x κεησζεί θαηά 1 θαη ην y ηξηπιαζηαζηεί, λα βξείηε ηα όξηα κεηαμύ ησλ  

      νπνίσλ πεξηέρεηαη ε ηηκή ηεο πεξηκέηξνπ ηνπ λένπ νξζνγσλίνπ  

      παξαιιεινγξάκκνπ.       

 

40. Γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α , β ηζρύνπλ: 2 4    θαη  4 3   . Να  

    βξείηε ηα όξηα κεηαμύ ησλ νπνίσλ πεξηέρεηαη ε ηηκή θαζεκηάο από ηηο  

     παξαζηάζεηο: 

    α)  2                                                                                   β)  
2 2                                                                                           

 

41. Γίλνληαη νη παξαζηάζεηο: 
2 22 9     θαη  2 3    ,  όπνπ ,  . 

   α) Να δείμεηε όηη:     2 2 22 6 9                    

   β) Να δείμεηε όηη:   , γηα θάζε ηηκή ησλ ,    .                          

   γ) Γηα πνηεο ηηκέο ησλ ,    ηζρύεη ε ηζόηεηα   ;  Να αηηηνινγήζεηε ηελ  

        απάληεζή ζαο.   

 

42. Γίλνληαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί α, β, κε 0   θαη 0  . Να απνδείμεηε όηη: 

    α)  
4

4  


    β)  
4 4

16
  

       
    

                   

 

Απόιπηε ηηκή πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ 
 

Κη αθνύ νη έκπνξνη απ' ηα πινία βγάδνπλ πινύηε 

δίθην ζα 'ρσ λα αξρίζσ απ' ηε ζπληερλία εηνύηε. 

Τα πινία ζηε ζάιαζζα κε παληά θαη κε θνππηά, 

ηα βξήθαλ θαη ηα έθηηαμαλ γεσκεηξηθά κπαιά. 

Αβάθηα θη άγθπξεο, ηξνραιίεο θαη ππμίδεο, 

ηηο βξήθε ε ηέρλε ε γεσκεηξηθή θη εθείλεο. 
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Κη αλ πεηο γηα ηα βαξνύιθα θαη η' άιια κέξε, 

θη απηά ε γεσκεηξία ηα 'ρεη θαηαθέξεη. 

Μαξαγθνί, ραξάθηεο, μπινπξγνί θη νηθνδόκνη, 

δσγξάθνη, γιύπηεο θη άιινη πνιινί αθόκε, 

Κεληήζηξεο, ρξπζνρόνη, αλ έρνπλε κπαιό, 

ζηε γεσκεηξία ην ρξσζηάλ ην ράξηζκα απηό. 

Τν θάξν θαη η' αιέηξη πνπ ηξαβάλ ίζεο γξακκέο 

ε γεσκεηξία ηα θθηάλεη, αιιά θαη νη δνπιεηέο 

ησλ παπνπηζήδσλ ησλ ξαθηώλ κε θηνξηηνύξεο δηάθνξεο 

δελ πηάλνπλ θξάγθν αλ δελ έρνπλε αλαινγίεο άςνγεο. 

Κη νη πθάληξεο κε γεσκεηξία θάλνπλε ην δηθό ηνπο, 

ηεο θαληαζίαο άβαθα έρνπλ ηνλ αξγαιεηό ηνπο. 

Ο ηξνρόο πνπ γπξλά, ε πέηξα πνπ ιηαλίδεη, 

ν κύινο πνπ κε ην λεξό θαη ηνπο κνρινύο γπξίδεη, 

Δίλαη δνπιεηέο ηεο γεσκεηξίαο παξάμελεο θαη ζαπκαζηέο 

θη αλ δελ ηεο είρακε, κόλνη καο δελ ζα ηηο βξίζθακε πνηέο. 

Κη όια όζα γίλνληαη κε κέηξα θαη ζηαζκά, 

ρσξίο απόδεημε γεσκεηξηθή, πνηνο ζα ηα πάξεη ζνβαξά; 

Καη ηα ξνιόγηα πνύ γίλαλ ηηο ώξεο γηα λα ιέλε, 

ηελ πην κεγάιε εθεύξεζε πνπ έγηλε πνηέ, 

ηώξα πνπ ηα 'ρνπλ όινη θαλείο δελ ηα πξνζέρεη, 

ηελ ηέρλε πνπ 'ρνπλ κέζα ηνπο θαλείο δελ ηελ ακείβεη 

Μα αλ ήηαλ λα 'λαη ζπάληα θη έθηηαρλε θάπνηνο έλα 

κε γεσκεηξία άςνγε, ζα ην κάζαηλαλ όινη 

πσο απ' ηηο ηέρλεο όιεο πην ρξήζηκε είλαη κία, 

θαη ην όλνκα απηήο, Γεσκεηξία. 

Ρόκπεξη Ρέθνξλη, Ο δξόκνο γηα ηε γλώζε, 1551 

 

Οξηζκόο 

Η απόιπηε ηηκή ελόο πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ α ζπκβνιίδεηαη κε  θαη νξίδεηαη από 

ηνλ ηύπν: 
  

  
  

0

0
. 

 

πλέπεηεο ηνπ νξηζκνύ 

   1.  x x       2.    x 0 x 0  

   3.     x y 0 x y 0     4.  
 

2 2
x x ,  . 

   5.   x y x y  ή  x y     6. x x  θαη  x x  γηα θάζε x        

   7.   x x x  γηα θάζε x  

 

Απόζηαζε δύν αξηζκώλ 

Αλ ζεσξήζνπκε δύν αξηζκνύο α,β πνπ παξηζηάλνληαη πάλσ ζηνλ άμνλα κε ηα ζεκεία Α 

θαη Β αληίζηνηρα, ηόηε ην κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ ιέγεηαη απόζηαζε ησλ αξηζκώλ α θαη 

β θαη ηζρύεη:     d ,     

Δίλαη πξνθαλέο όηη d(α,β) = d(β,α) 
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43. Να απινπνηεζεί ε παξάζηαζε : 
2x 1 3y 2 x y z

3 2
1 2x 2 3y y x z

   
 

   



  

 

44. Να γξάςεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο ρσξίο απόιπηε ηηκή 

x 2 3x 5        x 3 2x 1      

x 3 2 x 1 x          2x 2 3 x 3 3x 1          

 

45. Να γξάςεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο ρσξίο απόιπηε ηηκή: 

 2 x 1 3 x                                  B x 3 3 x 1 1      

  2x 2 3 x 3 2 x 4                      
2x 2x 1     

 

46. Αλ x 1 , λα γξάςεηε ρσξίο ηηο απόιπηεο ηηκέο, ηελ παξάζηαζε:            

          A x 3 2 x 1 2 x       

 

47. Αλ x 2 , λα γξάςεηε ρσξίο ηηο απόιπηεο ηηκέο, ηελ παξάζηαζε:     

      A x 2 2 3 x x 4       

 

48. Αλ 1 x 2   λα απινπνηεζεί ε παξάζηαζε x 2 x 1 3 x      . 

 

49. Γίλεηαη ε παξάζηαζε: A x 1  y 3     , κε x, y πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο, γηα ηνπο  

     νπνίνπο ηζρύεη:  1 x 4  θαη  2 y 3  .Να απνδείμεηε όηη:  

    α)  A x y 2      β)  0 A 4  .   

 

50. Αλ  x 1,2 , λα απνδείμεηε όηη: 3 x x 1 2 3 x 5      . 

 

51. Γίλεηαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο x γηα ηνλ νπνίν ηζρύεη: x 2 3   

   α) Να απνδείμεηε όηη:  1 x 5   .       

   β) Να απινπνηήζεηε ηελ παξάζηαζε: 
| x 1| | x 5 |

K
3

  
   

 

52. Γηα ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό x ηζρύεη:  d 2x,3 3 – 2x  

 α) Να απνδείμεηε όηη 
3

x
2

 .       

 β) Αλ 
3

x
2

  , λα απνδείμεηε όηη ε παξάζηαζε: K 2 x 3 2 3 x     είλαη  

    αλεμάξηεηε ηνπ x.                   

 

53. Αλ 0   , λα απνδείμεηε όηη: 
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   α) 0                      β) 2                   

 

54. Αλ 1    λα απνδείμεηε όηη: 

    α) 1 1        β)  2 2        

 

55. Αλ x    λα δείμεηε όηη α x β x    . 

 

56. α) Αλ  ,  0   , λα απνδεηρζεί όηη: 2
 
 

 
 (1)          

      β) Πόηε ηζρύεη ε ηζόηεηα ζηελ (1);  Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 

57. Αλ x y , λα απνδείμεηε όηη 
1

x y 2
x y

  


. 

58. Να απνδείμεηε όηη:  α) 
2

x 1

1 x 2



             β) 

2 2x y 2 xy   

 

59.  Αλ x 4   y 1   λα δείμεηε όηη x y 5   θαη 3y x 2 9   . 

   

60.  Αλ x 2 ,  y 3 ,  z 5   λα δείμεηε όηη x y z 10   . 

   

61. Αλ x α k    θαη x m   λα δείμεηε όηη  α β k m   . 

 

62. Γίλεηαη έλαο πξαγκαηηθόο αξηζκόο x πνπ ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε:  d x,5 9 . 

   α) Να απνδώζεηε ηελ παξαπάλσ ζρέζε ιεθηηθά.  

   β) Με ρξήζε ηνπ άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ, λα παξαζηήζεηε ζε κνξθή  

       δηαζηήκαηνο ην ζύλνιν ησλ δπλαηώλ ηηκώλ ηνπ x.    

   γ) Να γξάςεηε ηε ζρέζε κε ην ζύκβνιν ηεο απόιπηεο ηηκήο θαη λα επηβεβαηώζεηε  

      κε αιγεβξηθό ηξόπν ην ζπκπέξαζκα ηνπ εξσηήκαηνο (β).         

   δ) Να ρξεζηκνπνηήζεηε ην ζπκπέξαζκα ηνπ εξσηήκαηνο (γ) γηα λα δείμεηε όηη:
  

        
x 4 x 14 18    .      

 

63. Γίλνληαη ηα ζεκεία Α , Β θαη Μ  πνπ παξηζηάλνπλ ζηνλ άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ  

    αξηζκώλ ηνπο αξηζκνύο -2, 7 θαη x αληίζηνηρα, κε 2 x 7   . 

   α) Να δηαηππώζεηε ηε γεσκεηξηθή εξκελεία ησλ παξαζηάζεσλ: 

                i)  x 2    ii) x 7     

   β) Με ηε βνήζεηα ηνπ άμνλα λα δώζεηε ηε γεσκεηξηθή εξκελεία ηνπ αζξνίζκαηνο:   

         x 2 x 7   . 

   γ)  Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο A x 2 x 7     γεσκεηξηθά.                                 

   δ)  Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ην πξνεγνύκελν ζπκπέξαζκα. 
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64. Αλ γηα ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό x ηζρύεη  2x 1 1  , ηόηε: 

   α) Να απνδείμεηε όηη 0 x 1  .         

   β) Να δηαηάμεηε από ην κηθξόηεξν πξνο ην κεγαιύηεξν ηνπο αξηζκνύο: 21,  x,  x .Να    

      αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.                        

 

65. Γίλνληαη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί α  θαη β γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη ε αλίζσζε 

       1 1 0    

   α) Να απνδείμεηε όηη ην 1 είλαη κεηαμύ ησλ α, β.       

   β) Αλ  επηπιένλ 4  , λα ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο:  

        1 1     . Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο είηε γεσκεηξηθά είηε  

      αιγεβξηθά.            

 

66. Γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β  ηζρύεη όηη 2 1   θαη 3 2   

   α) Να απνδεηρζεί όηη 1 3   .    

   β) Να βξεζεί κεηαμύ πνησλ αξηζκώλ βξίζθεηαη ν β .    

   γ) Να βξεζεί κεηαμύ πνησλ αξηζκώλ βξίζθεηαη ε παξάζηαζε 2 3  .  

   δ) Να βξεζεί κεηαμύ πνησλ αξηζκώλ βξίζθεηαη ε παξάζηαζε 



.      

 

Ρίδεο πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ 
 
Οξηζκόο 

Αλ 0  , ηόηε ηεηξαγωληθή ξίδα   , νλνκάδνπκε ηε κε αξλεηηθή ιύζε ηεο 

εμίζσζεο 2
x   . 

Γειαδή ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ αξηζκνύ 0   ιέγεηαη ν αξηζκόο 0   πνπ αλ πςσζεί 

ζην ηεηξάγσλν καο δίλεη ηνλ α. 

 

Ιδηόηεηεο ηεηξαγωληθήο ξίδαο 

 

1. 
2       2.   

2

    , 0   

3.     , , 0     4. 
 



,  0,  0     

 

Οξηζκόο 

Αλ 0  , ηόηε λ-νζηή ξίδα    , νλνκάδνπκε ηε κε αξλεηηθή ιύζε ηεο εμίζσζεο

x   . 

Γειαδή λ-νζηή ξίδα ηνπ αξηζκνύ 0   ιέγεηαη ν αξηζκόο x 0 πνπ αλ πςσζεί ζηε  

λ-νζηή καο δίλεη ηνλ α. 
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Ιδηόηεηεο λ-νζηήο ξίδαο 

 1.  
     

2.   Αλ 0   ηόηε 

      


     θαη     , ελώ αλ 0  , ηόηε 
       

3.        , , 0     4.  






 



, 0,  0     

5.   


     , 0    6.   
      , , 0    

7.  
      , 0     8.  

      

 
67. Να γξαθνύλ νη παξαθάησ παξαζηάζεηο ζε κνξθή θιάζκαηνο κε ξεηό  

     παξνλνκαζηή:   
1

23
 3

25
 4

32


 

 
68. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο νξίδνληαη νη παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

    α) x 1    β) 2x 2 3 x 3               γ) 2 x 1         

   δ) 
2x 2x 1     ε) 

3x

x x
        ζη) 

3 x

x


  

   δ) x 3               ε) 2x 1 4x x 2            ζ) 3 x 2   

   η) 
2x 4x 4    θ) 

4x 5

x x




         ι) 

4 x

x 1




 

 

69. Γίλεηαη ε παξάζηαζε:   x 4 x 1 x 4 x 1        

   α) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x νξίδεηαη ε παξάζηαζε Α; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή  

        ζαο.   

   β) Να απνδείμεηε όηη ε παξάζηαζε Α είλαη ζηαζεξή, δειαδή αλεμάξηεηε ηνπ x. 

 

70. Γίλεηαη ε παξάζηαζε:
2x 4 x 4     

   α) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x νξίδεηαη ε παξάζηαζε Α; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή  

     ζαο θαη λα γξάςεηε ην ζύλνιν ησλ δπλαηώλ ηηκώλ ηνπ x ζε κνξθή  δηαζηήκαηνο.      

   β) Γηα x 4 ,λα απνδείμεηε όηη:  
2A A 2 (10 5)     .   

 

71. Γίλεηαη ε παξάζηαζε:
55B (x 2)   

   α) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x νξίδεηαη ε παξάζηαζε Β; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή  

     ζαο θαη λα γξάςεηε ην ζύλνιν ησλ δπλαηώλ ηηκώλ ηνπ x ζε κνξθή δηαζηήκαηνο.       

   β) Γηα x 4 ,λα απνδείμεηε όηη:  
2 4B 6B B     
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72. Να βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x ηζρύεη ε ηζόηεηα: 24x 1 2x 1  2x 1   

 

73. Γίλεηαη ε παξάζηαζε:
2 2x 4x 4 x 6x 9

K
x 2 x 3

   
 

 
 

  α) Να βξεζνύλ νη ηηκέο πνπ πξέπεη λα πάξεη ην x, ώζηε ε παξάζηαζε Κ λα έρεη  

     λόεκα πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ.     

   β) Αλ 2 x 3   ,  λα απνδείμεηε όηη ε παξάζηαζε Κ ζηαζεξή, δειαδή  

     αλεμάξηεηε ηνπ x.  

 

74. Να απνδείμεηε όηη:    
2 2

1 3 1 3 2    . 

 

75. Αλ 2 x 3    λα   ππνινγηζηεί ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 

           2 2Α x 4x 4 9 6x x      . 

 

76. Να απνδείμεηε όηη:     

   α) 3 7 2 7 2 3       β) 
3 33 2 13 3 13 3 2      

 

77. Να απνδείμεηε όηη:   

   α) 
7 3 5

27 3 7 3
 

 
  β)  

   
2 2

1 1
5 23

5 23 5 23

 

 

 

78. Αλ είλαη  A 2 3, B 2 3      , ηόηε: 

  α) Να απνδείμεηε όηη A B 1  .   

  β) Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο 
2 2A B   .           

 

79. Να απνδείμεηε όηη:  

   α) 
75 147

6
192 108





      β) 

3 33 3 32 3 16 2 54 250 6 2      

 

80. Να απινπνηεζνύλ νη παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

   
20 2 8 3 12

45 2 18 3 27
 

 

 
              

33 38 2 1 27             

    
3 316 3 54         

3 548 81 32     

 

81. α) Να βξεζνύλ ηα x  γηα ηα νπνία νξίδεηαη ε παξάζηαζε 23
1

x 4
x 1

 


 . 

     β) Aλ x 2  λα ππνινγηζηεί ε ηηκή ηνπ Κ θαζώο θαη ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο   

          
32 2

3

2

2 2 1





 . 
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82. Να απνδείμεηε όηη: 

   α) 6 5 3 33 3 3 3 9    β)  
4 125 92 2 4       γ) 

4 33
4 3

6 5

x x x
x

x

 
  

   δ) 12 113 42 4 8 2 2    ε) 
5 3 39 3 27 9            ζη)

3 2 4
12 5x x

x , x 0
x


   

 

83. Να απνδείμεηε όηη:  α) 
6 3 5 5123 9 3 3   β) 

10 3 62 2 2 2   

 

84. Να απινπνηεζνύλ νη παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

   
4 2A x 2x 1                 x y 2 xy    , , y 0               4 2 3          

85. Να απινπνηεζνύλ νη παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

   2A x 6x 9                 B 7 2 10                     8 2 15          

 

86. Να απνδείμεηε όηη ε ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ αξηζκνύ 43 24 3 είλαη ν αξηζκόο  

    3 3 4 θαη ζηε ζπλέρεηα λα απινπνηήζεηε ηε παξάζηαζε   

   43 24 3 43 24 3    . 

 

87. Να ηξαπνύλ ηα παξαθάησ θιάζκαηα ζε ηζνδύλακα κε ξεηό παξνλνκαζηή: 

    α) 
1

2
       β) 

2

6
       γ) 

3

2

5
       δ) 

1

2 2
 ε)  

4

4

8
     ζη) 

7 3

1

2
 

 

88. Να ηξαπνύλ ηα παξαθάησ θιάζκαηα ζε ηζνδύλακα κε ξεηό παξνλνκαζηή. 

    α)  
2

5 3
                            β) 

2

5 1
                             γ)

3

1

2 1
 

 

89. Nα κεηαηξαπνύλ ηα παξαθάησ θιάζκαηα ζε ηζνδύλακα κε ξεηό παξνλνκαζηή:   

7 2

3


           

3 3

2

9 7
        

2

1 3 2 
     

 

90. Να δείμεηε όηη ν αξηζκόο 2 1 είλαη ε θπβηθή ξίδα ηνπ αξηζκνύ 5 2 7 . 

 

91.  Aλ 7 4 3 7 4 3     λα ππνινγίζεηε ην Α
2
 θαη ην Α. 

 

92. Γίλνληαη νη αξηζκνί: 
6A ( 2)  θαη  

63( 2)   

   α) Να δείμεηε όηη:   4         

   β) Να δηαηάμεηε από ην κηθξόηεξν ζην κεγαιύηεξν ηνπο αξηζκνύο:
32,1, 2  
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93. Γίλνληαη νη αξηζκεηηθέο παξαζηάζεηο:    
6 6

32 , 3     θαη  
6

6 6   

   α) Να δείμεηε όηη: A B 23                

   β) Να ζπγθξίλεηε  ηνπο αξηζκνύο: 3 3  θαη 6 6 . Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζε. 

94. Αλ είλαη 3 5, 3    θαη 
6 5   , ηόηε: 

   α) Να απνδείμεηε όηη 15            β) Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο Α, Β .    

 

95. α) Να δείμεηε όηη :
33 30 4  . 

    β) Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο 
3 330, 6 30      

 

96. Να απνδείμεηε όηη:  

   α) 
5 35 3                       β) 7 3 21 1                  γ) 8 2 10 5 2    

 

97. Να απνδείμεηε όηη:    

   α) 
6 56 5                   β) 6 5 30 1                    γ) 12 2 30 6 5    

 

98. Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο 7 2  θαη 8 3 . 

 

99. Να ζπγθξίλεηαη ηνπο αξηζκνύο:   

   α)  
3 3  θαη 4 4                 β) 

4 10 15  θαη 
30 2

2
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Δμηζώζεηο 1νπ Βαζκνύ 
   

Γξακκηθέο εμηζώζεηο κε έλαλ άγλωζην 

Ιζηνξηθή αλαδξνκή 

Αηγππηηαθή κέζνδνο ηεο Λαζεκέλεο Θέζεο   

Φξεζηκνπνηήζεθε από ηνπο αξραίνπο Αηγύπηηνπο θαη Βαβπιώληνπο (2000 π.Φ. – 1000 

π.Φ.) θαη ζηελ Δπξώπε ζηηο αξρέο ηνπ 14
νπ

 αη. ζηα ηηαιηθά  «ζρνιεία ηνπ άβαθα» θαη 

εκθαλίδεηαη ζηα ακεξηθάληθα ζρνιηθά εγρεηξίδηα έσο θαη ην 1780. Σηα «ζρνιεία ηνπ 

άβαθα» δίδαζθαλ καζεκαηηθά ζηνπο γηνπο Ιηαιώλ εκπόξσλ θαη απηά ήηαλ πνπ 

εηζήγαγαλ ζην θνηλό ην Ιλδν-Αξαβηθό αξηζκεηηθό ζύζηεκα θαη ηνπο αιγνξίζκνπο γηα 

ηελ ρξήζε ηνπ. Η αηγππηηαθή κέζνδνο πεξηγξάθεηαη ζηνλ πάππξν Rhind  θαη ζηνλ 

πάππξν ηεο Μόζραο. Οη αξραίνη Αηγύπηηνη κάληεπαλ έλα βνιηθό αιιά ζπρλά ιαζεκέλν 

αξηζκό θαη κεηά ηνλ πξνζάξκνδαλ ζην ζσζηό απνηέιεζκα. 

Παξάδεηγκα: 

Μία πνζόηεηα θαη έλα ηέηαξην απηήο αλ πξνζηεζνύλ θάλνπλ 15. Πνηα είλαη ε 

πνζόηεηα; (Πξόβιεκα #26, Πάππξνο Rhind).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ολνκάζηεθε έηζη από ηνλ Henry Rhind, ν νπνίνο ηνλ βξήθε, ην 1858 (ζήκεξα 

θπιάζζεηαη ζην Βξεηαληθό Μνπζείν). Ο Rhind ήηαλ δηθεγόξνο από ηε Σθσηία θαη 

βξέζεθε ζηελ Αίγππην ιόγσ αλαπλεπζηηθώλ πξνβιεκάησλ. Αγόξαζε ηνλ πάππξν απηό, 

καδί κε έλαλ άιινλ πάππξν (γλσζηό ζήκεξα σο «Γεξκάηηλνο θύιηλδξνο»), ζηελ αγνξά 

ηνπ Λνύμνξ. Οη δηαζηάζεηο ηνπ παπύξνπ είλαη 33 εθ. πιάηνο θαη 5 κ. κήθνο. θαη είλαη 

γξακκέλνο ζηελ ηεξαηηθή γξαθή.  Πεξηέρεη 83 καζεκαηηθά πξνβιήκαηα  Μεξηθά είλαη 

απινί ππνινγηζκνί, όπσο πξόζζεζε θιαζκάησλ ή δηαίξεζε αξηζκώλ. Άιια αθνξνύλ 

ππνινγηζκνύο εκβαδώλ, όγθσλ ή είλαη νηθνλνκηθά πξνβιήκαηα θαζεκεξηλώλ 

εθαξκνγώλ ζηελ Αίγππην. Δληππσζηαθή είλαη ε πξνζέγγηζε ηνπ π = 3,1605. 

Ο Πάππξνο Rhind  αληηγξάθεθε από έλαλ αληηγξαθέα ρεηξνγξάθσλ, ηνλ  A’hmose,  γηα 

ηνλ νπνίνλ δελ γλσξίδνπκε ηίπνηα, νύηε θαλ πόηε έδεζε. Υπνινγίδεηαη όηη ηνλ 

αληέγξαςε ην 1650 π.Φ.. Γεδνκέλνπ όηη ν A’hmose ιέεη όηη ηα πξνβιήκαηα είλαη 200 

εηώλ, ζα πξέπεη λα ρξνλνινγνύληαη από ην 1850 π.Φ.  Ο Πάππξνο Rhind  ήηαλ πηζαλόλ 

έλα είδνο εγρεηξηδίνπ γηα λα κάζεη ν αηγύπηηνο καζεηήο απιά καζεκαηηθά. Κάπνηα 

πξνβιήκαηα είραλ ζηόρν λα βειηηώζνπλ ηηο ππνινγηζηηθέο ηνπο ηθαλόηεηεο, άιια 

εθάξκνδαλ απηέο ηηο ηθαλόηεηεο ζηε γεσξγία, ηελ νηθνδνκηθή θαηαζθεπή θαη ζηα 

νηθνλνκηθά.  

Τα πξνβιήκαηα πνπ αθνινπζνύλ είλαη από απηόλ ηνλ Πάππξν: 

1. Μία πνζόηεηα θαη έλα έβδνκν ηεο αλ πξνζηεζνύλ καδί θάλνπλ 19. Πνηα είλαη ε 



                                                                             14ν Λύθεην Πεξηζηεξίνπ 

20 

 

πνζόηεηα; ((Πξόβιεκα #24 )  

2. Μία πνζόηεηα θαη ην κηζό ηεο αλ πξνζηεζνύλ θάλνπλ 16. Πνηα είλαη ε πνζόηεηα; 

( Πξόβιεκα #25)  

3. Μία πνζόηεηα θαη δύν ηξίηα ηεο πνζόηεηαο πξνζηίζεληαη θαη από ην άζξνηζκα 

αθαηξείηαη ην έλα ηξίην θαη απνκέλεη 10.Πνηα είλαη ε πνζόηεηα; (Πξόβιεκα #28)  

                       Μπνξείηε λα ηα ιύζεηε κε ζύγρξνλν ζπκβνιηζκό; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Απηό είλαη έλα Βαβπιωληαθό πξόβιεκα: 

4. Βξήθα κία πέηξα, αιιά δελ ηελ δύγηζα. Αθνύ πξόζζεζα έλα έβδνκν θαη έλα 

ελδέθαην ηνπ ζπλνιηθνύ βάξνπο δύγηδε 60. Πνην ήηαλ ην αξρηθό ηεο βάξνο;  

                 Μπνξείηε λα ην ιύζεηε κε ζύγρξνλν ζπκβνιηζκό; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο Γηόθαληνο από ηελ Αιεμάλδξεηα πνπ έδεζε πεξίπνπ ην 250 κ.Φ. εηζήγαγε 
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ζπκβνιηθέο ζπληνκεύζεηο γηα νξηζκέλνπο όξνπο ησλ εμηζώζεσλ. Τν κόλν πνπ είλαη 

γλσζηό γηα ηελ δσή ηνπ Γηόθαληνπ είλαη όηη είλαη γξακκέλν ζηνλ ηάθν ηνπ:  

5. Απηόο ν ηάθνο έρεη ηνλ Γηόθαλην... Ο Θεόο ηνπ  παξαρώξεζε λα είλαη παηδί γηα ην 

έλα έθην ηεο δσήο ηνπ θαη λένο γηα ην έλα δσδέθαην θαη αθόκα έλα έβδνκν σο 

εξγέλεο. Πέληε ρξόληα κεηά ην γάκν ηνπ γελλήζεθε έλαο γηνο πνπ πέζαλε ηέζζεξα 

ρξόληα πξηλ ηνλ παηέξα ηνπ έρνληαο δήζεη ηα κηζά ρξόληα από ηνλ παηέξαο ηνπ.   

                     Μπνξείηε λα βξείηε πόζα ρξόληα έδεζε ν Γηόθαληνο; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

¨Έλαο άιινο πνιηηηζκόο πνπ απνθαιύπηεηαη από έλα βηβιίν καζεκαηηθώλ πξνβιεκάησλ 

είλαη ν πνιηηηζκόο ηεο Αξκελίαο ηνπ 7
νπ

 αη κ.Υ. Τν βηβιίν, Πξνβιήκαηα θαη Λύζεηο ηνπ 

Vardapet Anania  ηνπ Shirak,  είλαη κία ζπιινγή 24 πξνβιεκάησλ.  

Αθνινπζνύλ δύν πξνβιήκαηα από απηό ην βηβιίν: 

6. Καηά ηε δηάξθεηα ηεο δηάζεκεο εμέγεξζεο ησλ Αξκελίσλ ελαληίνλ ησλ Πεξζώλ, 

όηαλ ν Zaurak  Kamsarakan  ζθόησζε ηνλ Saurem, έλαο από ηνπο Αξκέληνπο 

αμησκαηηθνύο έζηεηιε έλαλ απεζηαικέλν ζηνλ Πέξζε βαζηιηά γηα λα αλαθνηλώζεη 

ηα νδπλεξά λέα. Ο απεζηαικέλνο ηαμίδεπε 50 κίιηα ζε κηα κέξα. Γεθαπέληε κέξεο 

αξγόηεξα, όηαλ ην έκαζε απηό ν Zaurak έζηεηιε θαβαιάξεδεο λα θαηαδηώμνπλ θαη 

λα θέξνπλ πίζσ ηνλ απεζηαικέλν. Οη θαβαιάξεδεο θάιπςαλ 80 κίιηα ζε κηα κέξα. 

Βξείηε πόζεο κέξεο ρξεηάζηεθαλ γηα λα πηάζνπλ ηνλ απεζηαικέλν. 

7. Ο παηέξαο κνπ κνύ είπε ηελ παξαθάησ ηζηνξία: θαηά ηε δηάξθεηα ησλ δηάζεκσλ 

πνιέκσλ κεηαμύ ησλ Αξκελίσλ θαη ησλ Πεξζώλ, ν πξίγθηπαο Zaurak  

Kamsarakan έθαλε αμηνζαύκαζηεο εξσηθέο πξάμεηο. Δπηηέζεθε ζηα πεξζηθά 

ζηξαηεύκαηα ηξεηο θνξέο ζε έλα κόλν κήλα. Τελ πξώηε θνξά θαηέξξηςε ην κηζό 

πεξζηθό ζηξαηό, ηε δεύηεξε θνξά, θαηαδηώθνληαο ηνπο Πέξζεο, έζθαμε ην έλα 

ηέηαξην ηνπ αξρηθνύ πιεζπζκνύ ησλ ζηξαηησηώλ. Τε ηξίηε θνξά θαηέζηξεςε ην 

έλα ελδέθαην ηνπ αξρηθνύ πεξζηθνύ ζηξαηνύ. Οη Πέξζεο πνπ ήηαλ αθόκα 

δσληαλνί, ήηαλ δηαθόζηνη νγδόληα, ηξάπεθαλ ζε θπγή πξνο ηελ  Nakhichevan. 

Από απηό ην ππόινηπν, λα βξείηε πόζνη Πέξζεο ζηξαηηώηεο ππήξραλ πξηλ ηε 

ζθαγή.  

                        Μπνξείηε λα ηα ιύζεηε κε ζύγρξνλν ζπκβνιηζκό; 
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Ιζιακηθή Μέζνδνο ηνπ Al-jabr θαη Al-muqabala  
Ο ζπλήζεο καο ηξόπνο επίιπζεο γξακκηθώλ εμηζώζεσλ ρξνλνινγείηαη από ηελ επνρή 

ηεο εξγαζίαο ηνπ Abu-Abdullah Mohammed ibn Musa Al-Khwarizmi (Mohammed, 

παηέξαο ηνπ Abdullah, γηνο ηνπ Moses, από ην Khwarezm). Ο Al-Khwarizmi 

ρξεζηκνπνίεζε ηηο ηερληθέο  al-jabr θαη al-muqabala γηα λα αλάγεη γξακκηθέο εμηζώζεηο 

ζηε ζηάληαξη κνξθή ηελ νπνία νλόκαδε «ξίδεο ίζεο κε αξηζκνύο». Ο άγλσζηνο 

νλνκαδόηαλ «ξίδα». Ο Al-Khwarizmi έδσζε σο παξάδεηγκα απηήο ηεο ζηάληαξη κνξθήο 

ην πξόβιεκα «ηέζζεξηο ξίδεο είλαη ίζεο κε είθνζη». Μεηά ζπκπέξαλε όηη ε ξίδα είλαη 5. 

Γελ ρξεζηκνπνηνύζε ζύκβνια αιιά ηα έγξαθε όια κε ιόγηα.  

Αο πξνζπαζήζνπκε λα  ιύζνπκε έλα άιιν δηάζεκν πξόβιεκα. Απηό 

πεξηγξάθεηαη ζε έλα ζξύιν ζρεηηθό κε ηελ δηαζήθε ηνπ Al-Khwarizmi ηελ 

νπνία έγξαςε ιίγν πξηλ ην ζάλαηό ηνπ θαη ελώ ε γπλαίθα ηνπ ήηαλ έγθπνο.  

8. Σύκθσλα κε ηε δηαζήθε αλ ε γπλαίθα έθαλε γην, ν γηνο έπξεπε λα θιεξνλνκήζεη 

ηα 2/3 ηεο πεξηνπζίαο θαη ε γπλαίθα ην 1/3. Αλ έθαλε θόξε, ηόηε ε γπλαίθα ζα 

θιεξνλνκνύζε ηα 2/3 θαη ε θόξε ην 1/3. Μεηά ην ζάλαηό ηνπ ε γπλαίθα ηνπ έθαλε 

δίδπκα, έλα αγόξη θη έλα θνξίηζη. Πώο ζα έπξεπε λα κνηξαζηεί ε πεξηνπζία 

πξνθεηκέλνπ λα ηεξεζεί ε ζέιεζε ηνπ Al-Khwarizmi;   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο Leonhard Euler γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάηωλ. 
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Ο Leonhard Euler, ν πιένλ παξαγσγηθόο καζεκαηηθόο ηνπ 18
νπ

 αη. έγξαςε έλα 

εγρεηξίδην άιγεβξαο ην 1770. Σην ηκήκα πνπ αθνξά ζηε επίιπζε εμηζώζεσλ ν  Euler 

έδσζε κία πξνζεθηηθή πεξηγξαθή ηνπ πώο λα ιύλνπκε πξνβιήκαηα κεηαηξέπνληάο ηα 

ζε εμηζώζεηο. Γξάθεη: 

Σηελ Άιγεβξα, όηαλ έρνπκε έλα εξώηεκα λα επηιύζνπκε, αλαπαξηζηνύκε 

ηνλ αξηζκό πνπ αλαδεηνύκε κε έλα από ηα ηειεπηαία γξάκκαηα ηνπ 

αιθαβήηνπ, θαη κεηά βξίζθνπκε κε πνην ηξόπν νη δνζείζεο ζπλζήθεο 

κπνξνύλ λα ζρεκαηίζνπλ κία ηζόηεηα κεηαμύ δύν πνζνηήηωλ. Απηή ε 

ηζόηεηα αλαπαξηζηάηαη κε έλα είδνο ηύπν πνπ θαιείηαη εμίζωζε, ε νπνία 

καο επηηξέπεη λα θαζνξίζνπκε ηειηθά ηελ ηηκή ηνπ αξηζκνύ πνπ 

αλαδεηνύκε θαη θαηά ζπλέπεηα λα επηιύζνπκε ην εξώηεκα.  

 

Πξνβιήκαηα γηα ην ζπίηη 
 

Τα πξνβιήκαηα 9,10,11 θαη 12 πνπ αθνινπζνύλ είλαη από ηνλ πάππξν ηνπ Rhind: 

9. Μία πνζόηεηα θαη ην έλα ηξίην ηεο αλ πξνζηεζνύλ θάλνπλ 21.Πνηα είλαη ε  

      πνζόηεηα;  ( Πξόβιεκα #27)  

10. Αλ ζε κία πνζόηεηα πξνζζέζνπκε ην 1/5 ηεο θάλεη 21. Πνηα είλαη ε πνζόηεηα; 

11. Μία πνζόηεηα, ην έλα ηξίην ηεο θαη ην έλα ηέηαξην ηεο αλ πξνζηεζνύλ δίλνπλ 2.  

        Πνηά είλαη ε πνζόηεηα;  (Πξόβιεκα  #32)  

12. Πόζα βόδηα είλαη ζην θνπάδη, όηαλ ηα 2/3 ηνπ 1/3 απηώλ θάλνπλ 70; 

13. Τν αθόινπζν πξόβιεκα είλαη από ην βηβιίν Liber Abaci ( Τν Βηβιίν ηνπ  

       Υπνινγηζκνύ) γξακκέλν ην 1202 από ηνλ Leonardo ηεο Pisa, ν νπνίνο έγηλε  

       αξγόηεξα γλσζηόο σο  Fibonacci. 

 Γηνο ελόο Ιηαινύ εκπόξνπ ηεο Πίδα, κνξθώζεθε ζηελ Αθξηθή θαη έκαζε καζεκαηηθά 

από Ιζιακηζηέο δαζθάινπο. Καζώο ηαμίδεπε γηα δνπιεηέο κε ηνλ παηέξα ηνπ 

ζπλαληήζεθε κε Ιζιακηζηέο ιόγηνπο θαη έκαζε ηε καζεκαηηθή γλώζε ηνπ Ιζιακηθνύ 

θόζκνπ. Όηαλ επέζηξεςε από ηα ηαμίδηα ηνπ, αθηέξσζε ηα επόκελα 25 ρξόληα 

γξάθνληαο βηβιία θαη ρξεζηκνπνηώληαο ό,ηη είρε κάζεη.   

Έλαο καλάβεο αγόξαζε έλα ζπγθεθξηκέλν πνζό κήισλ θαη πιήξσζε έλα δελάξην γηα  

θάζε 7 κήια. Τελ επόκελε κέξα πνύιεζε όια ηα κήια 1 δελάξην γηα θάζε 5 κήια. Τν    

θαζαξό ηνπ θέξδνο ήηαλ 12 δελάξηα. Πόζα κήια αγόξαζε; Πόζα δελάξηα έδσζε 

αξρηθά;  

 

14. Τν αθόινπζν πξόβιεκα είλαη από ην βηβιίν Lilavati  ηνπ Ιλδνύ καζεκαηηθνύ  

      Bhaskara (1150 κ.Φ.). Από έλα ζσξό ινπινπδηώλ ισηώλ, ην έλα ηξίην, ην έλα  

      πέκπην θαη ην έλα έθην πξνζθέξζεθαλ αληίζηνηρα ζηνπο ζενύο  Siva, Vishnu θαη  

      Sun, θαη ην έλα ηέηαξην ζηνλ  Bhavami. Οη ππόινηπνη έμη ισηνί δόζεθαλ ζηνλ  

      αμηόηηκν δάζθαιν. Πεο γξήγνξα όιν ηνλ αξηζκό ησλ ισηώλ.   

 

 

 

 

 

 

Η εμίζωζε x 0     
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      Αλ 0  , ηόηε:
x

x x
  

       
  

. 

      Γειαδή αλ 0   ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιύζε ηελ x


 


. 

     Αλ 0  , ηόηε ε εμίζσζε x    γίλεηαη 0 x    θαη είλαη θαλεξό όηη γηα λα  

        ηε ιύζνπκε πξέπεη λα γλσξίδνπκε ηηο ηηκέο ηνπ β, γηαηί: 

     -  αλ 0   ε εμίζσζε είλαη αδύλαηε, ελώ  

     -  αλ 0   ε εμίζσζε έρεη ηε κνξθή 0 x 0   θαη αιεζεύεη γηα θάζε ηηκή ηνπ  

        πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ x, δειαδή είλαη ηαπηόηεηα. 

   
100. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 

   α)    
22x x 1 x x 1 0      β)    

2
2 2 2x 1 x x 2x 1 0      

   γ)  
2 2x 1 x 1 0                   δ)       

2 2
x 1 2 x 1 x 1 x 1 0        

 

101. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 

  α) 3 2x x x 1 0         β)
3 2x 3x 4x 12 0            γ) 

3 22x 2x x 1    

 

102. Να ιπζεί ε εμίζσζε :     
3 3364x 27 2 x x 6   

 

103. Γίλεηαη ε εμίζσζε 2x x 1     , κε παξάκεηξν  . 

   α) Να απνδείμεηε όηη ε παξαπάλσ εμίζσζε γξάθεηαη ηζνδύλακα: 

            1 x 1 1       ,  . 

   β) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο νπνίεο ε παξαπάλσ εμίζσζε έρεη αθξηβώο κία  

      ιύζε ηελ νπνία θαη λα βξείηε.    

   γ) Γηα πνηα ηηκή ηνπ ι ε παξαπάλσ εμίζσζε είλαη ηαπηόηεηα ζην ζύλνιν ησλ  

   πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 

104. Γίλεηαη ε εμίζσζε:    23 x  9   , κε παξάκεηξν  .  

  α) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε ζηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο: 

      i)  όηαλ 1         ii) όηαλ 3      

  β) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ α, γηα ηηο νπνίεο ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιύζε θαη λα  

    πξνζδηνξίζεηε ηε ιύζε απηή.    

 

105. Γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι, λα ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 

   α)   21 x 1       β) 
2x 3 2x                      γ)  

2x 1

x


 


 

106. Να ιπζνύλ νη εμηζώζεηο γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ ℝ :               

    α)  2 23 x x 5 x 6 4            β)  
x 2 x 2

1
2 2

 
 

     
107. Γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ ι, κ, λα ιύζεηε ηελ εμίζσζε:
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     x 2 x 4     . 

 

108. Γίλεηαη ε εμίζσζε  3 x 2 4   . 

  α) Γηα πνηεο ηηκέο ησλ α,β ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιύζε; 

  β) Γηα πνηεο ηηκέο ησλ α,β ε εμίζσζε είλαη αδύλαηε; 

  γ) Γηα πνηεο ηηκέο ησλ α,β ε εμίζσζε είλαη ηαπηόηεηα; 

 

109. Να ιύζεηε ηηο παξαθάησ εμηζώζεηο: 

    α) x 3 2                       β) x 4 0                     γ) x 6 3    

    δ) x 1 3                       ε) x 3 0                     ζη) x 4 2    

110. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο:   

    α) x 1 2 3   β) 2x 3 1 4   γ) 3 x 2 1           

 

111. Να ιύζεηε ηηο παξαθάησ εμηζώζεηο: 

   α) 3x 4 2 x 3             β) 2x 3 x 6    γ) 
22x 10 x 4x 4     

 

112. Να ιπζνύλ νη εμηζώζεηο :       

   α)  
x 2 4 x 2 3 4

3 5 3

   
          β)

2x 1 1 6x 3 2
1 1 2x

4 8

   
                    

 

113. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο:   

   α)3 x 1 2x 1      β) 3x 2 x 1   γ) x 2 2x 3     

 

114. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε: x 3 2 2 x 3 4      

 

115. Να ιπζνύλ νη εμηζώζεηο :                                                                                                                                                                                  

   α)  x 1 x 5 2 x 1              β) 
22 x 3 x 9 0                                                                                       

 

116. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο:   

   α)3 x 1 x 2 x 3       β) 2 x 2 x 3 4     

 

117. Γίλνληαη νη παξαζηάζεηο: 2x 4   θαη x 3    , όπνπ ν x είλαη  

    πξαγκαηηθόο αξηζκόο. 

   α) Γηα θάζε 2 x 3   λα απνδείμεηε όηη x 1   .    

   β) Υπάξρεη  x 2,3 ώζηε λα ηζρύεη 2  ; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή  

 

118. Γηα ηα α,β πνπ ηζρύεη ε ζρέζε 2 2α β 25 8α 6β 0     ,λα ιπζεί ε  

     εμίζσζε 2 2 2ι x β x ι αι β   
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Η εμίζωζε 
λ

x α  
 

Αλ λ άξηηνο θαη 0  ,ηόηε ε εμίζσζε x    είλαη αδύλαηε 

Αλ λ άξηηνο θαη 0   ηόηε: x  
v

v

x

x

   
 

  

 

Αλ λ πεξηηηόο θαη 0   ηόηε:   x x     

Αλ λ πεξηηηόο θαη 0   ηόηε:   x x       

 
119. Nα ιπζνύλ νη εμηζώζεηο:  

   α) 
2x 25 0     β) 

4x 625 0      γ)
2016x 1 0    δ) 

4x 81 0   

  

120. Nα ιπζνύλ νη εμηζώζεηο:  

   α) 
3x 27 0    β) 

5x 243 0            γ) 
1821x 1 0   

 

121. Nα ιπζνύλ νη εμηζώζεηο:  

   α) 
7 3x 2x 0      β) 

5 3x 9x 0   γ) 
8 5x 125x 0             δ) 

12 9x x 0   

 

122. Nα ιπζνύλ νη εμηζώζεηο:  

α)  
4

x 1 81 0           β)  
8

x 2 128 0             γ)  
5

2x 1 243 0    

   δ)  
7

3x 2 128 0           ε)    
7 4

81 x 2 x 2 0            ζη)  
4

16 x 4 81 0    

 

Δμηζώζεηο 2νπ βαζκνύ 
 

Ιζηνξηθά πξνβιήκαηα 
 

  Mohammed ibn Musa al-Khwarizmi 790-850 μ.Χ, Βαγδάηε 

(ζεκεξηλό Ιξάθ). Σην βηβιίν ηνπ Hisab al-jabr w’al-muqabala 

(825 κ.Φ) έγξαςε ζηελ εηζαγσγή  όηη γξάθηεθε γηα λα δείμεη 

απηό πνπ είλαη «επθνιόηαην θαη πην ρξήζηκν ζηελ αξηζκεηηθή, 

ηέηνηα πνπ  νη άλζξσπνη ζπλερώο ρξεηάδνληαη ζε πεξηπηώζεηο 

θιεξνλνκηάο, θιεξνδνηεκάησλ, ρσξηζκώλ, αγσγώλ θαη 

εκπνξίνπ θαη ζε όιεο ηηο κεηαμύ ηνπο ζπλαιιαγέο, ή όπνπ ε 

κέηξεζε ηεο γεο, ην ζθάςηκν θαλαιηώλ,  γεσκεηξηθνί 

ππνινγηζκνί θαη άιια αληηθείκελα δηαθόξσλ εηδώλ 

εκπιέθνληαη». Με άιια ιόγηα ν al-Khwarizmi ηζρπξηδόηαλ όηη 

έγξαθε έλα πξαθηηθό εγρεηξίδην όρη έλα ζεσξεηηθό. Aο δνύκε κεξηθά από ηα 

πξνβιήκαηα ηνπ:  

1. Γηαίξεζα ην δέθα ζε δύν κέξε. Πνιιαπιαζίαζα ην έλα από ηα δύν κέξε κε ην  

    άιιν. Μεηά πνιιαπιαζίαζα ην έλα από ηα δύν κε ηνλ εαπηό ηνπ θαη ην γηλόκελν  

    ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ κε ηνλ εαπηό ηνπ είλαη ηεηξαπιάζην ηνπ γηλνκέλνπ ηνπ ελόο  

    κέξνπο κε ην άιιν.  
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2. Γηαίξεζα ην δέθα ζε δύν κέξε. Μεηά, πνιιαπιαζίαζα ην θάζε έλα κε ηνλ εαπηό  

    ηνπ θαη όηαλ πξόζζεζα ηα γηλόκελα, ην άζξνηζκα ήηαλ 58. 

3. Γηαίξεζα ην δέθα ζε δύν κέξε θαη δηαίξεζα ην πξώην κε ην δεύηεξν θαη ην δεύηεξν  

    κε ην πξώην. Τν άζξνηζκα ησλ πειίθσλ είλαη    2
6

1
  .  

4. Έλα λόκηζκα κνηξάδεηαη εμίζνπ κεηαμύ ελόο αξηζκνύ αλζξώπσλ. Δάλ πξνζζέζεηο  

    έλαλ άλζξσπν αθόκα θαη κνηξάζεηο πάιη, ε αλαινγία ηνπ θάζε ελόο είλαη έλα έθην  

    ηνπ λνκίζκαηνο ιηγόηεξν από ηε πξώηε θνξά. Πόζνη άλζξσπνη ππήξραλ θαηαξρήλ; 

    Δίλαη θαλεξό όηη ηα πξνβιήκαηα ηνπ, δελ είλαη «πξαθηηθά» όπσο ππνζρέζεθε ζηνλ  

    πξόινγν. 

 

Καηά ηε πεξίνδν ηεο Αλαγέλλεζεο, όηαλ ε άιγεβξα έθηαζε ζηελ Δπξώπε, πνιινί 

ζπγγξαθείο έγξαςαλ θείκελα εθζέηνληαο ηδέεο γηα ηελ επίιπζε ησλ δεπηεξνβάζκησλ 

εμηζώζεσλ. Αιιά πάιη, ππήξραλ ιίγα πξνβιήκαηα πνπ δελ ήηαλ αθεξεκέλα.  
Girolamo Cardano (1501-1576 Ιηαιία). Γηαηξόο πνπ 

αζρνιήζεθε θαη κε ηα καζεκαηηθά. Tν έξγν ηνπ, Ars Magna 

(1545) ήηαλ ην πξώην Λαηηληθό εγρεηξίδην αθηεξσκέλν 

απνθιεηζηηθά ζηελ Άιγεβξα. Τα πξνβιήκαηα πνπ αθνινπζνύλ 

είλαη από απηό ην βηβιίν. 

1.Υπήξραλ δύν ζπλεηαηξηζκνί εθ ησλ νπνίσλ ν έλαο είρε ηξία 

κέιε πεξηζζόηεξα από ηνλ άιιν. Μνίξαζαλ ίζν αξηζκό 

ρξπζώλ λνκηζκάησλ κεηαμύ ησλ κειώλ ηνπο. Ο αξηζκόο ησλ 

ρξπζώλ λνκηζκάησλ πνπ ήηαλ γηα κνίξαζκα ζε θάζε 

πεξίπησζε ήηαλ 93 πεξηζζόηεξν από ην ζύλνιν ησλ κειώλ ησλ 

δύν ζπλεηαηξηζκώλ θαη ηα κέιε ηνπ κηθξόηεξνπ ζπλεηαηξηζκνύ 

έιαβαλ 6 πεξηζζόηεξα ρξπζά λνκίζκαηα από ηα κέιε ηνπ κεγαιύηεξνπ ζπλεηαηξηζκνύ. 

Πόζα κέιε είρε θάζε ζπλεηαηξηζκόο;  

2. Έλαο άλζξσπνο πήγε ζηελ αγνξά ηξεηο θνξέο. Τε πξώηε θνξά έθεξε πίζσ ηα 

δηπιάζηα από όζα είρε πάξεη καδί ηνπ. Τε δεύηεξε θνξά, πήξε καδί ηνπ απηό ην 

δηπιάζην πνζό θαη επέζηξεςε κε ην ίδην ζπλ ηελ ηεηξαγσληθή ηνπ ξίδα ζπλ 

δύν επηπιένλ ρξπζά λνκίζκαηα. Όια απηά ηα δηαηήξεζε θαη επέζηξεςε ζηελ αγνξά κε 

απηά γηα ηξίηε θνξά. Τν θέξδνο ηνπ από απηή ηε ηξίηε θνξά ήηαλ ην ηεηξάγσλν ηνπ 

πνζνύ πνπ είρε πάξεη καδί ηνπ θαη επηπιένλ ηέζζεξα ρξπζά λνκίζκαηα. Όια απηά ήηαλ 

 310 ρξπζά λνκίζκαηα. Πόζα ρξπζά λνκίζκαηα είρε πάξεη καδί ηνπ ηε πξώηε θνξά;   

 

Πξνβιήκαηα γηα ην ζπίηη: 
Τα πξώηα έμη είλαη από ηελ εξγαζία ηνπ al-Khwarizmi. 

1. Πνιιαπιαζίαζα ην έλα ηξίην κηαο πνζόηεηαο ζπλ έλα κε ην έλα ηέηαξην ηεο ίδηαο 

πνζόηεηαο θαη ην γηλόκελν είλαη είθνζη. Πνηά είλαη ε πνζόηεηα; 

2. Γηαίξεζα ην δέθα ζε δύν κέξε θαη πνιιαπιαζηάδνληαο ην έλα από απηά ηα κέξε κε ην 

άιιν, ην απνηέιεζκα ήηαλ είθνζη έλα. Πνηά ήηαλ ηα κέξε; 

3. Γηαίξεζα ην δέθα ζε δύν κέξε, θαη αθνύ πνιιαπιαζίαζα θάζε κέξνο κε ηνλ εαπηό 

ηνπ, ηα πξόζζεζα θαη πξόζζεζα ζην άζξνηζκα ηνπο ηελ δηαθνξά ησλ δύν κεξώλ, θαη ην 

ζύλνιν είλαη πελήληα ηέζζεξα. Πνηα είλαη ηα κέξε;  

4. Βξείηε έλα αξηζκό γηα ηνλ νπνίν, εάλ ην έλα ηξίην ηνπ πξνζηεζεί ζην 3 θαη ην 

άζξνηζκα αθαηξεζεί από ηνλ αξηζκό, θαη ην απνηέιεζκα πνιιαπιαζηαζηεί κε ηνλ εαπηό 

ηνπ, ε απάληεζε είλαη ν αξρηθόο αξηζκόο.  
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5. Δάλ αξρίζεηο κε έλαλ αξηζκό, κεηά αθαηξέζεηο ην έλα ηξίην ηνπ, κεηά ην έλα ηέηαξην 

ηνπ, κεηά ην έλα πέκπην ηνπ θαη κεηά 4, θαη εάλ κεηά πνιιαπιαζηάζεηο ην απνηέιεζκα 

κε ηνλ εαπηό ηνπ, παίξλεηο 12 παξαπάλσ από ηνλ αξρηθό αξηζκό. Βξεο ηνλ αξηζκό.  

6. Γηαίξεζα ην δέθα ζε δύν κέξε. Πνιιαπιαζίαζα ην έλα κέξνο κε ην δέθα θαη ην άιιν 

κε ηνλ εαπηό ηνπ θαη ηα γηλόκελα είλαη ηα ίδηα. Πνηά είλαη ηα κέξε; 

Τα δύν επόκελα πξνβιήκαηα είλαη από ηελ εξγαζία ηνπ Cardano. 

7. Υπήξραλ δύν αξρεγνί ν θάζε έλαο εθ ησλ νπνίσλ κνίξαζε 48 ρξπζά λνκίζκαηα ζηνπο 

ζηξαηηώηεο ηνπ. Απηόο πνπ είρε δύν ζηξαηηώηεο ιηγόηεξνπο είρε 4 λνκίζκαηα 

πεξηζζόηεξα γηα ηνλ θάζε ζηξαηηώηε από ηνλ άιιν. Πόζνπο ζηξαηηώηεο είρε θάζε 

αξρεγόο; 

8. Υπάξρεη έλαο αξηζκόο ηέηνηνο ώζηε εάλ δύν θνξέο ε ηεηξαγσληθή ηνπ ξίδα πξνζηεζεί 

ζε απηόλ θαη εάλ ζε απηό ην άζξνηζκα δύν θνξέο ε ηεηξαγσληθή ηνπ ξίδα πξνζηεζεί, 

δίλεη έλα ζύλνιν 10. Βξείηε ηνλ αξηζκό. (Υπόδεημε: Αληηκεησπίζηε ην κε δύν βήκαηα, 

αξρίδνληαο από ην ηειηθό άζξνηζκα. Έζησ όηη απηό είλαη   x
2
  ώζηε λα κπνξέζεηε 

εύθνια λα βξείηε ηελ ηεηξαγσληθή ηνπ ξίδα. Τν ηεηξάγσλν ηεο ιύζεο ζα είλαη ην πξώην 

πνζό). 

Τα επόκελα δύν πξνβιήκαηα είλαη από ηελ εξγαζία ηνπ Recorde. 

Robert Record (1510-1558, Οπαιόο ). Καη απηόο, αξρηθά 

ζπνύδαζε ηαηξηθή. Αξγόηεξα αζρνιήζεθε θαη κε ηελ ηζηνξία θαη 

ηα καζεκαηηθά. Ήηαλ ν πξώηνο πνπ εηζήγαγε ηελ άιγεβξα ζηελ 

Αγγιία. Έγξαςε κία ζεηξά από ζρνιηθά εγρεηξίδηα,  θαη κάιηζηα 

ζηα Αγγιηθά, πηζηεύνληαο όηη ηα καζεκαηηθά δελ κπνξεί λα είλαη 

κόλν γηα απηνύο πνπ γλσξίδνπλ Λαηηληθά ή Διιεληθά. Τα 

πξνβιήκαηα είλαη από ην βηβιίν ηνπ The Whetstone of Witte (1557) 

ην νπνίν ζα ην κεηαθξάδακε Τν Αθνληζηήξη ηεο εμππλάδαο.  Αμίδεη 

ηνλ θόπν λα ζηαζνύκε ιίγν ζηνλ ηίηιν πνπ επέιεμε ν Record:  Cosa 

είλαη ε ιαηηληθά ην «πξάγκα» θαη ην ρξεζηκνπνηνύζαλ γηα ηνλ άγλσζην. Οη αιγεβξηζηέο 

νλνκάδνληαλ  cossists θαη ε άιγεβξα γηα πνιιά ρξόληα ήηαλ γλσζηή σο ε  cossic ηέρλε. 

(Τν 1525 ν Rudolff δεκνζίεπζε ην βηβιίν Coss ην νπνίν ήηαλ ην πξώην Γεξκαληθό 

εγρεηξίδην άιγεβξαο). Η ιέμε cos είλαη ε Λαηηληθή ιέμε γηα ην whetstone, κία πέηξα γηα 

λα αθνλίδνληαη μπξάθηα θαη εξγαιεία.). 
9. Υπήξραλ δύν άλζξσπνη πνπ είραλ θάπνηα ρξεκαηηθά πνζά, έηζη ώζηε ην άζξνηζκα 

ησλ πνζώλ ηνπ δεύηεξνπ ήηαλ 3 
4

1
 θνξέο ηνπ πξώηνπ. Δάλ νη δύν πνζόηεηεο ηνπο 

πνιιαπιαζηάδνληαλ κεηαμύ ηνπο θαη ζε απηό ην ζύλνιν πξνζηίζελην νη δύν πνζόηεηεο, 

ζα αλέξρνληαλ ζε  142 
2

1
. Πόζα είρε ν θαζέλαο; 

10.Υπάξρεη έλαο αξηζκόο, ηνλ νπνίν έρσ μεράζεη, θαη δηαηξείηαη ζε δύν κέξε, ην πξώην 

εθ ησλ νπνίσλ έρσ επίζεο μεράζεη. Αιιά ην δεύηεξν ήηαλ 4 θαη ζπκάκαη πάλησο πσο 

εάλ ην κέξνο πνπ έρσ μεράζεη πνιιαπιαζηάδνληαλ κε ηνλ εαπηό ηνπ θαη επίζεο κε 4, 

απηνί νη δύν αξηζκνί ζα είραλ άζξνηζκα 117. Θα ήζεια λα μέξσ πνηόο ήηαλ ν αξρηθόο 

αξηζκόο θαη πνηό ήηαλ ην κέξνο ηνπ πνπ μέραζα.  
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Παξάγνληαο ηνλ Τύπν ηεο Γεπηεξνβάζκηαο Δμίζωζεο   

                           
 Οη ηερληθέο επίιπζεο δεπηεξνβάζκησλ εμηζώζεσλ εκθαλίδνληαη ηνπιάρηζηνλ πξηλ 4000 

ρξόληα, ζηελ αξραία Μεζνπνηακία, ζεκεξηλό Ιξάθ. Οη κέζνδνη πηζαλόλ πξνήιζαλ από 

ηηο ηερληθέο ησλ επνπηώλ, νη νπνίνη ήηαλ ππνρξεσκέλνη λα εξγάδνληαη κε ηεηξάγσλα θαη 

νξζνγώληα θαζώο επόπηεπαλ εθηάζεηο γεο γηα νηθνδνκηθνύο ζθνπνύο. Οη ηερληθέο ζηηο 

νπνίεο θαηέιεγαλ ηειηθά δηαηεξνύληαλ από ηνπο γξαθείο ζε πήιηλεο πηλαθίδεο, 

γξακκέλεο ζε ζθελνεηδή γξαθή, εθαηνληάδεο από ηηο νπνίεο αλαθαιύθζεθαλ ηνλ 20
ν
 αη. 

από ηνπο αξραηνιόγνπο.  

Οη Αηγύπηηνη, νη Κηλέδνη θαη νη Έιιελεο καζεκαηηθνί έιπλαλ 

δηαθόξσλ ηύπσλ δεπηεξνβάζκηεο εμηζώζεηο, ην ίδην θαη νη 

Άξαβεο από ηνλ 9
ν
 έσο ηνλ 12

ν
 αη. Απηνί νη Άξαβεο δνύζαλ ζε 

κηα απηνθξαηνξία πνπ εθηεηλόηαλ από ηελ Ιζπαλία θαη ην 

Μαξόθν Γπηηθά έσο ην Παθηζηάλ Αλαηνιηθά θαη ε νπνία είρε 

θνηλή γιώζζα ηα Αξαβηθά θαη θνηλή ζξεζθεία ην Ιζιάκ.  

Ο  Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi, από ηνπο πξώηνπο 

Άξαβεο καζεκαηηθνύο (πεξίπνπ 780-850 κ.Φ), εξγαδόηαλ ζηνλ 

Οίθν ηεο Σνθίαο ζηε Βαγδάηε ( ζην ζεκεξηλό Ιξάθ). Ο Al-

Khwarizmi έγξαςε έλα βηβιίν γηα ηελ άιγεβξα, ζην νπνίν 

εκθαλίδνληαη νη ιέμεηο al-jabr ( από όπνπ θαη ε ιέμε άιγεβξα) θαη al-muqabala.  Τν 

όλνκα al-Khwarizmi έγηλε ε ζεκεξηλή ιέμε αιγόξηζκνο. Σην βηβιίν ηνπ, κεηαμύ άιισλ 

ιύλεη θαη ην αθόινπζν πξόβιεκα :  

Πνην πξέπεη λα είλαη ην ηεηξάγσλν ην νπνίν όηαλ απμεζεί θαηά δέθα από ηηο ξίδεο 

ηνπ, ηζνδπλακεί κε 39;  (κε ηελ ιέμε ηεηξάγσλν ελλνεί απηό πνπ ζήκεξα ιέκε x2 

θαη κε ηελ ιέμε ξίδα ελλνεί απιά ην x) 

Ο Al-Khwarizmi έδηλε νδεγίεο γηα ηελ επίιπζε κε ιόγηα: 

Πνην πξέπεη λα είλαη ην ηεηξάγσλν ην νπνίν απμεκέλν θαηά δέθα από ηηο ξίδεο 

ηνπ ηζνδπλακεί κε 39; Η ιύζε είλαη ε εμήο: Μνηξάδεηο ζην κηζό ην πιήζνο ησλ 

ξηδώλ, ην νπνίν γηα ην παξόλ παξάδεηγκα θάλεη πέληε. Απηό ην πνιιαπιαζηάδεηο 

κε ηνλ εαπηό ηνπ, ην γηλόκελν είλαη 25. Πξόζζεζε ην ζην 39. Τν άζξνηζκα είλαη 

64. Τώξα πάξε ηε ξίδα απηνύ, πνπ είλαη νθηώ θαη αθαίξεζε από απηό ην κηζό 

πιήζνο ησλ ξηδώλ πνπ είλαη πέληε. Τν ππόινηπν είλαη ηξία. Απηή είλαη ε ξίδα 

ηνπ ηεηξαγώλνπ πνπ έςαρλεο.  

 

                                Γξαζηεξηόηεηα 1 

 

Α) Nα δηαηππώζνπκε ην πξόβιεκα κε ζύγρξνλν αιγεβξηθό ζπκβνιηζκό.  

Β) Αο δνύκε ηώξα ηηο νδεγίεο πνπ δίλεη ν Al-Khwarizmi  

   Τν πιάηνο ελόο νξζνγσλίνπ είλαη 10 κνλάδεο, ην κήθνο ηνπ είλαη άγλσζην. 
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 Καηαζθεπάδνπκε έλα ηεηξάγσλν ζηε κία πιεπξά ηνπ νξζνγσλίνπ κε πιεπξά ην κήθνο, 

όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Τα δύν ζρήκαηα καδί έρνπλ εκβαδόλ 39 κνλάδεο. Πνηό είλαη ην κήθνο ηνπ 

νξζνγωλίνπ; 

Λύζε 

 

Εεηνύκελν: Η γεσκεηξηθή ιύζε ηεο εμίζσζεο 
2x 10x 39   

 

Φσξίδνπκε ζηε κέζε  ην νξζνγώλην κε πιεπξέο 10 θαη x θαηαθόξπθα θαη κεηά 

κεηαθηλνύκε ην έλα κηζό ζηε βάζε ηνπ ηεηξαγώλνπ.   

 

 

 

 

 

 

Παξαηεξνύκε όηη αλ 

“ζπκπιεξώζνπκε” ζηελ θάησ δεμηά γσλία ηνπ ζρήκαηνο έλα ηεηξάγσλν πιεπξάο 5, 

δειαδή κε εκβαδόλ 5
2
=25, ηόηε δεκηνπξγείηε έλα ηεηξάγσλν κε πιεπξά  x+5, δειαδή κε 

εκβαδόλ  
2

E x 5   

 

 

 

 

 

 

 

 

Γειαδή είρακε έλα νξζνγώλην κε εκβαδόλ 2x 10x  θαη ζέιακε  2x 10x 39   

Άξα 
2x 10x 39   

     
2x 10x 25 39 25     

  
2

x 5 64   

Οπόηε x 5 8 x 8 5 3        ή x 8 5 13      
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Βέβαηα ζηε πεξίπησζε ηνπ ζρήκαηνο είλαη x 3 . 

 

Να επαλαιάβεηε ηε δηαδηθαζία κε έλα νξζνγώλην πνπ έρεη πιάηνο 8 , άγλωζην 

κήθνο, ηνπ νπνίνπ ην εκβαδόλ καδί κε ην ηεηξάγωλν πνπ ζρεκαηίδεηαη κε πιεπξά 

ην άγλωζην κήθνο, είλαη ίζν κε 9. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πεξηγξάςηε ξεηά ηα βήκαηα ηεο ιύζεο.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γξαζηεξηόηεηα 2 
 Αο γεληθεύζνπκε ην πξόβιεκα ρωξίο ηε ρξήζε ζπγθεθξηκέλωλ αξηζκώλ. Θέινπκε 

λα θαηαζθεπάζνπκε έλα ηύπν πνπ λα καο επηηξέπεη λα ιύλνπκε όια ηα αληίζηνηρα 

πξνβιήκαηα. Γη απηό ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε γξάκκαηα γηα λα αληηπξνζωπεύνπκε 

ηνπο αξηζκνύο. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην β γηα λα αληηπξνζωπεύζνπκε ην πιάηνο,  γ 

γηα ην ζπλνιηθό εκβαδόλ θαη ωο ζπλήζωο ζηελ άιγεβξα, x γηα ην άγλωζην κήθνο. 
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Αξρηθά πξέπεη λα κεηαθξάζνπκε ην πξόβιεκα ζε αιγεβξηθή εμίζσζε θαη κεηά λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα βήκαηα ηεο δξαζηεξηόηεηαο 1 γηα λα βξνύκε ηνλ άγλσζην. 

 

Τν εκβαδόλ ηεηξαγώλνπ πιεπξάο x  είλαη…………………. 

 

Τν εκβαδόλ νξζνγσλίνπ πιάηνπο  β θαη κήθνπο x είλαη …………………………. 

 

Η εμίζσζε πνπ δειώλεη όηη ην άζξνηζκα ησλ δύν πξνεγνύκελσλ εκβαδώλ ηζνύηαη κε  γ 

είλαη ……………………………………………………… 

Δπηιύζηε ην πξόβιεκα όπσο ζηηο δύν πξνεγνύκελεο πεξηπηώζεηο 

Πξέπεη λα θηάζεηε ζε έλα απνηέιεζκα ηζνδύλακν κε ην επόκελν: 
2 2 2

x
2 2 2

     
      

 
 

Γειαδή απηόο ν ηύπνο δίλεη ηε ιύζε κηαο δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζεο  
2x x    ή 

2x x 0     

Φξεζηκνπνηείζηε ην ηύπν γηα λα επαιεζεύζεηε ηα απνηειέζκαηα ησλ πξνεγνύκελσλ 

πξνβιεκάησλ.  
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Γξαζηεξηόηεηα 3 
Θέινπκε λα γεληθεύζνπκε ηνλ ηύπν ώζηε λα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη ζε 

εμηζώζεηο δεπηέξνπ βαζκνύ άιιεο κνξθήο.  

Αξρηθά ζέινπκε λα ηνλ εθαξκόζνπκε ζε εμηζώζεηο ηεο κνξθήο: αx
2
 + βx = γ  

Γηα λα γίλεη απηό δηαηξνύκε θαη ηα δύν κέιε κε a.  

 

Η λέα εμίζσζε είλαη…………………………………………... 

 

Τώξα εθαξκόζηε ηνλ ηύπν ζε απηή ηελ εμίζσζε δειαδή αληηθαηαζηήζηε ηνπο λένπο 

ζπληειεζηέο.  

 

Ο λένο ηύπνο είλαη ……………………………………………… 

 

Σεκεηώζηε όηη ζηνλ ηύπν δελ καο ελδηαθέξεη εάλ α,β ή γ είλαη ζεηηθνί ή αξλεηηθνί. Σηελ 

αξραία Μεζνπνηακία νη άλζξσπνη δελ είραλ θαζόινπ αξλεηηθνύο αξηζκνύο, εκείο 

κπνξνύκε λα ηνπο ρξεζηκνπνηήζνπκε παξόιν πνπ δελ είλαη θαη πνιύ πξνθαλέο πσο 

κπνξνύκε λα κεηαθξάζνπκε ηα ηεηξάγσλα θαη ηα νξζνγώληα όηαλ νη αξηζκνί είλαη 

αξλεηηθνί. 

Σπλεπώο ζα εθαξκόζνπκε ηνλ ηύπν γηα λα ιύζνπκε ηελ πην γεληθή κνξθή ηεο 

δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζεο αx
2
 + βx - γ = 0 

 

Πξέπεη λα ηελ μαλαγξάςνπκε ζηε κνξθή ηνπ ηύπνπ πνπ έρνπκε δειαδή ν ζηαζεξόο 

όξνο ζην δεύηεξν κέινο.  

 

Έηζη γίλεηαη …………………………………………………………… 

 

Η δηαθνξά είλαη απιά όηη ην  γ έρεη αληηθαηαζηαζεί από ην  –γ. 

Δπηιύζηε ην πξόβιεκα όπσο ζηηο δύν πξνεγνύκελεο πεξηπηώζεηο 
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Πξέπεη λα θηάζεηε ζε έλα απνηέιεζκα ηζνδύλακν κε ηνλ ηύπν: 
2 4

x
2

   



 

Βέβαηα αιγεβξηθά γηα λα έρεη λόεκα ν πξνεγνύκελνο ηύπνο, πξέπεη 
2 4 0    . 

 

Ζ εμίζωζε 2
x x 0,  0       . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Άζξνηζκα θαη γηλόκελν ξηδώλ 

 
2x x 0      2x Sx P 0    

                      1 2S x x


   


    1 2P x x


 


 

 

Αζθήζεηο 

 

123. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο:     

   α) 26x 12x 0              β) 
22x 2x 0       γ)

2x 3x 0    

 

124. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 

   α) 
2x 16 0            β) 

22x 4 0           γ) 
2x 16 0                 δ)

2 2x 0    

125. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο:  

    α) 2 2x 6 x 8 0           β)    
2

2 2 2 2 2x 2 x 0               

 

126. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε 2x x 1 0    έρεη ξίδεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο,  

      γηα θάζε ηηκή ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι. 

 

127. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε 2x x 1 0     έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο. 

 

128. Γίλεηαη ε εμίζσζε 
2x 4x 0   . Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ πξαγκαηηθνύ  

   αξηζκνύ ι γηα ηελ νπνία ε εμίζσζε έρεη: 

   α) ξίδα ην 3      β) δύν ξίδεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο 

   γ) κία δηπιή ξίδα   δ) Κακία πξαγκαηηθή ξίδα  

 

129. Αλ ε κία ξίδα ηεο εμίζσζεο  2 2x 2 2 x 2 2 0        είλαη ην 2, λα βξείηε  

   ηελ άιιε ηεο ξίδα. 

2
4      Ρίδεο ηεο εμίζωζεο 

 

   0        
1,2x

2

 



 

     

   0       1,2x
2


 


 

    

   0   
    

  δελ ππάξρνπλ ξίδεο 
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130. Αλ ε εμίζσζε 2x 4x 0   έρεη 2 ίζεο ξίδεο, λα απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε:  

     24x 1 x 1 0     ,έρεη 2 ξίδεο νη νπνίεο θαη λα βξεζνύλ. 

 

131. Γίλνληαη νη νκόζεκνη αξηζκνί α, β γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη: 
2 23 4 0     . 

     α) Να απνδείμεηε όηη ν αξηζκόο 



 είλαη ιύζε ηεο εμίζσζεο 2x 3x 4 0   .       

     β) Να αηηηνινγήζεηε γηαηί ν α είλαη ηεηξαπιάζηνο ηνπ β.   

 

132. Γίλεηαη ε εμίζσζε: 22x x 36 0   (1) κε παξάκεηξν   

  α) Να δείμεηε όηη, γηα θάζε ηηκή ηνπ ι , ε εμίζσζε (1) έρεη δύν ξίδεο πξαγκαηηθέο  

      θαη άληζεο.    

  β) Υπνζέηνπκε ηώξα όηη κία από ηηο ξίδεο ηεο εμίζσζεο (1) είλαη ν αξηζκόο  .  

      i) Να δείμεηε όηη ν αξηζκόο    είλαη ξίδα ηεο εμίζσζεο 22x x – 36 0     

      ii) Να δείμεηε όηη: 

 0      θαη 

 ν αξηζκόο 
1


  είλαη ξίδα ηεο εμίζσζεο: 236x x 2 0     

 

133. Γίλνληαη ε εμίζσζε:  2 2x 1 x 0       ,   κε παξάκεηξν 0  . 

   α) Να απνδείμεηε όηη ε δηαθξίλνπζα ηεο εμίζσζεο είλαη:  
2

2   1    .        

   β) Να απνδείμεηε όηη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο είλαη: 1p   θαη 2

1
p  


   

   γ) Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηνπ α ώζηε: 1 2p p 2    

 

134. Αλ 1 2x ,x  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο 2x 4x 6 0   , λα ππνινγίζεηε ηηο  

   παξαζηάζεηο: 

   α) 1 2x x          β) 1 2x x          γ) 
2 2

1 2x x       

   δ) 
3 3

1 2x x          ε) 
1 2

1 1

x x
          ζη) 1 2

2 1

x 1 x 1

x 3 x 3

 


 
 

 

135. Αλ 1 2x ,x  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο 2x 6x 2 0   , λα ππνινγίζεηε ηηο  

        παξαζηάζεηο: 

   
α) 1 2x x                      β) 1 2x x                     γ) 

2 2

1 2x x        

   δ) 
3 3

1 2x x          ε) 
1 2

1 1

x x
            ζη) 1 2

2 1

x 2 x 2

x 1 x 1

 


 
 

 

136. Να βξείηε ην πξόζεκν ησλ ξηδώλ ησλ παξαθάησ εμηζώζεσλ, ρσξίο λα ηηο ιύζεηε. 

   α) 
2x 6x 3 0            β) 

2x 4x 1 0           

   γ) 
2x 3x 2 0            δ) 

2 2x 5x 0   , 0   
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137. Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο δεπηέξνπ βαζκνύ πνπ έρνπλ γηα ξίδεο ηα δεύγε ησλ  

   αξηζκώλ: 

   α) 2 θαη 6       β) 
1

3
θαη  2         γ) 2  θαη 3         δ) 

2


θαη 2        ε)  ι θαη 2   

 

138. Αλ 1 2x ,x  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο 2x 2x 5 0   , λα βξείηε ηηο εμηζώζεηο  

    πνπ έρνπλ ξίδεο ηα δεύγε: 

   α) 1 2x , x            β) 1 2kx ,kx            γ) 
2 2

1 2x ,x         

   δ) 
2 2

1 2 2 1x x ,x x            ε) 2 1

1 2

x x

x x
         ζη) 1 22x 3,2x 3   

139. Αλ 
1 2x ,x  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο 2x 2x 6 0   , λα βξείηε ηελ εμίζσζε  

        πνπ έρεη ξίδεο ηηο  
1

1

x
 θαη 

2

1

x
. 

 

140. Αλ 
1 2x ,x  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο 2x 5x 1 0   , λα βξείηε ηελ εμίζσζε πνπ  

       έρεη ξίδεο ηηο 1

2

x

x
 θαη 2

1

x

x
. 

 

141. Έζησ ,    πξαγκαηηθνί αξηζκνί γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύνπλ: 1   θαη     

      
3 2 2 32 12        

   α) Να απνδείμεηε όηη: 12   .   

   β) Να θαηαζθεπάζεηε εμίζσζε 2νπ βαζκνύ κε ξίδεο ηνπο αξηζκνύο ,    θαη λα  

      ηνπο βξείηε.  

 

142. Έζησ ε εμίζσζε    
2

x 1 2x 3 0 ,      . Αλ 1 2x ,x  νη πξαγκαηηθέο ξίδεο  

       ηεο, λα δείμεηε όηη ε παξάζηαζε 1 2

3 3
K x x

2 2

   
     
   

 είλαη αλεμάξηεηε ηνπ ι. 

 

143. Γίλεηαη ε εμίζσζε  2 2x x 1 0                                                                                       

   α) Να δείμεηε όηη έρεη δπν ξίδεο άληζεο γηα θάζε  .                                                                       

   β) Αλ 1 2x ,x  νη ξίδεο ηεο , λα βξεζεί ην ι ώζηε 
2 2

1 2x x 4  . 

 

144. Έζησ 1 2x ,x  νη ξίδεο ηήο εμίζσζεο 
2x 2x 0    , ι0. 

   α) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι, γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη: 
2 2

1 2x x 6  . 

   β) Να βξείηε ηε δεπηεξνβάζκηα εμίζσζε κε ξίδεο 1 2,   γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη   

      1 2 1 22x x 3     θαη 1 2 1 2x x 2      .   

 

145. Αλ 1 2x ,x  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο: 
2x ιx ι 1 0    , λα βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ  
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     πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη 
2 2 2 2

1 1 2 1 2 2x 5x x 5x x x 25     . 

 

146. Αλ 
1 2x ,x  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο: 2x 2x ι 3 0    , λα βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ  

    πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη 
3 2 2 3

1 1 1 2 2 1 2 2x 3x x x 3x x x x 2      . 

147. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι γηα ηελ νπνία ε εμίζσζε  

      2 2x 1 x 3 0       έρεη ξίδεο αληίζηξνθεο. 

 

148. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι γηα ηελ νπνία ε εμίζσζε  

     2 2x 9 x 2 0       έρεη ξίδεο αληίζεηεο. 

 

149. α) Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε  2 23x 5 x 2 0      έρεη δπν πξαγκαηηθέο θαη  

           άληζεο ξίδεο γηα θάζε   .                             

        β) Να βξεζεί ν ι ώζηε νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο λα είλαη αληίζεηεο.      

 

150. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν:  2 2x 1 x     ,   0  . 

   α) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα Γ ηνπ ηξησλύκνπ θαη λα απνδείμεηε όηη ην ηξηώλπκν  

     έρεη ξίδεο πξαγκαηηθέο γηα θάζε   0  . 

   β) Αλ 1 2x ,  x  είλαη νη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ, λα εθθξάζεηε ην άζξνηζκα 1 2S x x 
 

      
ζπλαξηήζεη ηνπ ι≠0 θαη λα βξείηε ηελ ηηκή ηνπ γηλνκέλνπ 1 2P x x   ησλ ξηδώλ. 

   γ) Αλ 0  , ην παξαπάλσ ηξηώλπκν έρεη ξίδεο ζεηηθέο ή αξλεηηθέο; Να  

     αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.        

   δ) Γηα  θάζε 0  , αλ 1 2x ,  x είλαη  νη  ξίδεο  ηνπ  παξαπάλσ  ηξησλύκνπ, λα  

     απνδείμεηε όηη 1 2
1 2

x x
x x

2


 . 

 

151. α) Γίλεηαη νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν κε πεξίκεηξν   34 cm  θαη δηαγώλην  

          13 cm   

     i) Να δείμεηε όηη ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγσλίνπ είλαη  2E 60 cm .   

     ii) Να θαηαζθεπάζεηε κηα εμίζσζε 2νπ βαζκνύ πνπ λα έρεη ξίδεο ηα κήθε ησλ  

        πιεπξώλ ηνπ νξζνγσλίνπ.  

     iii) Να βξείηε ηα κήθε ησλ πιεπξώλ ηνπ νξζνγσλίνπ.   

    β) Να εμεηάζεηε αλ ππάξρεη νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν κε εκβαδόλ 40 cm
2
 θαη  

       δηαγώλην 8 cm.     

 

152. Γίλεηαη ε εμίζσζε: 
2x 5 x 1 0    , κε παξάκεηξν   

   α) Να απνδείμεηε όηη, γηα θάζε  , ε εμίζσζε έρεη δύν ξίδεο πξαγκαηηθέο θαη  

         άληζεο.   

   β) Αλ  1 2x ,  x  είλαη νη ξίδεο ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο, ηόηε: 

     i) Να πξνζδηνξίζεηε ηηο ηηκέο ηνπ  , γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη:  

                          
2 24

1 2 1 2x x 18 7 x x 0     .   
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   ii) Γηα 1  , λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 
2 2

1 2 1 2 1 2x x 3x 4 3x x x      

 

153. Γίλνληαη ε εμίζσζε: 2x 2x+ι 0   ,   κε παξάκεηξν 1  . 

   α) Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε έρεη δύν ξίδεο 1 2x ,x  δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο. 

   β) Να απνδείμεηε όηη  1 2x x 2         

   γ) Αλ γηα ηηο ξίδεο 1 2x ,x  ηζρύεη επηπιένλ 1 2| x 2 | | x 2 |    ,ηόηε : 

      i) Να δείμεηε όηη 1 2x x 4      

      ii) Να πξνζδηνξίζεηε ηηο ξίδεο 1 2x ,x  ηελ ηηκή ηνπ ι.    

 

154. Οη πιεπξέο 1 2x ,  x ελόο νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ είλαη νη ξίδεο ηεο  

      εμίζσζεο: 2 1
x 4 ι x 16 0

ι

 
    

 
,ι∈ (0,4) . 

    α) Να βξείηε: 

        i) ηελ πεξίκεηξν Π ηνπ νξζνγσλίνπ ζπλαξηήζεη ηνπ ι.  

        ii)  ην εκβαδόλ Δ ηνπ νξζνγσλίνπ. 

    β) Να απνδείμεηε όηη 16 , γηα θάζε    0,  4 . 

    γ) Γηα πνηα ηηκή ηνπ ι ε πεξίκεηξνο Π ηνπ νξζνγσλίνπ γίλεηαη ειάρηζηε, δειαδή  

        ίζε κε 16; Τη κπνξείηε λα πείηε  ηόηε γηα ην νξζνγώλην;   

 

155. Οη πιεπξέο 1 2x ,  x ελόο νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ είλαη νη ξίδεο ηεο  

     εμίζσζεο  2x 2x 2 0     0,2  

   α) Να βξείηε: 

      i)  ηελ πεξίκεηξν Π ηνπ νξζνγσλίνπ.      

      ii) ην εκβαδόλ Δ ηνπ νξζνγσλίνπ ζπλαξηήζεη ηνπ ι.   

   β) Να απνδείμεηε όηη 1  , γηα θάζε  0,2  

   γ) Γηα πνηα ηηκή ηνπ ι ην εκβαδόλ Δ ηνπ νξζνγσλίνπ γίλεηαη κέγηζην, δειαδή ίζν  

       κε 1; Τη κπνξείηε λα πείηε ηόηε γηα ην νξζνγώλην;  

 

156. Να ιύζεηε ηηο παξαθάησ εμηζώζεηο: 

   α) 
4 29x 5x 4 0        β) 

4 2x 5x 6 0       γ)
6 3x 9x 8 0         

   δ)
10 5x 33x 32 0       ε) 500 250x 2011x 1821 0    

 

157. Να ιύζεηε ηηο παξαθάησ εμηζώζεηο:   

     α) 
2x 2 x 3 0               β)  

2
x 2 3 x 2 2 0             

 

158. Να ιύζεηε ηηο παξαθάησ εμηζώζεηο: 

   α)    
2

2 2x 2x 4 x 2x 3 0                             β) 

2
1 1

x 1 7 x 5 0
x x

   
        

   
 

 

159. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε: 
2

2

1 1
x 3 x 4 0

x x
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160. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

  α)  
2

2 2x 4x 3 2x 8x 9 0             β)    
2

2 22x 3x 1 5 2x 3x 3 24 0        

 

161. Γίλεηαη ε εμίζσζε:  2x 5x 0    , κε παξάκεηξν α≠0. 

   α) Να απνδείμεηε όηη αλ 
5

2
    , ηόηε ε εμίζσζε έρεη ξίδεο πξαγκαηηθνύο  

      αξηζκνύο, πνπ είλαη αληίζηξνθνη κεηαμύ ηνπο.   

   β) Να βξείηε ηηο ιύζεηο ηεο εμίζσζεο, όηαλ 2  .  

   γ) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε: 

2
1 1

2 x 5 x 2 0
x x

   
       

   
                        

 

162. Γίλεηαη ε εμίζσζε 
2x x 0     κε β, γ πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο.   Αλ ε     

      παξαπάλσ εμίζσζε έρεη δύν ξίδεο άληζεο γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη 1 2x  x 4  , ηόηε: 

   α) Να βξείηε ηηο δπλαηέο ηηκέο ηνπ β .  

   β) Να απνδείμεηε όηη 4  .                                  

   γ) Γίλεηαη επηπιένλ ε εμίζσζε 
2x – x 3 0    (1). 

    Να εμεηάζεηε γηα πνηα από ηηο ηηκέο ηνπ β πνπ βξήθαηε ζην (α) εξώηεκα, ε εμίζσζε  

    (1) δελ έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο. 

 

Δπαλαιεπηηθά ζέκαηα  

από δηαγωλίζκαηα ΟΔΦΔ 
 

163. Γίλεηαη ε εμίζσζε  2x ι 1 x ι 0     

  α) Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο γηα θάζε ηηκή ηνπ ι. 

  β) Αλ l 2x ,x  νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο λα βξείηε ην ι ώζηε  
2

1 2 1 2x x 2x x 10    

  γ) Γηα ι= 3, λα θαηαζθεπάζεηε εμίζσζε 2νπ
 βαζκνύ κε ξίδεο 12x  θαη 22x . 

 

164. Γίλνληαη νη παξαζηάζεηο: 3 3Α 4 2 2  θαη 
1 1

B
2 2 2 2

 
 

. 

  α) Να απνδείμεηε όηη Α = 2  β) Να απνδείμεηε όηη Β = 2. 

  γ) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
3 1 1

x
A A A A

 
 

. 

 

165. Γίλεηαη ε εμίζσζε    2x 4ι 2 x ι 3 8ι 0      (1), κε παξάκεηξν ι .  

  α) i. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε (1) έρεη δηαθξίλνπζα:   Γ 4 3ι 1 4ι 1 .     

      ii. Να βξείηε ηηο ηηκέο ι1, ι2 ηεο παξακέηξνπ ι, κε 1 2ι ι  , ώζηε ε εμίζσζε (1) λα  

          έρεη δηπιή ξίδα. Σηε ζπλέρεηα, λα βξείηε ηε δηπιή ξίδα x0 , γηα ι = ι1. 

  β) Να πξνζδηνξίζεηε ηηο ηηκέο ησλ ι  ώζηε ε εμίζσζε (1) λα έρεη δύν ξίδεο  

     άληζεο ηηο 1 2x ,x .  
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     Γηα πνηέο απ’ ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ηζρύεη: 1 2 1 24x x 3x 3x 26   . 

 
166. Γίλεηαη ε εμίζσζε  

         2 2
5x 4 4x 5 x 7 x 7 8 x 2 2 x 2 2 2017           . 

  α) Να ιπζεί ε εμίζσζε. 

  β) Να απινπνηεζεί ε παξάζηαζε K 2 14 2x 3 x 7 x 2010       γηα θάζε  

     x 7,7  . 

 

167. Γίλεηαη ε εμίζσζε     2x 2ιx ι ι 3 0 1    . 

  α) Να βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι  ε εμίζσζε (1) έρεη δύν πξαγκαηηθέο θαη άληζεο  

        ιύζεηο. 

  β) Έζησ S θαη P ην άζξνηζκα θαη ην γηλόκελν αληίζηνηρα ησλ ξηδώλ ηεο εμίζσζεο (1).   

      Αλ ηζρύεη P S 12   , λα πξνζδηνξίζεηε ηελ ηηκή ηνπ ι . 

  γ) Γηα ηελ ηηκή ηνπ ι πνπ βξήθαηε ζην β εξώηεκα λα ππνινγίζεηε ηηο παξαζηάζεηο  

      1 2
1 2

2 1

x x
A θαη B x x

x x
     . 

 

168. α) Γίλνληαη νη αξηζκνί    
2 2

α 4 2 2 1     θαη β 2 2 2 2 2    . 

   Να απνδείμεηε όηη α 3 θαη β 2  . 

β) Αλ α 3 θαη β 2  λα ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
2x α x β 0, x    . 

 

169. Γίλεηαη ε ζρέζε 1 2 1 22017 x 1 2018 x 1 κε x ,x      . 

  α) Να βξεζνύλ νη ηηκέο ησλ 1 2x ,x   . 

  β) Αλ 1 2x 1, x 1    λα ιπζνύλ νη εμηζώζεηο 

     i.  1α 2 x      ii.  2β 1 x     

  γ) Αλ α 3 θαη β 0   κε α,β ιύζεηο ηνπ β εξσηήκαηνο, λα ιπζνύλ νη εμηζώζεηο: 

     i.  4x α      ii.  3x β   

 

170. Γίλνληαη νη παξαζηάζεηο 
   

2 2
x 1 x 2

Α κε 1 x 2
x 1 x 2

 
   

 
 , 

2 2
B

4 2 4 2
 

 
 . 

  α) Να απνδεηρζεί όηη ε παξάζηαζε Α είλαη αλεμάξηεηε ηνπ x. 

  β) Να ππνινγηζζεί ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο Β. 

  γ) Αλ A 2 θαη B 2    ηόηε: 

   i.  Να ιπζεί ε εμίζσζε x B Ax  . 

   ii. Να βξεζεί ε ηηκή ηνπ ι  ώζηε ε εμίζσζε    2ι Α ι Β x ι 2ι     λα είλαη 

αόξηζηε. 
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Αληζώζεηο 1νπ βαζκνύ 
 

Οη αληζώζεηο x 0    θαη x 0    
 

Δίλαη: x 0 x       

      Αλ 0  , ηόηε:
x

x x
  

       
  

.    

      Αλ 0  , ηόηε:
x

x x
  

       
  

. 

 

Αλ 0  , ηόηε ε αλίζσζε γίλεηαη 0 x    θαη 

   -  αλ 0  αιεζεύεη γηα θάζε x , ελώ 

   -  αλ 0  είλαη αδύλαηε. 

Αληζώζεηο κε απόιπηα 

 

 1. x x , 0         2. x x ή x , 0         

 

171. Γίλεηαη ε εμίζσζε   22 x 2 x 1 0        , κε παξάκεηξν 2   . 

  α) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο νπνίεο ε εμίζσζε έρεη δπν ξίδεο πξαγκαηηθέο θαη  

       άληζεο.   

   β) Αλ 1 2x ,  x είλαη νη ξίδεο ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο λα βξείηε ην ι ώζηε 1 2x x 3  . 

 

172. Να ιύζεηε ηηο παξαθάησ αληζώζεηο:  

   α) x 1 4                  β) x 1 2                 γ) x 3 2       

   δ) x 5                    ε) x 5 0                  ζη) x 2 0   δ) 2x 8x 16 5    

 

173. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο:   

   α) 3 x 6 0               β)  2 x 12 0                 γ) 5 x 0   

   δ) 5 x 20 0                          ε) 3 x 9 0     ζη) 
1

1
x 2




     

   δ) 3 x 6 0     ε) 
2x 4x 4 6               ζ) 2x 10x 25 3    

 

174. α) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε: 22x x 6 0     (1)   

   β) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε: x 1 2       (2)  

   γ) Να εμεηάζεηε αλ ππάξρνπλ ηηκέο ηνπ x πνπ ηθαλνπνηνύλ ηαπηόρξνλα ηηο ζρέζεηο  

      (1) θαη  (2). 

 

175. Να ιύζεηε ηηο παξαθάησ αληζώζεηο:  α) 1 x 4                    β) 2 x 3 5    

176. Να ιύζεηε ηηο παξαθάησ αληζώζεηο:    
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   α) x 2 3 1                        β) x 1 2 3      γ) x 3 1          

   δ) 5 x 1 3                  ε) x 2 3 4                  ζη) 3 2x 1 4     

 

177. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο:  

   α) 
2 2x 1 11 4 2x 1 1 2x

4 2 3

    
    β) 

x 2 1 3 x 2 1

2 3 3

   
   

 

178. Έζησ Α θαη Β ηα ζεκεία πνπ παξηζηάλνπλ ζε έλαλ άμνλα ηνπο αξηζκνύο 4  θαη  

       6 θαη Μ ην κέζν ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ. 

   α) Πνηνο αξηζκόο αληηζηνηρεί ζην ζεκείν Μ; 

   β) Να δηαηππώζεηε γεσκεηξηθά ην δεηνύκελν ηεο αλίζσζεο x 6 x 4    θαη λα  

      βξείηε ηηο ιύζεηο ηεο. 

   γ) Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ην ζπκπέξαζκά ζαο 

 

179. Έζησ Α θαη Β ηα ζεκεία πνπ παξηζηάλνπλ ζε έλαλ άμνλα ηνπο αξηζκνύο  2 θαη 6  

       θαη Μ ην κέζν ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ. 

   α) Πνηνο αξηζκόο αληηζηνηρεί ζην ζεκείν Μ; 

   β) Να δηαηππώζεηε γεσκεηξηθά ην δεηνύκελν ηεο εμίζσζεο x 2 x 6 4     θαη  

       λα βξείηε ηηο ιύζεηο ηεο. 

   γ) Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ην ζπκπέξαζκά ζαο. 

 

 

Αληζώζεηο 2νπ βαζκνύ 
 

Πξόζεκν ηωλ ηηκώλ ηνπ ηξηωλύκνπ 

Αλ 0  , ηόηε     2

1 2f x x x x x x x        θαη ην πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηεο 

f  θαίλεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα:  

 

 

 

 

 

 

Αλ 0  , ηόηε:  
2

2f x x x x
2

 
        

 
 θαη ην πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηεο f  

θαίλεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα:  

 

 

 

 

 

 

x               / 2                   

 f x  νκόζεκν 

ηνπ α 

νκόζεκν 

ηνπ α 

 

ν 

x                 
1x                       

2x                 

 f x  νκόζεκν 

ηνπ α 

εηεξόζεκν 

ηνπ α 

νκόζεκν 

ηνπ α 

 

ν ν 
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Αλ 0  , ηόηε  
2

2

2
f x x x x

2 4

  
          

    

 θαη ην πξόζεκν ησλ ηηκώλ 

ηεο f  θαίλεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα:  

 

 

 

 

 
180. Να ιπζνύλ νη παξαθάησ αληζώζεηο: 

   α) 23x 12x   β)  22x 32 0   γ) 2x 2x  δ)  23x 12 0   

 

181. Να ιπζνύλ νη παξαθάησ αληζώζεηο: 

   α) 
23x 7x 2 0       β) 

23x 7x 4 0        γ) 2x x 2   δ) 22x 40 18x   

 

182. Να ιπζνύλ νη παξαθάησ αληζώζεηο: 

   α) 
2x 16 8x     β) 23x 12x 12 0     γ) 

29x 4 12x   

 

183. Να ιπζνύλ νη παξαθάησ αληζώζεηο: 

   α) 2x 3x 5 0     β) 22x 12x 18 0     γ) 
25x 4x 1 0     

 

184. Αθνύ ιύζεηε ηελ αλίζσζε 2x 3x 4 0   , λα βξείηε ην πξόζεκν ησλ  

       παξαζηάζεσλ:  

      
2

A 36,879 3 36,879 4        
2B 36,879 3 36,879 4      

      
2

Γ 0,9898 3 0,9898 4         
2

Γ 0,9898 3 0,9898 4      

 

185. Αθνύ βξείηε ην πξόζεκν ηνπ ηξησλύκνπ  2x 6x 8   , λα βξείηε ην πξόζεκν ησλ  

      παξαζηάζεσλ: 

    
2

7 7A 3 6 3 8      2B π 6π 8       
2

Γ 983 6 983 8       

 

186. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν: 2x 2x 8   

    α) Να βξείηε ην πξόζεκν ηνπ ηξησλύκνπ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ  

       αξηζκνύ x .      

   β) Αλ 
8889

k
4444

   ,   είλαη ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο:  2 2 8      κεδέλ, ζεηηθόο ή  

      αξλεηηθόο αξηζκόο; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.      

   γ) Αλ ηζρύεη  4 4   , ηη κπνξείηε λα πείηε γηα ην πξόζεκν ηεο ηηκήο ηεο  

      παξάζηαζεο: 
2 – 2 8    ;Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 

187. α) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε: 
2x 5x 6 0   .    

       β) Να βξείηε ην πξόζεκν ηνπ αξηζκνύ 

2
46 46

K 5 6
47 47

 
    
 

θαη λα   

x                                             

 f x  νκόζεκν ηνπ α 
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          αηηηνινγήζεηε ην ζπιινγηζκό ζαο.     

      γ) Αλ  6, 6  , λα  βξείηε  ην  πξόζεκν  ηεο  παξάζηαζεο 
2 5 6     . 

          Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.  

 

188. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν 2 x 2x 3    

   α) Να βξείηε ην πξόζεκν ηνπ ηξησλύκνπ  γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ x. 

   β) Να πξνζδηνξίζεηε, αηηηνινγώληαο ηελ απάληεζή ζαο, ην πξόζεκν ηνπ γηλνκέλνπ:  

                  
2 2

2,999 2 2,999 3 1,002 2 1,002 3              
   

. 

   γ) Αλ – 3 3  , λα βξείηε ην πξόζεκν ηνπ αξηζκνύ: 
2 2 3    . 

 

189. α) Γίλεηαη ην ηξηώλπκν 
2x 3x 2,  x   .Να βξείηε ην πξόζεκν ηνπ ηξησλύκνπ. 

       β) Θεσξνύκε πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β δηαθνξεηηθνύο από ην 0 κε    γηα  

          ηνπο νπνίνπο ηζρύεη   2 23 2 3 2 0        . 

           Να απνδείμεηε όηη ηζρύεη       1 2 1 2       . 

 

190. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν 22x 3x 1  . 

   α) Να βξείηε ηηο ξίδεο ηνπ.   

   β) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο: 22x 3x 1 0   . 

   γ) Να εμεηάζεηε αλ νη αξηζκνί 
1

2
 θαη 

3

2
 είλαη ιύζεηο ηεο αλίζσζεο  

       22x 3x 1 0   . 

 
191. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν: 2Α 3x 9x 12,   x     

   α) Να ιύζεηε ηελ  αλίζσζε 0  
θαη λα παξαζηήζεηε ην ζύλνιν ησλ ιύζεσλ ηεο   

       ζηνλ άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ.    

   β) Να ειέγμεηε αλ ν αξηζκόο 3 2 είλαη ιύζε ηεο αλίζσζεο ηνπ εξσηήκαηνο (α).   

       Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 

192. α) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε: 2x 10x 21 0   . 

       β) Γίλεηαη ε παξάζηαζε: 
2x 3 x 10x 21     . 

       i) Γηα  3 x 7  , λα δείμεηε όηη: 
2x 11x 24     

       ii) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ  x 3,7 , γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη 6 . 

 

193. Γίλεηαη ε εμίζσζε 
2x x 3 0    , . Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηνπ ι  

      γηα ηηο νπνίεο ε εμίζσζε: 

   α) έρεη ξίδεο άληζεο     β) έρεη ξίδεο ίζεο      γ) είλαη αδύλαηε 

 

194. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε  2x 2 x 2 3 0        έρεη ξίδεο άληζεο γηα  

      θάζε ηηκή ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι. 
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195. Γίλεηαη ε εμίζσζε 2x 2 x 2 0     , κε παξάκεηξν  . 

    α) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα ηεο εμίζσζεο.  

    β) Να απνδείμεηε όηη ε παξαπάλσ εμίζσζε έρεη ξίδεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο γηα  

        θάζε  .  

    γ) Αλ 1 2x ,x
 
είλαη νη ξίδεο ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο, ηόηε λα βξείηε γηα πνηα ηηκή  

      ηνπ ι ηζρύεη: 1 2 1 2x x x x    . 

 

196. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι γηα ηηο νπνίεο ε αλίζσζε 

      
2x 2 x 3 2 0       αιεζεύεη γηα θάζε x . 

 

197. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν    2 2x 1 x , 0       . 

   α) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα Γ ηνπ ηξησλύκνπ θαη λα απνδείμεηε όηη ην ηξηώλπκν  

       έρεη ξίδεο πξαγκαηηθέο γηα θάζε  0  . 

   β) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι ην παξαπάλσ ηξηώλπκν έρεη δύν ξίδεο ίζεο;   

   γ) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι, ώζηε  2 2x 1 x 0      , γηα θάζε x . 

 

198. Γίλεηαη ε εμίζσζε:
2 2x x ( 1) 0       (1) ,  κε παξάκεηξν ι ∈ℝ. 

   α) Να πξνζδηνξίζεηε ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό ι, ώζηε ε εμίζσζε (1) λα έρεη ξίδεο 

      πξαγκαηηθέο.   

   β) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε: 2S P 2 0   , όπνπ S θαη P είλαη αληίζηνηρα ην 

      άζξνηζκα θαη ην γηλόκελν ησλ ξηδώλ ηεο (1).  

 

199. Γίλεηαη ε εμίζσζε    
2

x 2 4x 3    , κε παξάκεηξν   

   α) Να γξάςεηε ηελ εμίζσζε ζηε κνξθή 
2x x 0,  0       .   

   β) Να βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι ε εμίζσζε έρεη ξίδεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο. 

   γ) Αλ 
1 2x ,  x   είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο, ζηελ πεξίπησζε πνπ έρεη ξίδεο  

       πξαγκαηηθέο θαη άληζεο, 

     i) λα ππνινγίζεηε ηα 
1 2S x x  θαη 

1 2P x x . 

     ii) λα απνδείμεηε όηη ε παξάζηαζε   1 24x 3 4x 3    είλαη αλεμάξηεηε ηνπ ι,  

        δειαδή ζηαζεξή.      
 

200. Γίλεηαη ε εμίζσζε: 2 2x x 0    , κε παξάκεηξν  (1) 

   α) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα Γ ηεο εμίζσζεο θαη λα απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε    

        έρεη ξίδεο πξαγκαηηθέο γηα θάζε .    

   β) Γηα πνηα ηηκή ηνπ ι ε εμίζσζε (1) έρεη δύν ξίδεο ίζεο;     

   γ) Αλ 1 2x ,  x είλαη νη ξίδεο ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο (1), ηόηε λα βξείηε γηα πνηεο  

      ηηκέο ηνπ ι ηζρύεη  1 20 d x ,x 2  . 
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Δπαλαιεπηηθά ζέκαηα  

από δηαγωλίζκαηα ΟΔΦΔ 
 

201. Γίλεηαη ε εμίζσζε   2ι 2 x 2ιx 1 0    κε ι 2  θαη ι    (1) 

  α) Να απνδείμεηε όηη έρεη ξίδεο άληζεο γηα θάζε ι 2  . 

  β) Έζησ 1 2x ,x  νη ξίδεο ηεο (1). Να βξείηε: 

   i)   Τα 1 2x x  θαη 1 2x x . 

   ii)  Τηο ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο νπνίεο ε (1) έρεη ξίδεο εηεξόζεκεο. 

 

202. α) Να ιπζεί ε αλίζσζε 3 x 1 2 2 1 x     

β) Να ιπζεί ε εμίζσζε    
4 2

x 1 3 x 1 4 0      

     γ) λα απνδείμεηε όηη: 
3 2

5
3 2 3 2

 
 

. 

 

203. Γίλεηαη ε εμίζσζε:  2x 1 ι x 1 0    , κε ι  ε νπνία έρεη δύν ξίδεο άληζεο ηηο 

x1 θαη x2. 

  α) Να δείμεηε όηη 1 ι 2  . 

  β) Να ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο ηνπ ι. 

  γ) Να εθθξάζεηε ζαλ ζπλάξηεζε ηνπ ι ηηο ηηκέο ησλ πην θάησ παξαζηάζεσλ 

       1 2 1 2

1 2

1 1
Κ x x , Λ x x , Μ

x x
      

  δ) Να βξείηε ην ι ώζηε λα ηζρύεη: 2 2

1 2 1 2 1 2ιx x ιx x 3x 3x 5     

 

204. α) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε: 
2x 1 3 1 2x

1
3 4

  
  θαη λα γξάςεηε ηηο ιύζεηο ηεο  

       ζε κνξθή δηαζηήκαηνο Γ. 

      β) Αλ x Γ , λα δείμεηε όηη ε παξάζηαζε 
2 2x 2x 1 x 4x 4

Α
x 1 x 2

   
 

 
 είλαη  

         ζηαζεξόο αξηζκόο. 

 

205. α) Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο:  

    i. 2x x 6 0       ii.  
2

x 1 x 1 6 0       

β) i. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 
2x x 6 0    . 

    ii. Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι ε εμίζσζε 
2

2 ι
x 2x 0

4
    είλαη  

        αδύλαηε ζην ; 

 

206.  Γίλεηαη ε εμίζσζε    2ιx ι 2 x 2 ι 0, ι 1      . 

  α) Να απνδείμεηε όηη ε δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλύκνπ είλαη 
2Γ 5ι 12ι 4   . 
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  β) i. Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι ε εμίζσζε (1) έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο; 

      ii. Αλ 1 2x ,x  νη ξίδεο ηεο (1), λα βξεζεί ε ηηκή ηνπ ι ώζηε λα ηζρύεη:  

           1 2 1 2x x 3 x x 0    . 

  γ) Αλ 1 2y 5 θαη y 1   νη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο  2x θ 2 x d κ,4 0     , λα  

        βξεζνύλ ηα θ,κ . 

 

207. Γίλνληαη νη παξαζηάζεηο 
3 5Α 4 2 32   θαη    

2 2
Β π 2 π 4 1     . 

   α) Να βξείηε ηηο ηηκέο ησλ Α,Β.  

   β) Να δείμεηε όηη 
Α Β Α Β Α Β

2
Α ΒΑ Β Α Β

   
       

. 

   γ) Γηα Α 2 θαη Β 3,    

     i.  Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε Αx B B Ax    , 

     ii. λα βξείηε γηα πνηα x  νξίδεηαη ε παξάζηαζε 
 

2018
K

Αx B B Ax


  
.  

 

208. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν  2x ι 2 x 2ι 1, ι      ην νπνίν έρεη δύν άληζεο 

πξαγκαηηθέο ξίδεο, ηηο 1 2x ,x .   

   α) Να δείμεηε όηη 2Γ ι 12ι   θαη ζηε ζπλέρεηα λα απνδείμεηε όηη  

           ι ,0 12,    . 

   β) i. Να ππνινγίζεηε ην άζξνηζκα 1 2S x x   θαη ην γηλόκελν 1 2P x x  ησλ ξηδώλ ηνπ  

         ηξησλύκνπ, σο ζπλάξηεζε ηνπ ι. 

     ii. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη: \         

         2 2

1 2 1 2 1 2x x x x x x 0      

   γ) i. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι , γηα ηηο νπνίεο νη ξίδεο 1 2x ,x  ηνπ  

           παξαπάλσ ηξησλύκνπ είλαη δηαζηάζεηο νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ.  

       ii. Να βξεζεί ε ηηκή ηνπ ι γηα ηελ νπνία ην νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν κε  

           δηαζηάζεηο 1 2x ,x  έρεη πεξίκεηξν 28cm. Πνην είλαη ην εκβαδόλ απηνύ ηνπ  

          νξζνγσλίνπ;  
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Η Έννοια της Σσνάρτησης 
 

Ο  Δuler θαη νη πλαξηήζεηο  
Έλαο από ηνπο κεγαιύηεξνπο καζεκαηηθνύο όισλ ησλ 

επνρώλ ήηαλ ν Leonhard Euler, πνπ γελλήζεθε ζηελ 

Διβεηία αιιά έδεζε ην κεγαιύηεξν κέξνο ηεο δσήο ηνπ 

ζηελ Αγ.Πεηξνύπνιε θαη ζην Βεξνιίλν. ην θεθάιαην 1 

ηνπ έξγνπ ηνπ Introductionto Analysis of the Infinite (1748) 

ζπδεηά ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο. Παξνπζηάδνπκε εδώ 

κεξηθά απνζπάζκαηα: 

§4: Σπλάξηεζε κηαο κεηαβιεηήο πνζόηεηαο είλαη κία 

αλαιπηηθή έθθξαζε πνπ απνηειείηαη κε νπνηνδήπνηε 

ηξόπν από ηε κεηαβιεηή πνζόηεηα θαη αξηζκνύο ή ζηαζεξέο πνζόηεηεο. Γη απηό θάζε 

αλαιπηηθή έθθξαζε ζηελ νπνία όιεο νη ζπληζηώζεο πνζόηεηεο εθηόο από ηε κεηαβιεηή 

x είλαη ζηαζεξέο, ζα είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x, έηζη, a + 3x, ax – 3x
2
,  c

x 
είλαη ζπλαξηήζεηο 

ηνπ x.  

§6:Η θύξηα δηάθξηζε κεηαμύ ζπλαξηήζεωλ, ωο πξνο ηε κέζνδν ζπλδπαζκνύ ηεο 

κεηαβιεηήο πνζόηεηαο θαη ηωλ ζηαζεξώλ πνζνηήηωλ θαηαγξάθεηαη (ζεωξείηαη) 

εδώ. Πξάγκαηη, εμαξηάηαη από ηηο πξάμεηο κε ηηο νπνίεο νη πνζόηεηεο δηεπζεηνύληαη θαη 

εκπιέθνληαη κεηαμύ ηνπο. Απηέο νη πξάμεηο είλαη ε πξόζζεζε, ε αθαίξεζε, ν 

πνιιαπιαζηαζκόο, ε δηαίξεζε, ε ύςσζε ζε δύλακε θαη ε εμαγσγή ξίδαο ... Δθηόο από 

απηέο ηηο πξάμεηο νη νπνίεο ζπλήζσο νλνκάδνληαη αιγεβξηθέο, ππάξρνπλ πνιιέο άιιεο 

πνπ είλαη ππεξβαηηθέο, όπσο εθζεηηθέο, ινγάξηζκνη θαη άιιεο ηηο νπνίεο ν 

νινθιεξσηηθόο ινγηζκόο παξέρεη ελ αθζνλία.  

§7: Οη ζπλαξηήζεηο δηαηξνύληαη ζε αιγεβξηθέο θαη ππεξβαηηθέο. Οη πξώηεο είλαη 

απηέο πνπ γίλνληαη κόλν από αιγεβξηθέο πξάμεηο, νη δεύηεξεο είλαη απηέο πνπ 

εκπεξηέρνπλ ππεξβαηηθέο πξάμεηο. Έηζη, ηα πνιιαπιάζηα θαη νη δπλάκεηο ηνπ x είλαη 

αιγεβξηθέο ζπλαξηήζεηο, επίζεο αλακθίβνια όιεο νη εθθξάζεηο πνπ ζρεκαηίδνληαη από 

ηηο αιγεβξηθέο πξάμεηο πνπ αλαθαιέζακε πξνεγνπκέλσο.... Κάηη άιιν ζα έπξεπε λα 

ζεκεησζεί γηα ηηο ππεξβαηηθέο ζπλαξηήζεηο θαη απηό είλαη ην γεγνλόο όηη ε ζπλάξηεζε 

ζα είλαη ππεξβαηηθή κόλν εάλ ε ππεξβαηηθή πξάμε όρη κόλν εηζέξρεηαη ζε απηή, αιιά 

πξαγκαηηθά επεξεάδεη ηε κεηαβιεηή πνζόηεηα. Δάλ νη ππεξβαηηθέο πξάμεηο 

αλαθέξνληαη κόλν ζηηο ζηαζεξέο, ε ζπλάξηεζε πξέπεη λα ζεσξείηαη αιγεβξηθή.  

§8: Οη αιγεβξηθέο ζπλαξηήζεηο ππνδηαηξνύληαη ζε ξεηέο θαη άξξεηεο ζπλαξηήζεηο: νη 

πξώηεο είλαη ηέηνηεο πνπ ε κεηαβιεηή πνζόηεηα δελ εκπιέθεηαη κε θαλέλα ηξόπν κε 

ηελ αξξεηόηεηα, νη δεύηεξεο είλαη απηέο ζηηο νπνίεο ε κεηαβιεηή πνζόηεηα 

επεξεάδεηαη από ζύκβνια ξηδώλ. Έηζη, ζηηο κε-άξξεηεο ζπλαξηήζεηο δελ ππάξρνπλ 

άιιεο πξάμεηο εθηόο από πξόζζεζε, αθαίξεζε, πνιιαπιαζηαζκό, δηαίξεζε θαη ύςσζε 

ζε δπλάκεηο κε εθζέηεο αθέξαηνπο. Γηα παξάδεηγκα,  α + x, α – x, αx, 
2 2α x

α x




, αx

3
-βx

5
 

είλαη κε-άξξεηεο ζπλαξηήζεηο ηνπ x. Δθθξάζεηο όπσο x  , είλαη άξξεηεο ζπλαξηήζεηο 

ηνπ x.  

§9:Οη κε-άξξεηεο ζπλαξηήζεηο ππνδηαηξνύληαη ζε πνιπωλπκηθέο θαη ξεηέο 

ζπλαξηήζεηο. ε κία πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε ε κεηαβιεηή x δελ έρεη αξλεηηθνύο 

εθζέηεο όπνπ πεξηέρεη θιαζκαηηθέο εθθξάζεηο ζηηο νπνίεο ππεηζέξρεηαη ε κεηαβιεηή x 

ζηνπο παξνλνκαζηέο. Ωο ξεηέο ζπλαξηήζεηο λννύληαη απηέο ζηηο νπνίεο νη  
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παξνλνκαζηέο πεξηέρνπλ ην x ή απηέο ζηηο νπνίεο εκθαλίδνληαη αξλεηηθνί εθζέηεο ηνπ  

x . Απηόο ινηπόλ είλαη ν γεληθόο ηύπνο γηα ηηο πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο:  

α + βx + γx
2
 + δx

3
 + εx

4
 + δx

5
 + ...... Όιεο νη ξεηέο ζπλαξηήζεηο, πάλησο, αθνύ ην 

άζξνηζκα δηαθόξσλ θιαζκάησλ κπνξεί λα εθθξαζηεί σο έλα απιό θιάζκα, πεξηέρνληαη 

ζηνλ αθόινπζν ηύπν: 

 

 

όπνπ ζα έπξεπε λα ζεκεησζεί όηη νη ζηαζεξέο πνζόηεηεο a, b, c, d, θιπ θαη α, β, γ, δ, θιπ 

είηε είλαη ζεηηθέο είηε αξλεηηθέο, ξεηέο ή άξξεηεο, ή αθόκα θαη ππεξβαηηθέο, δελ 

αιιάδνπλ ηε θύζε ησλ ζπλαξηήζεσλ.  

§10: Τέινο, πξέπεη λα δηαθξίλνπκε κεηαμύ κνλόηηκωλ (single-valued) ζπλαξηήζεωλ 

θαη ζπλαξηήζεωλ  πνιιαπιώλ ηηκώλ(multiple-valuedfunctions).Μία κνλόηηκε 

ζπλάξηεζε είλαη απηή γηα ηελ νπνία, αλεμάξηεηα ηνπ πνηά ηηκή ζα δνζεί ζηελ 

κεηαβιεηή x, κία κόλν ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο πξνζδηνξίδεηαη. Από ηελ άιιε κία 

ζπλάξηεζε πνιιαπιώλ ηηκώλ, είλαη απηή γηα ηελ νπνία αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηε 

κεηαβιεηή x κε θάπνηα ηηκή, πξνζδηνξίδνληαη δηάθνξεο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο. Έηζη, 

όιεο νη κε-άξξεηεο ζπλαξηήζεηο, είηε πνιπσλπκηθέο είηε ξεηέο, είλαη κνλόηηκεο 

ζπλαξηήζεηο, αθνύ ηέηνηνπ είδνπο εθθξάζεηο, όπνηα ηηκή θαη αλ δνζεί ζηε κεηαβιεηή x, 

παξάγνπλ κία κνλαδηθή ηηκή. Παξόια απηά, νη άξξεηεο ζπλαξηήζεηο είλαη όιεο 

πνιιαπιώλ ηηκώλ επεηδή ηα ζύκβνια ησλ ξηδώλ είλαη δηθνξνύκελα θαη δίλνπλ δεύγε 

ηηκώλ.  

§16:Εάλy είλαη όπνηνπ ηύπνπ ζπλάξηεζε ηνπ x, ηόηε παξνκνίωο, ην x ζα είλαη 

ζπλάξηεζε ηνπ y. Αθνύ ην y είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x, είηε κνλόηηκε είηε πνιιαπιώλ 

ηηκώλ, δίλεηαη κηα εμίζσζε κε ηελ νπνία θαζνξίδεηαη ην y κέζσ ηνπ x θαη ζηαζεξώλ 

πνζνηήησλ. Από ηελ ίδηα εμίζσζε κπνξεί λα νξηζηεί ην x κέζσ ηνπ y θαη ζηαζεξώλ. 

Αθνύ ην y είλαη κηα κεηαβιεηή πνζόηεηα, ην x ζα είλαη εμίζνπ κία έθθξαζε πνπ 

απνηειείηαη από ην y θαη ζηαζεξέο θαη γη απηό ηνλ ιόγν ζα είλαη ζπλάξηεζε ηνπ y. 

Δξωηήζεηο: 

1.πγθξίλεηε ηελ πεξηγξαθή ηεο ζπλάξηεζεο ηεο §4 κε ηνλ νξηζκό ηνπ βηβιίνπ ζαο. 

2.ΟEuler  αλαθέξεη δύν είδε ππεξβαηηθώλ πξάμεσλ ζηελ §6, δειαδή, εθζεηηθέο θαη  

    ινγαξίζκνπο. Γώζηε άιια παξαδείγκαηα ππεξβαηηθώλ πξάμεσλ. 

3. Καηεγνξηνπνηείζηε ηηο αθόινπζεο ζπλαξηήζεηο σο αιγεβξηθέο ή ππεξβαηηθέο  

     ζύκθσλα κε ηελ §7. 

     α. 3x 5x     β. x 5       γ. 
2

3 2

x 5

x 7x 3



 
  

     δ.  
1

2 4x 5     ε. 
2x 5

x 2




   ζη. 22 3x 5x    

4. Καηεγνξηνπνηείζηε ηηο αθόινπζεο αιγεβξηθέο ζπλαξηήζεηο σο κε-άξξεηεο ή άξξεηεο,     

    ζύκθσλα κε ηελ §8. 

     α. 
3x 5x     β. x 5       γ. 

2

3 2

x 5

x 7x 3



 
  

     δ.  
1

2 4x 5     ε. 
2x 5

x 2




   ζη. 

22 3x 5x    

5.Γώζηε ηξία παξαδείγκαηα πνιπσλπκηθώλ θαη ηξία παξαδείγκαηα ξεηώλ ζπλαξηήζεσλ  

    ζύκθσλα κε ηελ §9 ηνπ Euler. Να ζπκπεξηιάβεηε ζηα παξαδείγκαηα ζαο ζηαζεξέο  
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   πνζόηεηεο αξλεηηθέο, θιάζκαηα θαη άξξεηεο.  

6. Πσο νλνκάδνπκε ζήκεξα ηελ κνλόηηκε ζπλάξηεζε θαη ηελ πνιιαπιώλ ηηκώλ  

    ζπλάξηεζε  ηεο §10; 

7. Ση ελλνεί ν Euler κε ηελ ηειεπηαία πξόηαζε ηεο §10 όηη «ηα ζύκβνια ησλ ξηδώλ είλαη  

    δηθνξνύκελα θαη δίλνπλ δεύγε ηηκώλ;» Θεσξνύκε ζήκεξα ηα ζύκβνια ησλ ξηδώλ  

    δηθνξνύκελα; Ση έρνπκε αιιάμεη ζηνλ νξηζκό απηώλ ησλ ζπκβόισλ ξηδώλ; 

8. Ση πεξηγξάθεη ν Euler ζηελ §16; 

9. Με βάζε απηή ηε πεξηγξαθή εμεγείζηε γηαηί ιεηηνπξγεί ν ζεκεξηλόο αιγόξηζκνο γηα  

    ηελ εύξεζε ηεο αληίζηξνθεο. (Θπκεζείηε όηη ν αιγόξηζκνο  αξρίδεη κεηά κε ηελ  

    επίιπζε σο πξνο x θαη ζην ηέινο, ελαιιάζζνπκε ηα x θαη y). Μπνξεί λα επηιέμεηε ηε     

    y = 2x + 1 = f(x)  σο παξάδεηγκα. πκπεξηιάβεηε έλα πίλαθα ηηκώλ θαη γηα ηελ  

    ζπλάξηεζε θαη γηα ηελ αληίζηξνθε. Δπίζεο λα ζρεδηάζεηε θαη ηηο δύν ζπλαξηήζεηο.  

     Γειώζηε ηε ζπλάξηεζε ζαο                               Γειώζηε ηελ αληίζηξνθε ηεο 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. Υξεζηκνπνηείζηε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε θαη ηνλ νξηζκό ηεο κνλόηηκεο  

      ζπλάξηεζεο ηνπ Euler γηα λα εμεγήζεηε γηαηί ιεηηνπξγεί ν έιεγρνο κε ηε βνήζεηα  

      ηεο θάζεηεο επζείαο . 

11.ήκεξα ιέκε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο αληίζηξνθσλ ζπλαξηήζεσλ είλαη  

     ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ επζεία y = x. Γηαηί αιεζεύεη απηό; 
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Οξηζκόο ζπλάξηεζεο 
 

πλάξηεζε από έλα ζύλνιν Α ζε έλα ζύλνιν Β ιέγεηαη κηα δηαδηθαζία κε ηελ νπνία 

θάζε ζηνηρείν ηνπ Α αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα αθξηβώο ζηνηρείν ηνπ ζπλόινπ Β. 

 Σν ζύλνιν Α ιέγεηαη πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο.  

 Σν ζύλνιν πνπ έρεη γηα ζηνηρεία ηνπ ηηο ηηκέο κηαο ζπλάξηεζεο f γηα όια ηα x A , 

ιέγεηαη ζύλνιν ηηκώλ ηεο f θαη ζπκβνιίδεηαη κε f(Α). 

 Αλ κε κηα ζπλάξηεζε f ην x A  αληηζηνηρίδεηαη ζην y B , ηόηε γξάθνπκε   y f x

. 

Σν γξάκκα x πνπ παξηζηάλεη νπνηαδήπνηε ζηνηρείν ηνπ Α ιέγεηαη αλεμάξηεηε  

κεηαβιεηή, ελώ ην y, πνπ παξηζηάλεη ηελ ηηκή ηεο f ζην x, ιέγεηαη εμαξηεκέλε  

κεηαβιεηή. 

 
209. Πνηεο από ηηο παξαθάησ αληηζηνηρίζεηο είλαη ζπλαξηήζεηο θαη πνηεο δελ είλαη;   

         Πνην είλαη ην πεδίν νξηζκνύ θαη πνην ην ζύλνιν ηηκώλ ζε θάζε πεξίπησζε; 

 

 

 

 

 

210. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ: 

   α)   3 2f x x 5x 2x 3                β)  
x 2

g x
x 3





               γ)  

x 2
g x

x 1





     

   δ)  
3

5 1 x
h x 2x

x x 3
  


                ε)  

x x 1
h x 2

x 2 x 2


  

 
    

   ζη)  
2

x 1
t x

x 5x 6




 
                         δ)  

2

2

x 4
t x

x 4x 3




 
                  

   ε)  
3 2

x 4 1
x 2

x 4x x 2x


   

 
 ζ)  

2 2

x 6 x
x

x 7x 10 x 5x 6


  

   
 

 

211. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ: 

   α)  f x x 2                 β)  g x 4 x 3x x 2             γ)  
x 2

h x
x 3





    

   δ)  
x 2

t x
x 3





             ε)  

x x
x

x 2


 


       ζη)   23x 4

x x 1
x x


   


 

 

212. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ: 

   α)  f x x 1                     β)  g x x 1 2 x                 γ)  
x 1

h x
x


     


 γ 

α 

β 

8 

7 

Α Β 

ρήκα 2 

2 

3 

γ 

α 
β 

8 

7 

9 

Α Β 

ρήκα 1 

2 

3 
  

γ 

α 

β 

8 

7 

Α 

ρήκα 4 

2 

3 

Β 

  
γ 

α 

β 

8 

7 

Α 

ρήκα 3 

2 

3 

Β 
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   δ)  
x 1

t x
x 2





             ε)  

3 x
x

x 1


 


        ζη)   22x 5

x x 9
x x


   


 

 

213. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f, κε  
2

2

2x 5x 3
f x

x 1

 



. 

   α) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο Α.  

   β) Να παξαγνληνπνηήζεηε ην ηξηώλπκν 22x 5x 3  . 

   γ) Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε x ∈ A ηζρύεη :  
2x 3

f x
x 1





. 

 

214. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ: 

   α)  

23x 5,   3 x 4

f x 3
,             4 x 12

x

    


 
 



                              β)   2

3x 4,    x 1
f x

x 2,    x 1

 
 

 
 

 

215. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι, γηα ηηο νπνίεο ε ζπλάξηεζε  

    
3

2

x 8x
f x

x 4x




 
έρεη πεδίν νξηζκνύ ην .       

 

216. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε : 
2x 4, x 0

f (x)
x 1, x 0

 
 

 
 

    α) Να δείμεηε όηη    f 1 f 3  .                  

    β) Να πξνζδηνξίζεηε ηηο ηηκέο ηνπ x ,ώζηε  f x 0 . 

 

217. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
1

f (x) x ,x 0
x

     

   α) Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 
1

A f f (1) f (2)
2

 
   

 
. 

   β) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
5

f (x)
2

 . 

 

218. Έζησ ζπλάξηεζε f :   κε  f x 5x . Nα δεηρζεί όηη:  

  α)      f f f        β)    f 3 3f     

  γ)  
1

f f 25
 

  
 

    δ)    f f     γηα θάζε α,β    

 

219. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2f x x 4  . 

   α) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

   β) Να ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο        f 2 ,  f 0 ,  f 2 ,  f 6 . 



                                                                                        14ν Λύθεην Πεξηζηεξίνπ 

53 

 

   γ) Να απνδείμεηε όηη        f 4f 8 f f 4         . 

  δ) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  f 1 8  . 

 

220. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2

3x 2,          x 0
f x

x 2x 4,   x 0

 
 

  
.  

   α) Να ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο   f 3 ,        f 2 ,f 1 ,f 1 ,f 0 . 

   β) Να απνδείμεηε όηη:          f 3 f 2 f 1 f 0 5 f 1       . 

 

221. Αλ  
2x 1, x Z

5x , x
x

Z
f

 


 





 λα ππνινγηζηνύλ ηα        
1

f 0 ,f ,f 2 ,f 2 ,f
2

2





 
 

. 

 

222. Έζησ ε ζπλάξηεζε  
x, x 1

1
, x 1

x

f x












 . 

       Να ππνινγίζεηε ηα      
1

f , f 2 , f 2 , f , f 1
2 4

 
   

 

 
 
 

 ) 

 

223. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2

x
x

x

2
f

4


  

  α) Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο.  β) Να απινπνηεζεί ν ηύπνο ηεο 

  γ) Να ιπζεί ε αλίζσζε  f x 3 . 

 

214. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 

2x 5 x 6
f (x)

x 3

 



 

   α) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ Α ηεο ζπλάξηεζεο f.      

   β) Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε x A ηζρύεη:  f x x 2  .    

   γ) Γηα x A  , λα ιύζεηε ηελ εμίζσζε:     
2

f x 2 4f x 5 0     

 

224. Γίλεηαη ε εμίζσζε:  2 2x x 0     , κε παξάκεηξν  . (1)                    

   α)  Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα Γ ηεο εμίζσζεο θαη λα απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε   

     έρεη ξίδεο πξαγκαηηθέο γηα θάζε  .       

   β) Γηα πνηα ηηκή ηνπ ι ε εμίζσζε (1) έρεη δύν ξίδεο ίζεο;    

   γ) Να βξείηε ην ι, ώζηε ε ζπλάξηεζε 
2 2f (x) x x    λα έρεη πεδίν  

       νξηζκνύ ην .    

 

225. Γηα ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο ,  ηζρύεη όηη 

 1 3   2    

   Η απόζηαζε ηνπ αξηζκνύ β από ηνλ αξηζκό 2 είλαη κηθξόηεξε ηνπ 1. 
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   α) Να απνδεηρζεί όηη 
1

1
3

     .           

   β) Να απνδεηρζεί όηη 3 1 3     .    

   γ) Να απνδεηρζεί όηη ε ζπλάξηεζε 2 2f (x) 4x 4( 2)x    έρεη πεδίν νξηζκνύ  

      όιν ην ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 

 

226. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
  2 2

2

x 1 x 4
g x

x x

 


   
, ε νπνία έρεη πεδίν νξηζκνύ ην       

       2,1  . 

   α) Να βξείηε ηηο ηηκέο ησλ θ, ι.   

   β) Γηα 1 2      , 

     i) λα απινπνηήζεηε ηνλ ηύπν ηεο g.   

     ii) λα δείμεηε όηη:    g 3 g    όηαλ    1,1 1,    . 

 

215. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο:   2f x x 4x    θαη  g x x 5   ,κε  . 

   α) Αλ ηζρύεη    f 2 g 2 , λα βξείηε ηελ ηηκή ηνπ α. 

   β) Γηα 1  , 

     i)  λα ιύζεηε ηελ εμίζσζε:    f x g x       

    ii) λα ιύζεηε ηελ αλίζσζε:    f x g x  θαη, κε ηε βνήζεηα απηήο, λα ιύζεηε ηελ  

       εμίζσζε:        f x g x f x g x                  

 

227. Μηα νξζνγώληα πεξηνρή έρεη πεξηθξαρηεί από ηηο ηξεηο πιεπξέο ηεο, κε 

       ζπξκαηόπιεγκα κήθνπο 100κ. Η ηέηαξηε πιεπξά είλαη ηνίρνο. Αλ ην κήθνο ηνπ  

       ηνίρνπ είλαη x, λα εθθξάζεηε ην εκβαδόλ ηεο πεξηνρήο σο ζπλάξηεζε ηνπ x.

 

228. ύξκα κήθνπο 20εθ. θόβεηαη ζε δύν θνκκάηηα κε κήθε x θαη 20-x εθ. Με ην  

     πξώην θνκκάηη ζρεκαηίδνπκε ηεηξάγσλν θαη κε ην δεύηεξν, ηζόπιεπξν ηξίγσλν.  

     Να βξεζεί ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ δύν ζρεκάησλ, σο ζπλάξηεζε ηνπ x. 

 

229. Γύν πινία Π1 θαη Π2 αλαρσξνύλ ζπγρξόλσο από έλα ιηκάλη Λ. Σν πινίν Π1  

      θηλείηαη αλαηνιηθά κε ηαρύηεηα 15km/h θαη ην Π2 βόξεηα, κε ηαρύηεηα 20km/h.   

 α) Να βξεζνύλ νη ζπλαξηήζεηο ζέζεσο ησλ Π1 θαη Π2.  

 β) Να εθθξαζηεί ε απόζηαζε d=(Π1Π2) ησλ δύν πινίσλ, σο ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ t. 
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Θέκαηα από δηαγωλίζκαηα ΟΔΦΔ 

 

230. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2

2

x 1
f x

x 3x 2




 
. 

  α) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f. 

  β) Να απινπνηήζεηε ηνλ ηύπν ηεο. 

  γ) Να απνδείμεηε όηη: 
2

2

2005 1 2006

2005 3 2005 2 2003




  
. 

 

231. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε:  
3

2

x 4x
f x

x 2x





. 

  α) Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο θαη λα απινπνηεζεί ν ηύπνο ηεο. 

  β) Να ππνινγηζηεί ε παξάζηαζε 
   

 

f 3 f 1
A

f 4 2





. 

  γ)  Να ιπζεί ε εμίζσζε    f 4 x 1 2 f 3 x    

 

232. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηύπν   4 2f x x αx 2, x    , όπνπ  

       
2 1 2 1

α
2 1 2 1

 
 

 
 

  α) Να απνδείμεηε όηη α = 6.   β) Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή  f 1 . 

  γ) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε:    f x f 1 .    δ) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε:    f x f 1 0  . 

 
233. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν 24x 4ιx 5ι, ι    

  α) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλύκνπ θαη ην πξόζεκό ηεο γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο  

      ηνπ ι.  

  β) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο νπνίεο: 

    i. Σν ηξηώλπκν έρεη δύν ξίδεο άληζεο. 

    ii. Η ζπλάξηεζε   2f x 4x 4ιx 5ι   έρεη πεδίν νξηζκνύ ην . 

  γ) Να εμεηάζεηε αλ ππάξρεη ηηκή ηνπ ι, γηα ηελ νπνία ην ηξηώλπκν έρεη δύν ξίδεο  

     1 2x ,x κε 1 2 1 2x x x x 1   . 

 

234. Γίλεηαη ε εμίζσζε 2x Γx Γ 0    (1) όπνπ Γ είλαη ε δηαθξίλνπζα ηεο. 

  α)  Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ Γ θαη ην πιήζνο ησλ ξηδώλ ηεο (1). 

           Γηα Γ = 5, ζεσξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο      2

1 2 1 2g x x 2 x x x 5 x x ,       

         
22x 3x 1

f x
x 1

 



 όπνπ 1 2x ,x  είλαη νη ξίδεο  ηεο εμίζσζεο (1). 

  β) i. Να απνδείμεηε όηη  g x x 5   

      ii. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο f θαη λα απινπνηήζεηε ηνλ ηύπν ηεο. 

      iii. Να βξείηε ηα θνηλά ζεκεία ησλ Cf θαη Cg. 
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Γξαθηθή παξάζηαζε πλάξηεζεο 
      Cogito Ergo Sum 

Rene Descartes (1596 –1650) Γάιινο καζεκαηηθόο θαη θηιόζνθνο,  

ήηαλ καζεηήο ζε ζρνιείν Ιεζνπηηώλ θαη θηιάζζελνο. Γηα ηνλ ιόγν 

απηό, νη κνλαρνί είραλ δώζεη εληνιή ηα πξσηλά λα κέλεη ζην θξεβάηη 

πξνθεηκέλνπ λα αλαθηά ηηο δπλάκεηο ηνπ. Απηά ηα πξσηλά δελ ήηαλ 

ρακέλνο ρξόλνο. Ο Descartes ηα ρξεζηκνπνηνύζε γηα λα αζρνιεζεί κε 

ηα καζεκαηηθά θαη ηε θηινζνθία. ύκθσλα κε κία «εθδνρή», έλα 

ηέηνην πξσηλό, παξαθνινπζώληαο ην πέηαγκα κηαο κύγαο, αλαξσηήζεθε πσο ζα 

κπνξνύζε λα θαζνξίζεη ηε ζέζε ηεο ζην ρώξν θαζώο θαη ηε δηαδξνκή πνπ αθνινπζνύζε 

πεηώληαο (πξνθαλώο δελ πξόθεηηαη γηα εμαθξηβσκέλν ηζηνξηθό γεγνλόο). 

Απηή ήηαλ ε αξρή ηεο Αλαιπηηθήο Γεωκεηξίαο, ελόο θιάδνπ ησλ καζεκαηηθώλ πνπ 

ζπλδπάδεη ηελ Άιγεβξα κε ηελ Γεσκεηξία, ζε έλα παλίζρπξν καζεκαηηθό εξγαιείν.  

Ο Descartes παξνπζίαζε ηελ Αλαιπηηθή ηνπ Γεσκεηξία ζην 

βηβιίν ηνπ Discours de la Methode (Συδήτεσε γηα τεν 

Μέζοδο) ην νπνίν εθδόζεθε ην 1637 θαη εηδηθόηεξα ζην 

επίηνκν ηνπ ζην, La Geometrie  ( έλα από ηα πην δηάζεκα 

όζν θαη δύζθνια, βηβιία καζεκαηηθώλ ). 

Η βαζηθή ηδέα είλαη ε αληηζηνίρηζε θάζε ζεκείνπ  

ηνπ επηπέδνπ κε έλα δεύγνο ζπληεηαγκέλσλ (x,y)  

αιιά θαη αληίζηξνθα. 

 

Έζηω  δύν ζεκεία  Α  1 1
x ,y  θαη Β  2 2

x ,y   

1. Σνπνζεηείζηε ηα δύν ηπραία ζεκεία Α θαη Β ζην πξώην ηεηαξηεκόξην 

2. ρεδηάζηε ην νξζνγώλην ηξίγωλν κε ππνηείλνπζα ηελ ΑΒ θαη έζηω Γ ε νξζή 

γωλία. 

3. Πξνζπαζήζηε λα εθθξάζεηε ηα κήθε ηωλ πιεπξώλ ΑΓ θαη ΒΓ ζαλ ζπλάξηεζε 

ηωλ ζπληεηαγκέλωλ ηωλ Α θαη Β         

     ΑΓ =                          ΒΓ =  

4. Με ηελ βνήζεηα ηνπ Ππζαγνξείνπ Θεωξήκαηνο πξνζπαζήζηε λα εθθξάζεηε ηελ 

ΑΒ ζαλ ζπλάξηεζε ηωλ ζπληεηαγκέλωλ ηωλ ζεκείωλ Α θαη Β 

      ΑΒ 
2
 =                                                  άξα ΑΒ =  
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Η Αλαιπηηθή Γεσκεηξία κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα 

ηνλ εληνπηζκό αληηθεηκέλσλ ζην ηξηζδηάζηαην ρώξν. Κάζε 

ζεκείν αληηπξνζσπεύεηαη από ηξεηο ζπληεηαγκέλεο  

( x,y,z). 

Aλ ηα δύν ζεκεία έρνπλ αληίζηνηρα ζπληεηαγκέλεο 

 1 1 1x ,y ,z  θαη  2 2 2x ,y ,z ηόηε ε κεηαμύ ηνπο 

απόζηαζε δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

     
2 2 2

2 1 2 1 2 1x x y y z z      

 

Καξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ιέγεηαη έλα δεύγνο θάζεησλ αμόλσλ  

x΄x θαη y΄y κε θνηλή αξρή Ο. πκβνιίδεηαη κε Οxy. 

Σν επίπεδν ζην νπνίν νξίζηεθε ην ζύζηεκα απηό ιέγεηαη θαξηεζηαλό επίπεδν. 

Αλ επηπιένλ νη κνλάδεο ησλ αμόλσλ έρνπλ ην ίδην κήθνο ην ζύζηεκα Οxy  

ιέγεηαη νξζνθαλνληθό. Ο νξηδόληηνο άμνλαο x΄x θαιείηαη άμνλαο ηωλ ηεηκεκέλωλ ή 

άμνλαο ηωλ x θαη ν θαηαθόξπθνο άμνλαο y΄y θαιείηαη άμνλαο ηωλ ηεηαγκέλωλ ή  

άμνλαο ηωλ y. 

ε θάζε ζεκείν Μ ηνπ θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ αληηζηνηρίδνπκε έλα δηαηεηαγκέλν δεπγάξη 

(x,y) πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ πνπ νλνκάδνληαη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Μ. Σν 

ζεκείν ζπκβνιίδεηαη κε Μ(x,y). Σν x ιέγεηαη ηεηκεκέλε θαη ην y ηεηαγκέλε ηνπ 

ζεκείνπ Μ. 

Οη άμνλεο ρσξίδνπλ ην επίπεδν ζε ηέζζεξα κέξε θαζέλα πνπ νλνκάδνληαη 

ηεηαξηεκόξηα θαη δηαθξίλνληαη ζε 1
ν
 , 2

ν
 , 3

ν
 , 4

ν
. 

πκκεηξίεο 

-  Σν ζεκείν  1M ,   είλαη ην ζπκκεηξηθό ηνπ ζεκείνπ  M ,   ωο πξνο ηνλ άμνλα 

x΄x. Γειαδή δύν ζεκεία ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ άμνλα x΄x έρνπλ ηελ ίδηα ηεηκεκέλε 

θαη αληίζεηεο ηεηαγκέλεο. 

- Σν ζεκείν  2M ,   είλαη ην ζπκκεηξηθό ηνπ ζεκείνπ  M ,   ωο πξνο ηνλ άμνλα 

y΄y. Γειαδή δύν ζεκεία ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ άμνλα y΄y έρνπλ ηελ ίδηα ηεηαγκέλε 

θαη αληίζεηεο ηεηκεκέλεο. 

-  Σν ζεκείν  3M ,   είλαη ην ζπκκεηξηθό  ηνπ ζεκείνπ  M ,   ωο πξνο ηελ αξρή 

Ο ηωλ αμόλωλ. 

Γειαδή δύν ζεκεία ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ έρνπλ αληίζεηεο  

ζπληεηαγκέλεο. 

- Σν ζεκείν  4M ,   είλαη ην ζπκκεηξηθό ηνπ ζεκείνπ  M ,   ωο πξνο ηελ  

δηρνηόκν ηεο 1
εο

 θαη 3
εο

 γωλίαο ηωλ αμόλωλ. 
Γειαδή δύν ζεκεία ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ δηρνηόκν ηεο 1

εο
 θαη 3

εο
 γσλίαο ησλ  

αμόλσλ «αιιάδνπλ» ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπο. 

Απόζηαζε δύν ζεκείωλ 

Η απόζηαζε ησλ ζεκείσλ  1 1A x ,y  θαη  2 2B x ,y , δίλεηαη από ηνλ ηύπν:  

     
2 2

2 1 2 1AB x x y y     
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216. Να βξείηε ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο θ, ι , ώζηε ηα ζεκεία  ,4   θαη  

      2,3 2   , λα είλαη: 

   α) πκκεηξηθά σο πξνο ηνλ άμνλα x΄x. 

   β) πκκεηξηθά σο πξνο ηνλ άμνλα y΄y. 

   γ) πκκεηξηθά σο πξνο ηελ αξρή Ο ησλ αμόλσλ. 

 

217. Γίλνληαη ηα ζεκεία  3,2  θαη  7, 4  . Να βξεζεί ζεκείν Γ ηνπ άμνλα x΄x,  

     ώζηε ην ηξίγσλν ΓΑΒ λα είλαη:  

   α) ηζνζθειέο κε θνξπθή ην Γ   β) νξζνγώλην ζην Γ. 

 

218. Να βξείηε ηα ζεκεία ζηα νπνία νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ παξαθάησ  

     ζπλαξηήζεσλ ηέκλνπλ ηνπο άμνλεο. 

   α)  f x 3x 6                    β)   2f x x 2x 8              γ)   
2

x 2
f x

x x





   

   δ)  f x x 2                   ε)   2 4f x x 1 x    ζη)  f x x 1 2    

 

219. Να βξείηε ηα ζεκεία ηνκήο ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ ησλ ζπλαξηήζεσλ: 

   α)   2f x x 3x 2    θαη  g x 3x 2           β)  
6x 12

f x
x 1





 θαη  g x x 2   

220.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   
2

1
2 1 2

2

1
f x

1 3
2

   

















x x

x x

 Nα βξεζνύλ (αλ ππάξρνπλ)  

        ηα ζεκεία ηνκήο ηεο Cf κε ηνπο άμνλεο x΄x, y΄y. 

 

221. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο:   2f x x  θαη    g x x 1     , x  θαη ι  

   παξάκεηξνο κε ι ≠ 0  

   α) Να δείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο  
fC   θαη gC   έρνπλ γηα θάζε ηηκή ηεο  

      παξακέηξνπ ι έλα ηνπιάρηζηνλ θνηλό ζεκείν.   

   β) Γηα πνηα ηηκή ηεο παξακέηξνπ ι νη  
fC   θαη gC  έρνπλ έλα κόλν θνηλό ζεκείν;  

      Πνην είλαη ην ζεκείν απηό;    

   γ) Αλ ι ≠ 2 θαη  1 2x ,  x  είλαη νη ηεηκεκέλεο ησλ θνηλώλ ζεκείσλ ησλ 
fC   θαη gC ,  

      λα βξεζεί ε παξάκεηξνο ι ώζηε λα ηζρύεη:  
2

1 2 1 2x x x x 2    . 

 

222. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο    
2

f x x 1 4    θαη  g x x 1 2   ,  κε . 

 α) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  ζπλάξηεζεο f   

       βξίζθεηαη πάλσ από ηνλ άμνλα x΄x.  

 β) Να δείμεηε όηη,  γηα θάζε ηηκή ηνπ x ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο g   

       βξίζθεηαη πάλσ από ηνλ άμνλα  x΄x.   

x
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 γ) Να βξείηε ηα θνηλά ζεκεία ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη g.  

 

223. ην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε  

    γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο  

     f. Να βξείηε: 

   α) Σν πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

   β)Σν ζύλνιν ηηκώλ ηεο. 

   γ) Σηο ηηκέο  f 0 ,  f 3 ,  f 2 . 

   δ) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  f x 0 . 

   ε) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  f x 4  . 

   ζη) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  f x 0 . 

   δ) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  f x 1 . 

   ε) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  1 f x 3  . 

 

12. ην δηπιαλό ζρήκα, δίλεηαη ε γξαθηθή  

  παξάζηαζε κίαο ζπλάξηεζεο f. 

  α) Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ θαη  

       ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f.  

  β) Να ππνινγίζεηε ην  f 0 .  

  γ) Να ιπζεί ε αλίζσζε  f x 0 . 

  δ) Να ιπζεί ε εμίζσζε  f x 0 . 

 

224. ην δηπιαλό ζρήκα δίλνληαη νη  

    γξαθηθέο παξαζηάζεηο δύν ζπλαξηήζεσλ 

     f θαη g. 

   α) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε    f x g x . 

   β) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε    f x g x . 

 

 

 

 

 

 

13. ην δηπιαλό ζρήκα δίλνληαη νη γξαθηθέο  

παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f, g.  

Να ιπζεί:  

α) Η εμίζσζε    f x g x . 

β) Η αλίζσζε    f x g x . 

 

225. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  f x x 2   θαη   2g x x 3   κε α ∈ℝ. 

    α) Να απνδείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  δηέξρεηαη από ην ζεκείν (1, 2)  

x

΄     

y 

     

 

y

΄     

x     

1     

2     

3     

4     

-1     

-2     

-3     

-4     

O

     1     2     3     4     -1     -2     -3     -4   

x

΄     

y 

     

 

y

΄     

x     

1     

2     

3     

4     

-1     

-2     

-3     

-4     

O

     1     2     3     4     -1     -2     -3     -4   

       

f        g 

Cg 

Cf 
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       γηα θάζε ηηκή ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ α .  

    β) Αλ νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο  ησλ f  θαη g ηέκλνληαη ζε ζεκείν κε ηεηκεκέλε 1,  

        ηόηε: 

      i)   Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ α .  

      ii)  Γηα ηελ ηηκή ηνπ α πνπ βξήθαηε ππάξρεη άιιν ζεκείν ηνκήο ησλ γξαθηθώλ  

          παξαζηάζεσλ ησλ f θαη g; Αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο 

 

226. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο:   2f x x  θαη    g x x 1     , x θαη  

      ι παξάκεηξνο κε ι ≠ 0 . 

   α) Να δείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο  
fC  θαη gC   έρνπλ γηα θάζε ηηκή ηεο  

         παξακέηξνπ ι έλα ηνπιάρηζηνλ θνηλό ζεκείν.      

   β) Γηα πνηα ηηκή ηεο παξακέηξνπ ι νη  
fC  θαη gC έρνπλ έλα κόλν θνηλό ζεκείν; 

        Πνην είλαη ην ζεκείν απηό;   

   γ) Αλ ι ≠ 2 θαη  
1 2x ,  x  είλαη νη ηεηκεκέλεο ησλ θνηλώλ ζεκείσλ ησλ 

fC   θαη ,  

      λα βξεζεί ε παξάκεηξνο ι ώζηε λα ηζρύεη:  
2

1 2 1 2x x x x 2    . 

 

227. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε: 2f (x) x x
4


    . 

   α) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ α, ώζηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο  

       ζπλάξηεζεο f  λα είλαη ην ζύλνιν . 

   β) Αλ είλαη γλσζηό όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f δηέξρεηαη από ην  

      ζεκείν 
1

0,
2

 
 
 

, ηόηε: 

     i) Να απνδείμεηε όηη 1   θαη λα γξάςεηε ηνλ ηύπν ηεο ρσξίο ην ζύκβνιν ηεο  

        ηεηξαγσληθήο ξίδαο.  

     ii) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
1

f (x)
2

 .                                     

 

228. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε g, κε 
22x 4x

g(x)
x 1

 



 . Αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  

     ζπλάξηεζεο g δηέξρεηαη από ην ζεκείν  1,  4  , 

   α) λα δείμεηε όηη 6   .        

   β) λα βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο.       

   γ) γηα 6    λα απινπνηήζεηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο .    

 

Θέκαηα από δηαγωλίζκαηα ΟΔΦΔ 
 

229. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   3f x 3 1 x θ 1 , θ       . 

α) Να απνδείμεηε όηη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο f είλαη ην  Α 2,4   . 

β) Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ θ γηα ηελ νπνία ην ζεκείν  Μ 1,1  αλήθεη ζηε γξαθηθή 

gC



                                                                                        14ν Λύθεην Πεξηζηεξίνπ 

61 

 

παξάζηαζε ηεο f. 

 

230. α) Έζησ ζεκείν  2 2M x x 6,x 3x 2 , x     . Να βξεζνύλ ηα x  ώζηε ην  

           Μ λα βξίζθεηαη ζην  2ν ηεηαξηεκόξην. 

β) Αλ 1A  ην ζύλνιν ιύζεσλ ηεο αλίζσζεο 2x x 6 0   ηόηε: 

  i.  αλ 1x A , λα βξείηε ηα όξηα κεηαμύ ησλ νπνίσλ πεξηέρεηαη ε ηηκή ηεο  

       παξάζηαζεο 3 x . 

  ii. αλ 1x A  λα ιύζεηε ηελ αλίζσζε 21 x 6x 9 2      . 

γ) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2

x α
f x

9 x





. 

  i.  Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f. 

  ii. Να βξείηε ην α, αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f δηέξρεηαη από ην 
4 5

A 2,
5

 
  
 

 . 

 

Η ζπλάξηεζε  f x x     

   
231. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο πνπ δηέξρεηαη από ηα ζεκεία: 

   α)  2, 1   θαη  4,3      β)  3,2  θαη  5,2           γ)  1,3  θαη  1, 2   

 

232. Να παξαζηήζεηε γξαθηθά ηε ζπλάξηεζε  

x 1,       x 1

f x 2,      1 x 1

3x 3,       x 1

   


    
  

. 

 

233. Να παξαζηήζεηε γξαθηθά ηε ζπλάξηεζε  f x x 3 2 x 1 x       

 

234. Η πνιπγσληθή γξακκή ABΓΓ ηνπ δηπιαλνύ  

       ζρήκαηνο είλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο  

       ζπλάξηεζεο f. Να βξείηε ηελ f. 

 

 

 

 

235. Αλ α,β 
  θαη 

2 2 4    λα βξεζεί ε απόζηαζε (ΑΒ) , όπνπ Α,Β ηα ζεκεία  

       ηνκήο κε ηνπο άμνλεο ηεο επζείαο (ε) 
x y

1 
 

. 

 

236. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f θαη g, κε   2f x x 2x  θαη  g x 3x 4  , x . 

   α) Να βξείηε ηα θνηλά ζεκεία ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ ησλ ζπλαξηήζεσλ f   

      θαη g.   

   β) Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f είλαη θάησ  
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     από εθείλε ηεο g.    

   γ) Να απνδείμεηε όηη θάζε επζεία ηεο κνξθήο y ,  1    , βξίζθεηαη θάησ από  

     ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f.  

 

237. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f , κε
x 2, x 0

f (x)
x 2, x 0

   
 

  
. 

  α) Να βξείηε ην ζεκείν ηνκήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο  ηεο f κε ηνλ άμνλα 

      y' y .   

  β) i) Να ραξάμεηε ηε 
fC  θαη ηελ επζεία y 3  , θαη ζηε ζπλέρεηα λα εθηηκήζεηε  

       ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ηνκήο ηνπο.    

     ii) Να εμεηάζεηε αλ ηα ζεκεία απηά είλαη ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ άμνλα y΄y.   

         Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.           

 γ) i) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ α , ε επζεία y   ηέκλεη ηε fC  ζε  

         δπν ζεκεία; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.      

     ii) Γηα ηηο ηηκέο ηνπ α πνπ βξήθαηε ζην εξώηεκα (γi), λα πξνζδηνξίζεηε  

        αιγεβξηθά ηα ζεκεία ηνκήο ηεο fC  κε ηελ επζεία y   θαη λα εμεηάζεηε αλ  

       ηζρύνπλ ηα ζπκπεξάζκαηα ηνπ εξσηήκαηνο (βii), αηηηνινγώληαο ηνλ  

       ηζρπξηζκό ζαο.        

 

238. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2f x x x 1    , x . 

   α) Να απνδείμεηε  όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε fC   ηεο ζπλάξηεζεο f  δελ ηέκλεη ηνλ  

       άμνλα x΄x.      

   β) Να βξείηε ηηο ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο fC  πνπ βξίζθνληαη θάησ από ηελ επζεία   

        y 2x 3   .     

   γ) Έζησ M( x , y ) ζεκείν ηεο fC  . Αλ γηα ηελ ηεηκεκέλε x ηνπ ζεκείνπ Μ ηζρύεη: 

     2x 1 3  , ηόηε λα δείμεηε όηη ην ζεκείν απηό βξίζθεηαη θάησ από ηελ επζεία   

      y 2x 3  . 

 

239. Οη ηηκέο ησλ αγξνηηθώλ πξντόλησλ ζε κία ρώξα απμήζεθαλ θαηά 20%, ζε έλα   

      ρξόλν. 

  α) Να βξείηε ηε ζρέζε πνπ εθθξάδεη ηηο λέεο ηηκέο y ησλ αγξνηηθώλ πξντόλησλ, σο  

       ζπλάξηεζε ησλ παιαηώλ ηηκώλ x.  

  β) Να ζρεδηάζεηε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο.  

  γ) Με ηελ βνήζεηα ηεο πξνεγνύκελεο γξαθηθήο παξάζηαζεο, λα βξείηε  

    η) ηελ ζεκεξηλή ηηκή ελόο πξντόληνο πνπ πέξπζη είρε  7 επξώ θαη  

    ηη) ηελ πεξζηλή ηηκή ελόο πξντόληνο πνπ ηώξα έρεη 7 επξώ. 

 

240.  Η ηζνηηκία ηνπ επξώ έλαληη ηνπ δνιαξίνπ ηελ 21/07/03 ήηαλ 112$ γηα 100 επξώ.  

  α) Να βξείηε ηε ζρέζε πνπ εθθξάδεη ηε ηηκή y ζε δνιάξηα ελόο πξντόληνο σο  

      ζπλάξηεζε ηεο ηηκήο x ηνπ πξντόληνο απηνύ ζε επξώ.  

  β) Να ζρεδηάζεηε ηελ αληίζηνηρε γξαθηθή παξάζηαζε θαη κε ηε βνήζεηα ηεο λα   

     βξείηε θαηά πξνζέγγηζε ηε ηηκή ζε δνιάξηα ελόο αεξνπνξηθνύ εηζηηεξίνπ πνπ  

     θνζηίδεη 250 επξώ θαζώο θαη ηε ηηκή ζε επξώ ελόο αεξνπνξηθνύ εηζηηεξίνπ  

fC
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     θόζηνπο 250$. 

 

241. Η ηαρύηεηα (ζε m/s) ελόο αεξνπιάλνπ πνπ πξνζγεηώλεηαη, από ηε ζηηγκή πνπ  

      αγγίδεη ην έδαθνο κέρξη λα ζηακαηήζεη, δίλεηαη από ηε ζρέζε π= 45 -1,5t, όπνπ t  

      ν ρξόλνο πνπ πέξαζε από ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ην αεξνπιάλν άγγημε ην έδαθνο. 

  α) Να βξεζεί ε ηαρύηεηα ηνπ ηε ζηηγκή πνπ αγγίδεη ην έδαθνο. 

  β) Να βξεζεί ν ρξόλνο πνπ απαηηείηαη γηα λα ζηακαηήζεη ην αεξνπιάλν θαη 

  γ) Να γίλεη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ηαρύηεηαο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ. 

 

Αθνινπζίεο  
 

 Έλαο άλζξσπνο έβαιε έλα δεπγάξη θνπλέιηα ζε έλα ζπγθεθξηκέλν κέξνο, πεξηθξαγκέλν 

κε ηνίρν. Πόζα δεπγάξηα θνπλέιηα ζα παξαρζνύλ από απηό ην δεπγάξη ζε έλα ρξόλν, 

εάλ, ε θύζε απηώλ ησλ θνπλειηώλ είλαη ηέηνηα ώζηε θάζε κήλα ην θάζε δεπγάξη  γελλά 

έλα λέν δεπγάξη ην νπνίν γίλεηαη παξαγσγηθό κεηά ηνλ δεύηεξν κήλα;  

1.Πόζα δεπγάξηα θνπλέιηα ππάξρνπλ αξρηθά;……………………………………….. 

2.Πόζα δεπγάξηα θνπλέιηα ζα ππάξρνπλ κεηά ηνλ δεύηεξν κήλα;…………………… 

3.Πόζα κεηά ηνλ ηξίην κήλα;…………………………………………………………... 

4.Αλ κε αλ ζπκβνιίζνπκε ηνλ αξηζκό ησλ δεπγαξηώλ πνπ ππάξρνπλ κεηά ηνλ λ-νζηό 

κήλα, κπνξείηε λα βξείηε ηνλ αλαδξνκηθό ηύπν ηεο αθνινπζίαο;……………………... 

 

Απηό ην πξόβιεκα εκθαλίδεηαη ζε έλα δηάζεκν βηβιίν καζεκαηηθώλ ην νπνίν γξάθηεθε 

ην 1202 θαη γηα 250 ρξόληα απνηέιεζε ην ζρνιηθό βηβιίν ζηα Λαηηληθά ζρνιεία ηεο 

Δπξώπεο. Πξόθεηηαη γηα ην Liber Abaci, (ην βηβιίν ηνπ Άβαθα), ην νπνίν έγξαςε ν 

Fibonacci παξαηζνύθιη ηνπ Leonardodi Pisa  

(LeonardoPisano) (1170 – 1250), ελόο δηάζεκνπ Ιηαινύ 

καζεκαηηθνύ θαη ζην νπνίν παξνπζηάδεη ηελ αξηζκεηηθή θαη 

ηελ άιγεβξα πνπ είρε κάζεη ζηα ηαμίδηα ηνπ. ην πξώην 

κέξνο ηνπ βηβιίνπ, εηζήγαγε ην Ιλδν-Αξαβηθό ζεζηαθό 

ζύζηεκα αξίζκεζεο . Σν δεύηεξν κέξνο ηνπ βηβιίνπ πεξηείρε 

κηα κεγάιε ζπιινγή πξνβιεκάησλ πνπ αθνξνύζαλ ζηνπο 

εκπόξνπο, ζρεηηθά κε ηε ηηκή ησλ αγαζώλ, ηνλ ππνινγηζκό 

ηνπ θέξδνπο, ηε κεηαηξνπή δηαθνξεηηθώλ λνκηζκάησλ πνπ 

ρξεζηκνπνηνύληαλ ζην εκπόξην, ζε πόιεηο ηεο Μεζνγείνπ. 

ην ηξίην κέξνο εκθαλίδνληαλ δηάθνξα πξνβιήκαηα (κεηαμύ 

ησλ νπνίσλ θαη ην πξόβιεκα κε ηα θνπλέιηα) θαζώο θαη 

πξνβιήκαηα κε αζξνίζκαηα αξηζκεηηθώλ θαη γεσκεηξηθώλ πξνόδσλ.  

 

5. Τπνινγίζηε ηνπο ελλέα πξώηνπο όξνπο ηεο αθνινπζίαο 

Fibonacci…………………………………………………………………………………

……….. 

6. Τπνινγίζηε θαη ηνπο ιόγνπο ησλ δηαδνρηθώλ όξσλ α2 / α1 , α3/α2, α4/α3, … 

θαη ζηε ζπλέρεηα ζπκπιεξώζηε ην παξαθάησ δηάγξακκα (ζηνλ νξηδόληην άμνλα 

ζεσξήζηε ηνπο α1, α2, … θαη ζηνλ θαηαθόξπθν ηνπο α2 / α1 , α3/α2, α4/α3, … 

Ση παξαηεξείηε;………………………………………………………………………… 
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Η πξώηε πξόηαζε ηνπ βηβιίνπ ηνπ Liber Abaciήηαλ: 

«Τπάξρνπλ ελλέα ζύκβνια ησλ Ιλδώλ 1,2,3,4,5,6,7,8,9. Με απηά ηα ζύκβνια καδί κε ην 

0 ην νπνίν ζηα αξαβηθά ιέγεηαη zephirum κπνξεί λα γξαθεί θάζε αξηζκόο, όπσο ζα 

δείμνπκε παξαθάησ» Δίλαη ε πξώηε θνξά πνπ έλαο Δπξσπαίνο καζεκαηηθόο πεξηγξάθεη 

ην κεδέλ. Παξόιν πνπ ε έλλνηα ηνπ κεδελόο δεκηνπξγήζεθε αηώλεο πξηλ ζηελ Ιλδία θαη 

ζηε Μέζε Αλαηνιή, ήηαλ ζρεηηθά άγλσζηε ζηελ Δπξώπε, ηελ επνρή ηνπ Fibonacci. 

Παξόιε ηελ επθνιία ηνπ Ιλδν-Αξαβηθνύ ζπζηήκαηνο αξίζκεζεο ζε ζύγθξηζε κε ην 

Ρσκατθό, ε ππνδνρή ηνπ έγηλε κε θαρππνςία. Σν 1298, ην πκβνύιην ηεο Φισξεληίαο, 

κεγάιν εκπνξηθό θέληξν, απαγόξεπζε εληειώο ηε ρξήζε ηνπ κεδελόο. Γηαηί; Δπεηδή 

κπνξνύζε θαλείο λα πιαζηνγξαθήζεη εύθνια ηα ηλδν-αξαβηθά ςεθία. Γηα παξάδεηγκα, 

ην 10 κπνξνύζε λα γίλεη 110 ή 101 ή αθόκα θαη 16.  

Ο Fibonacci είρε  ζην ίδην βηβιίν θαη ην αθόινπζν πξόβιεκα: 

      Τπάξρνπλ ηέζζεξηο γξηέο γπλαίθεο ζην δξόκν γηα ηε Ρώκε. Κάζε γπλαίθα έρεη επηά 

κνπιάξηα. Κάζε κνπιάξη θνπβαιά επηά ζαθηά. Κάζε ζαθί πεξηέρεη επηά θαξβέιηα ςσκί. 

Γηα θάζε θαξβέιη ππάξρνπλ επηά καραίξηα θαη θάζε καραίξη είλαη ζε επηά ζήθεο. 

Γπλαίθεο, κνπιάξηα, ζαθηά, θαξβέιηα, καραίξηα θαη ζήθεο- πόζα είλαη όια καδί ζην 

δξόκν γηα ηε Ρώκε; 

Πξνζπαζήζηε λα ην ιύζεηε ζε επόκελν κάζεκα κε ηελ βνήζεηα ησλ πξνόδσλ. 

 

Αξηζκεηηθή πξόνδνο 
Σξάπεδα ζεκάηωλ 

242. Θεσξνύκε ηελ αθνινπζία (αλ) ησλ ζεηηθώλ πεξηηηώλ αξηζκώλ:1, 3, 5, 7, … 

α) Να αηηηνινγήζεηε γηαηί ε (αλ) είλαη αξηζκεηηθή πξόνδνο θαη λα βξείηε ηνλ    

     εθαηνζηό όξν ηεο.     

β) Να απνδείμεηε όηη ην άζξνηζκα ησλ λ πξώησλ πεξηηηώλ ζεηηθώλ αξηζκώλ είλαη  

     ίζν κε ην ηεηξάγσλν ηνπ πιήζνπο ηνπο.  
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243. Έλα κηθξό γήπεδν κπάζθεη έρεη δέθα ζεηξέο θαζηζκάησλ θαη θάζε ζεηξά έρεη  

     α θαζίζκαηα πεξηζζόηεξα από ηελ πξνεγνύκελε. Η 7ε  ζεηξά έρεη 36 θαζίζκαηα θαη  

     ην πιήζνο ησλ θαζηζκάησλ ηνπ ζηαδίνπ είλαη 300. 

α) Απνηεινύλ ηα θαζίζκαηα ηνπ γεπέδνπ όξνπο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ; Να  

     αηηηνινγήζεηε ην ζπιινγηζκό ζαο.         

β)  Πόζα θαζίζκαηα έρεη θάζε ζεηξά;        

 

244. Γίλεηαη αξηζκεηηθή πξόνδνο (αλ) κε δηαθνξά σ. 

α) Να δείμεηε όηη: 15 9

10 7

2
 


 

  

β) Αλ 15 9 18    , λα βξείηε ηε δηαθνξά σ ηεο πξνόδνπ.     

 

245. Γίλεηαη ε αξηζκεηηθή πξόνδνο (αλ) κε δηαθνξά σ. 

α) Να απνδείμεηε όηη 20 10 10    .   

β) Αλ  20 10 30    θαη 1 1  , λα απνδείμεηε όηη 3 2    .  

γ) Πνηνο είλαη ν πξώηνο όξνο ηεο πξνόδνπ πνπ μεπεξλάεη ην 30;    

δ) Πόζνη όξνη ηεο παξαπάλσ πξνόδνπ είλαη κηθξόηεξνη ηνπ 60;    

 

246. Οη  αξηζκνί  : 2 2x 5,  x x,  2x 4    ,  κε ηε ζεηξά πνπ δίλνληαη, είλαη δηαδνρηθνί   

     όξνη αξηζκεηηθήο πξνόδνπ. 

α) Να βξείηε ηηο δπλαηέο ηηκέο ηνπ αξηζκνύ x.   

β) Αλ x 3  θαη ν αξηζκόο 2x 5  είλαη ν 4νο   όξνο ηεο πξνόδνπ, λα βξείηε: 

      i) Σε δηαθνξά σ ηεο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ.   

      ii) Σνλ πξώην όξν ηεο πξνόδνπ.   

      iii) Σν άζξνηζκα 15 16 17 24S    .    

 

247. ε κηα αξηζκεηηθή πξόνδν (αλ), ν 3νο  όξνο είλαη 3 8  θαη ν 8νο όξνο είλαη  

     8 23  . 

α) Να απνδείμεηε όηη ν 1νο όξνο ηεο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ είλαη 1 2   θαη ε   

     δηαθνξά ηεο 3 .    

β) Να ππνινγίζεηε ηνλ 31ν όξν ηεο.      

γ) Να ππνινγίζεηε ην άζξνηζκα:        1 2 3 31S 1 2 3    31                                                               

 

248. Γίλεηαη αξηζκεηηθή πξόνδνο (αλ) κε  3 10    θαη 20 61  .                       

α) Να βξεζεί ν πξώηνο όξνο θαη ε δηαθνξά ηεο πξνόδνπ.  

β) Να εμεηάζεηε αλ ν αξηζκόο 333 είλαη όξνο ηεο πξνόδνπ.    

γ) Να εμεηάζεηε αλ ππάξρνπλ δηαδνρηθνί όξνη x θαη y ηεο παξαπάλσ πξνόδνπ   

    (αλ),  ηέηνηνη ώζηε λα ηζρύεη: 
x y

2 3
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Γεωκεηξηθή πξόνδνο 
 

ΔΝΑ ΑΠΌ ΣΑ ΑΚΡΙΒΑ ΜΑΘΗΜΑΣΑ ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΩΝ 

 

 Αο ππνζέζνπκε όηη κπνξνύζαηε λα δηαιέμεηε 

αλάκεζα ζε 3.000.000 θαη ζε κεξηθά ιεπηά. Ση ζα 

πξνηηκνύζαηε; ηε πξαγκαηηθόηεηα, ηα ιεπηά 

είλαη ηνπνζεηεκέλα πάλσ ζε κηα ζθαθηέξα, κε 

έλα ζπγθεθξηκέλν ηξόπν. Τπάξρεη έλα ιεπηό ζην 

πξώην ηεηξάγσλν, δύν ιεπηά ζην δεύηεξν 

ηεηξάγσλν, ηέζζεξα ιεπηά ζην ηξίην, νθηώ ζην 

ηέηαξην θ.ν.θ. Ση ζα πξνηηκνύζαηε; 

Απηό ην πξόβιεκα (ζύκθσλα κε έλαλ αξαβηθό κύζν) είλαη παξόκνην κε απηό πνπ ν 

ηλδόο κπζηθόο εθεπξέηεο ηνπ ζθαθηνύ ν  Sissa Ben Dahir,  έζεζε ζηνλ βαζηιηά ηνπ, ηνλ 

2
0
 ή 3

0
 κ.Υ. αη. ζηελ Ιλδία. Όηαλ ν βαζηιηάο ηεο Ιλδίαο Sirhan έκαζε όηη όηη ν Sissa είρε 

εθεύξεη έλα ηέηνην ζαπκαζηό παηρλίδη, ζέιεζε λα ηνλ αληακείςεη. Σνλ ξώηεζε ηη ήζειε 

θαη ν Sissa απάληεζε όηη ήζειε θόθθνπο ζηαξηνύ (ή ξπδηνύ θαηά άιιε εθδνρή)  ζε κία 

πιάθα ζθαθηνύ, ηνπνζεηεκέλνπο κε ηνλ ηξόπν πνπ πεξηγξάςακε πξνεγνπκέλσο κε ηα 

ιεπηά. Ο βαζηιηάο ηνλ ξώηεζε αλ ήζειε θάηη πεξηζζόηεξν αιιά ν Sissa επέκελε λα 

θαιπθζεί ε πιάθα ηνπ ζθαθηνύ κε ηνπο θόθνπο ηνπ ζηαξηνύ.  

Ο Sissa επέιεμε ην ζηάξη αληί γηα θνζκήκαηα ή ρξπζό. Δμεγείζηε γηαηί ην κάζεκα ηνπ 

ζηνλ βαζηιηά, ήηαλ από ηα αθξηβόηεξα καζήκαηα καζεκαηηθώλ ζηελ ηζηνξία. 

 
 

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………. 

Δπέθηαζε  

Η θαιύηεξε ζπκθσλία ηεο ηζηνξίαο 

Ο Οιιαλδόο εμεξεπλεηήο Peter Minuet ‘αγόξαζε’ ην λεζί Μαλράηαλ, ην 1624, από κηα 
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νκάδα ηζαγελώλ Ακεξηθαλώλ γηα κεξηθέο ράληξεο θαη ςεπηνθνζκήκαηα αμίαο 24$. 

Φαίλεηαη όηη απηή ήηαλ κία από ηηο θαιύηεξεο ζπκθσλίεο ζηελ ηζηνξία. Αο ππνζέζνπκε 

όκσο όηη νη ηζαγελείο Ακεξηθάλνη είραλ επελδύζεη απηό ην πνζό κε επηηόθην 8 % 

απμαλόκελν εκεξεζίσο (αλαηνθηδόκελν εκεξεζίσο). Ση ζα πξνηηκνύζαηε λα έρεηε; Σν 

Μαλράηαλ κε ηα θηίξηα ηνπ ή ηα ρξήκαηα ηεο επέλδπζεο ησλ 24$; 

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

…………………………................................................................ 

2
ν
 πξόβιεκα: Δίλαη πξόβιεκα αλαηνθηζκνύ Ο ππνινγηζκόο κπνξεί λα γίλεη κε ηε 

βνήζεηα ηνπ ηύπνπ ( αμία έρεη κόλν αλ παξάμνπλ κόλνη ηνπο ηνλ ηύπν) 

Α =

nt
r

p 1
n

 
 

 
, όπνπ ην Α αληηπξνζσπεύεη ηελ ζπλνιηθή αμία ηεο επέλδπζεο κεηά από 

t  ρξόληα ( άξα ην t βξίζθεηαη αθαηξώληαο από ην ηξέρνλ έηνο, ην έηνο 1624), ην p 

αληηπξνζσπεύεη ην πνζό πνπ επελδύζεθε ( $ 24), ην r είλαη ην επηηόθην ( 8 %) θαη ην n 

είλαη ν αξηζκόο ησλ θνξώλ πνπ ην θεθάιαην αλαηνθίδεηαη ( επεηδή ιέεη αλαηνθίδεηαη 

εκεξεζίσο ην n είλαη 365). Αλ ινηπόλ είρε γίλε ε επέλδπζε κε απηόλ ηνλ ηξόπν ζήκεξα 

ζα ήηαλ πάλσ από $ 235 ηξηζεθαηνκκύξηα, ηα νπνία ζα αξθνύζαλ λα αγνξαζηεί μαλά ην 

Μαλράηαλ θαη ηα θηίξηα ηνπ.  

 

Αζθήζεηο 

 

249. Γίλεηαη ε εμίζσζε: 2 22x 5 x 2 0      (1) , κε  παξάκεηξν β  >0. 

α) Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε (1)  έρεη ξίδεο ηηο:  1x 2   θαη   2x
2


   

β) Αλ 1 2x ,  x είλαη νη ξίδεο ηεο (1), λα εμεηάζεηε αλ νη αξηζκνί  1 2x ,  ,  x , κε ηε ζεηξά  

  πνπ δίλνληαη, είλαη δηαδνρηθνί όξνη γεσκεηξηθήο πξνόδνπ θαη λα αηηηνινγήζεηε ην  

   ζπιινγηζκό ζαο.    

 

250. Οη αξηζκνί 2, 2  θαη 7 4 , θ∈ℕ είλαη, κε ηε ζεηξά πνπ δίλνληαη,     

   δηαδνρηθνί όξνη  κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ (αλ). 

α) Να απνδείμεηε όηη 4   θαη λα βξείηε ην ιόγν ι ηεο πξνόδνπ.    

β) i)  Να εθθξάζεηε ην 2ν όξν, ηνλ 5ν θαη ηνλ 4ν όξν ηεο παξαπάλσ γεσκεηξηθήο  

         πξνόδνπ σο ζπλάξηεζε ηνπ α1.       

    ii) Να απνδείμεηε όηη  2 5 1 44      .         

 

251. Γίλνληαη νη αξηζκνί 2,  x, 8  κε x 0 . 

α) Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ x ώζηε νη αξηζκνί  2,  x, 8 , κε ηε ζεηξά πνπ δίλνληαη, λα  

   απνηεινύλ δηαδνρηθνύο όξνπο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ. Πνηα είλαη ε δηαθνξά σ απηήο  

   ηεο πξνόδνπ;    
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β) Να βξείηε ηώξα ηελ ηηκή ηνπ x ώζηε νη αξηζκνί 2,  x, 8 , κε ηε ζεηξά πνπ δίλνληαη,  

   λα απνηεινύλ δηαδνρηθνύο  όξνπο  γεσκεηξηθήο πξνόδνπ.  Πνηνο είλαη  ν  ιόγνο  ι   

   απηήο ηεο πξνόδνπ;       

γ) Αλ (αλ) είλαη ε αξηζκεηηθή πξόνδνο 2, 5, 8, 11, …  θαη  (βλ) είλαη ε  

       γεσκεηξηθή πξόνδνο 2, 4, 8, 16, … ηόηε: 

       i)  Να βξείηε ην άζξνηζκα  Sλ ησλ λ πξώησλ όξσλ ηεο (αλ).    

       ii) Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ λ ώζηε, γηα ην άζξνηζκα  Sλ ησλ λ πξώησλ όξσλ  

            ηεο (αλ) λα ηζρύεη:   72 S 24             

 

252. Γίλεηαη ε γεσκεηξηθή πξόνδνο (αλ)  κε ιόγν ι γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ ηα αθόινπζα:  

   3 54 ,  16     θαη  0  . 

α) Να βξείηε ηνλ πξώην όξν α1  θαη ην ιόγν ι ηεο πξνόδνπ.                             

β) Να απνδείμεηε όηη ε αθνινπζία (βλ), κε 
1





 


απνηειεί επίζεο γεσκεηξηθή  

    πξόνδν κε ιόγν ηνλ αληίζηξνθν ηνπ ιόγνπ ηεο (αλ).      

γ) Αλ S10  θαη S΄10  είλαη ηα αζξνίζκαηα ησλ 10 πξώησλ όξσλ ησλ πξνόδσλ (αλ)  

    θαη (βλ) αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη ηζρύεη ε ζρέζε: 10 109

1
S S

2
    

 

253. ε έλαλ νξγαληζκό, αξρηθά ππάξρνπλ 204800 βαθηήξηα. Μεηά από 1 ώξα 

ππάξρνπλ 102400 βαθηήξηα, κεηά από 2 ώξεο 51200 βαθηήξηα, θαη γεληθά ν αξηζκόο 

ησλ βαθηεξίσλ ππνδηπιαζηάδεηαη θάζε κηα ώξα. 

α) Πόζα βαθηήξηα ζα ππάξρνπλ κεηά από 6 ώξεο;     

β) Σε ρξνληθή ζηηγκή όκσο πνπ ηα βαθηήξηα ήηαλ 3200, ν νξγαληζκόο παξνπζίαζε   

    μαθληθή επηδείλσζε.  Ο αξηζκόο  ησλ  βαθηεξίσλ  άξρηζε  πάιη  λα απμάλεηαη     

     ώζηε  θάζε  κηα  ώξα  λα ηξηπιαζηάδεηαη. Σν θαηλόκελν απηό δηήξθεζε γηα 5  

    ώξεο.  πκβνιίδνπκε κε βν  ην πιήζνο ησλ βαθηεξίσλ ν ώξεο κεηά από ηελ  

     ζηηγκή ηεο επηδείλσζεο (v ≤ 5). 

     i) Να δείμεηε όηη ε αθνινπζία (βν) είλαη γεσκεηξηθή πξόνδνο, θαη λα βξείηε ηνλ  

        πξώην όξν  θαη ην ιόγν ηεο.           

     ii) Να εθθξάζεηε ην πιήζνο βν ησλ βαθηεξίσλ ζπλαξηήζεη ηνπ ν.                       

     iii) Πόζα βαθηήξηα ζα ππάξρνπλ ζηνλ νξγαληζκό 3 ώξεο κεηά από ηελ ζηηγκή ηεο   

           επηδείλσζεο;                                                                                                                            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γεληθέο Αζθήζεηο 
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254. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν   2f x  x 2x 3     

    α) Να βξείηε ην πξόζεκν ηνπ ηξησλύκνπ  f x  γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ x. 

    β) Να πξνζδηνξίζεηε, αηηηνινγώληαο ηελ απάληεζή ζαο, ην πξόζεκν ηνπ  

       γηλνκέλνπ:    f 2,999 f 1,002    

    γ) Αλ – 3 3  , λα βξείηε ην πξόζεκν ηνπ αξηζκνύ: 
2 2 3    .   

 

255. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν    2 2f x x x   ,           

   α) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα Γ ηνπ ηξησλύκνπ θαη λα απνδείμεηε όηη ην ηξηώλπκν  

      έρεη ξίδεο πξαγκαηηθέο γηα θάζε   .    

   β) Γηα πνηα ηηκή ηνπ ι ην ηξηώλπκν έρεη δύν ξίδεο ίζεο;       

   γ) Αλ 
1

2
   θαη  

1 2x ,  x  είλαη νη ξίδεο ηνπ παξαπάλσ ηξησλύκνπ κε 
1 2x x , ηόηε : 

     i)  λα απνδείμεηε όηη 1 2
1 2

x x
x x

2


    

     ii) λα δηαηάμεηε από ηνλ κηθξόηεξν πξνο ηνλ κεγαιύηεξν ηνπο αξηζκνύο  

        1 2
2 2

x x
f (x ),f ,f (x 1)

2

 
 

 
    

 

256. Θεσξνύκε ην ηξηώλπκν   2f x 3x x 4    , κε παξάκεηξν   

    α) Να απνδείμεηε όηη γηα νπνηαδήπνηε ηηκή ηνπ θ, ην ηξηώλπκν έρεη ξίδεο  

       πξαγκαηηθέο θαη άληζεο.   

    β) Οη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ είλαη νκόζεκεο ή εηεξόζεκεο;  Να αηηηνινγήζεηε ηελ  

       απάληεζή ζαο.    

    γ) Αλ 
1x  θαη 

2x  είλαη νη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ θαη α, β δπν πξαγκαηηθνί αξηζκνί  

       ώζηε λα ηζρύεη 
1 2x x    , λα πξνζδηνξίζεηε ην πξόζεκν ηνπ γηλνκέλνπ:  

         f f    . Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.                    

 

257. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν   2f x x 6x ι 3    , κε ι ∈ℝ 

    α) Να ππνινγίζεηε ηε δηαθξίλνπζα  Γ ηνπ ηξησλύκνπ. 

    β) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι  γηα ηηο νπνίεο ην ηξηώλπκν έρεη δύν άληζεο  

        πξαγκαηηθέο ξίδεο.    

    γ) Αλ 3 ι 12   , ηόηε: 

     (i)  Να δείμεηε όηη ην ηξηώλπκν έρεη δύν άληζεο ζεηηθέο ξίδεο.   

     (ii) Αλ 1 2x ,  x κε 1 2x  x είλαη νη δύν ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ θαη θ, κ  είλαη δύν  

         αξηζκνί κε 0   θαη 1 2x x  , λα πξνζδηνξίζεηε ην πξόζεκν ηνπ γηλνκέλνπ  

            f f     . Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 

258. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2 2f x 3x x 1 2 x 2 1      . 
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   α) Να απνδείμεηε όηη   2f x x x 2   , x .   

   β) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  f x 0 . 

   γ) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη:  f x 10 . 

   δ) λα ιύζεηε ηελ εμίζσζε    2f x 2f x 8 0   . 

 

259. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2

x 2 x
f x

x 2x

 


  
 

   α) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι, γηα ηηο νπνίεο ε ζπλάξηεζε έρεη  

      πεδίν νξηζκνύ ην .       

   β) Αλ 2  , ηόηε: 

       i) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε    x f 2 f 0    

      ii) Να απνδείμεηε όηη  2 9f 0 6     

      iii) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  2 x f 0 3  . 

 

260. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
3

f x
x 2




. 

  α) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο.    

  β) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε    f x 2 2 f x 1   . 

  γ) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 
 

2

3
x 0

f x

 
   

 
. 

  δ) Να απνδείμεηε όηη: 

       i)  f 1 3     ii) 

     
2 2

1 1
8 3

2 f 1 2 f 1

 

   

 

 

261. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2f x x x 1   , x .  

   α) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε:      f x 1 f 2x 3f 2 5     .  

   β) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε:   2f x x 2 x 1 3    . 

   γ) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε    f x x 4f 1  . 

   δ) Να απνδείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f δελ ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x. 

   ε) Να απνδείμεηε όηη 
 

   

 

   

f 2 f 2 2
4

f 2 2 f 2 f 2 2 f 2


 

   
. 

 

262. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
2f (x) x x 1   . 

   α) Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε  f x 0  έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο γηα θάζε ηηκή ηνπ  

       πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι.           

   β) Έζησ 1 2x ,x  νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο  f x 0 . Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι, ώζηε   
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       1 2x x 4  .  

   γ) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι, ώζηε 2 2

1 2 1 2x x x x 2  .                      

   δ) Γηα 3   λα βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο αιεζεύεη ε ζρέζε  2 f x 6  . 

 

263. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε:
3

2

x 16x
f (x)

x 4x





 . 

   α) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f θαη λα απινπνηήζεηε ηνλ ηύπν ηεο.  

   β) Nα κεηαηξέςεηε ην θιάζκα 
f (5)

f (8) f (7)
 


 ζε ηζνδύλακν κε ξεηό  

       παξνλνκαζηή. 

   γ)  Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε: 2016 2 3(f (3)) x f (31) x 10 0     . 

   δ)  Να ζρεδηάζεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο.  

 

 

264. Έζησ 
2 4 2 2 2x 4x 4 x 6x 9 x 2x 1 x 2            . 

   α) Αλ1 x 2  , λα δείμεηε όηη 2 . 

    Έζησ x 1,3 .  

   β) Να δείμεηε όηη:
3

5
3 3


 

   
 

   γ) Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο 3      θαη 3    . 

   δ) Να δείμεηε όηη 3 63 1 3 15       

   ε) 4 84 2 2        

 

265. Έζησ νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί α,β,ι, x κε  2 2x 9 x 2        θαη  

     2 2x 1 x 8       . 

   α) Αλ ε εμίζσζε 0   έρεη ξίδεο αληίζηξνθεο, λα δείμεηε όηη ε εμίζσζε 0   έρεη  

      ξίδεο αληίζεηεο. 

     Έζησ 3                                                 

   β) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 1 1    . 

   γ) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 2 2x 5    

   δ) Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο α θαη β. 

 

266. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2f x x 2 x     γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη  

          2 2f f 2 2 4         . 

   α) Να δείμεηε όηη 2 2      . 

   β) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  f x 6 2x 4   . 

   γ) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε    f x f 1  . 
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   δ) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι γηα ηηο νπνίεο  f x   γηα θάζε  

      πξαγκαηηθό αξηζκό x. 

 

267. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f x x 1  . 

   α) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

   β) Να απνδείμεηε όηη      2 25 4 3f 29 f 168 f 26 2    

   γ) Να απινπνηήζεηε ηελ παξάζηαζε    3 2f 1 3 2f 1     

   δ) Να βξείηε ηηο αθέξαηεο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο  4f x 3 x  . 

   ε) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  2 2 2x 2 f x 2      , όπνπ ι πξαγκαηηθόο αξηζκόο. 

 

268. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε    2 2f x x 2 2 x 2 2, 0          

   α) Αλ ε εμίζσζε  f x 0  έρεη ξίδα ην 2, ηόηε: 

     i. Να βξείηε ην ι  ii. Να βξείηε ηελ άιιε ξίδα ηεο εμίζσζεο 

   β) Αλ ε εμίζσζε  f x 0  έρεη δύν ξίδεο άληζεο 1 2x ,x , λα βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι γηα  

      ηηο νπνίεο 
1 2

1 1 1

x x 8
  . 

   γ) Αλ 1  , λα βξείηε ηνπο πξαγκαηηθνύο  αξηζκνύο α,β γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη όηη  

          f f 18 0          

   δ) Να δείμεηε όηη  f x 15    γηα θάζε ηηκή ηνπ x. 

 

269. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f x x 1 x 1    . 

   α) Να απνδείμεηε όηη    f x f x   γηα θάζε ηηκή ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ x. 

   β) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  5f x 32 0  . 

   γ) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε     
2 2f x f x 16x    

   δ) Να δείμεηε όηη            f 4 f 9 f 25 f 36 f 16 14     . 

   ε) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε    f x 1 f x 1   . 

 

270. α) Να βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι    ε εμίζσζε   2 2ι x x 1 3x    έρεη δύν  

           ξίδεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο. 

       β) Αλ 1 2x ,  x  νη ξίδεο ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο,  λα βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι      

          νη ξίδεο απηέο ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε 

2

2 2

1 2 1 2

3
x x x x

ι 3

 
    

 
.   

    γ) Να βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι    ηζρύεη   2 2ι x x 1 3x    γηα θάζε  

         πξαγκαηηθό  x. 
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271. Γίλνληαη ηα ηξηώλπκα     2f x 2x ι 1 x 1     θαη   2g x x 6x 4ι 2     . 

   α)  Αλ ην  f x  έρεη ξίδα ηνλ αξηζκό  –1, λα απνδείμεηε όηη ην  g x  έρεη πξαγκαηηθέο  

      ξίδεο θαη άληζεο. 

   β)  Γηα ι  = - 4, αλ 1 2x ,  x είλαη νη ξίδεο ηνπ  g x , λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο  

    
   

  
1 2

1 2

2x 1 2x 1
Α

x 1 x 1 36

  


  
 .   

 

272. Γίλεηαη  ε  εμίζσζε   2 2x 2ι 1 x ι 0      

 α) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι   ε εμίζσζε έρεη δύν ξίδεο πξαγκαηηθέο; 

 β) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι   ε εμίζσζε έρεη δύν ξίδεο πξαγκαηηθέο θαη αληίζηξνθεο; 

 γ) Αλ x1 θαη x2 είλαη νη δπν πξαγκαηηθέο ξίδεο ηεο εμίζσζεο λα βξεζνύλ ηα ι    ώζηε  

     λα ηζρύεη 2 2

1 2 1 2x x x x 4     . 

δ) Αλ x1 θαη  x2 είλαη νη δπν πξαγκαηηθέο ξίδεο ηεο εμίζσζεο λα βξεζεί ε εμίζσζε  πνπ  

    έρεη  ξίδεο  1

1

1
ξ

x
  θαη 2

2

1
ξ

x
 . 

 

273. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηύπν     2 2f x x 2 ι 2 x 3ι ι 1 , x          

   α) Γηα πνηεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ι   ηζρύεη  f x    0   γηα θάζε x ; 

   β) 1. Γηα πνηεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ι  ε  γξαθηθή  παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f   

           ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x ζε δπν  δηαθνξεηηθά ζεκεία; 

       2. Αλ 1 2x ,x απνηεινύλ δπν άληζεο ξίδεο ηεο εμίζσζεο  f x    0  , λα βξείηε γηα πνηεο  

           ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ι   ηζρύεη : 1 2x x 3  . 

 

274. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηύπν  
2 23x α x 1

f x
α x 2

 



 θαη ην ζεκείν  

     610 1133Μ 27, 2 4 2 . 

   α) Να δείμεηε όηη  Μ 3,4  

   β) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ α, έηζη ώζηε ε γξαθηθή παξάζηαζε  

      ηεο f λα δηέξρεηαη από ην ζεκείν Μ. 

   γ) Αλ α 2  λα βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f θαη λα δείμεηε όηη ε f παίξλεη ηε κνξθή  

       
3x 1

f x
2


 . 

 

275. Γίλεηαη ε εμίζσζε  2x 1 ι x 2ι 3 0      κε παξάκεηξν ι  (1). 

   α) Να βξείηε ηα ι ώζηε ε εμίζσζε (1) λα έρεη δύν ξίδεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο. 

   β) Να βξείηε ηα ι ώζηε ε εμίζσζε (1) λα έρεη δύν ζεηηθέο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο  

      ξίδεο. 

   γ) Αλ 1 2x ,x νη άληζεο πξαγκαηηθέο ξίδεο ηεο (1), λα εμεηάζεηε αλ ππάξρνπλ ι πνπ  



                                                                                        14ν Λύθεην Πεξηζηεξίνπ 

74 

 

      λα ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε 
2 2 2

1 2 1 2x x ι 8ι x x     . 

 

Δπαλαιεπηηθά Γηαγωλίζκαηα από ηελ ΔΜΔ εξξώλ 
 

1ν Γηαγώληζκα 
 

Θέκα Α 

Α1. Να απνδείμεηε όηη γηα νπνηνπζδήπνηε πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β ηζρύεη: 

α β α β     

A2. Υαξαθηεξίζηε σο σζηό () ή Λάζνο (Λ) ηηο αθόινπζεο πξνηάζεηο: 

   1. Η εμίζσζε   x 1 x 2 0    είλαη αδύλαηε. 

   2. Η εμίζσζε 2αx 2x α 0 κε α 0     έρεη δύν ξίδεο άληζεο. 

   3. Γηα θάζε α,β 0   θαη λ, κ θπζηθνί αξηζκνί ηζρύεη:  
θλ θ κ θ λκα β αβ    

   4. Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  f x αx β    ηέκλεη ηνλ άμνλα y΄y ζην 

       ζεκείν  Α 0,β . 

   5. Ιζρύεη  x x θαη x x   γηα θάζε x .   

 

Θέκα Β 

 

Γίλεηαη ε παξάζηαζε: A x 4 6 x      

Β1. Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x νξίδεηαη ε παξάζηαζε Α; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή  

      ζαο θαη λα γξάςεηε ην ζύλνιν ησλ δπλαηώλ ηηκώλ ηνπ x ζε κνξθή δηαζηήκαηνο.  

Β2. Γηα x = 5, λα απνδείμεηε όηη: 2A A 6 0.     

 

Θέκα Γ 

 

Γίλεηαη ε εμίζσζε   2ι 2 x 2ιx ι 1 0,      κε παξάκεηξν ι 2.   

Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο νπνίεο: 

Γ1. ε εμίζσζε έρεη δπν ξίδεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο.  

Γ2. ην άζξνηζκα ησλ ξηδώλ ηεο εμίζσζεο είλαη ίζν κε 2. 

 

Θέκα Γ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2x 5 x 6

f x
x 3

 



. 

Γ1. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ Α ηεο ζπλάξηεζεο f.  

Γ2. Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε x A  ηζρύεη:  f x x 2.    

Γ3. Γηα x A , λα ιύζεηε ηελ εμίζσζε:     
2

f x 2 4f x 5 0      

2ν Γηαγώληζκα 
 

Θέκα Α 
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Α1. Αλ 1 2x ,x  νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο 2αx βx γ 0, α 0, όπνπ α,β,γ     θαη  

     Γ 0 , λα απνδείμεηε ηνπο ηύπνπο: 
1 2 1 2

β γ
S x x θαη Ρ x x

α α
      . 

Α2. Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζηελ θόιια ζαο    

      ηελ έλδεημε σζηό () ή Λάζνο (Λ) δίπια ζηνλ αξηζκό πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε  

      πξόηαζε: 

   1. Αλ 
1 1

α β 0 ηόηε .
α β

     

   2. Αλ 2α β ηόηε α β  . 

   3. Αλ α 0  θαη λ ζεηηθόο πεξηηηόο αθέξαηνο, ηόηε 
λ λx α x α    . 

   4. Αλ είλαη 2 2α β 0  ηόηε είλαη α 0 ή β 0.    

   5. Αλ ζ 0,  ηόηε ηζρύεη x ζ x ζ ή x ζ     . 

 

Θέκα Β 

Γίλνληαη νη παξαζηάζεηο 
2 2x x 6x 9

Α κε 0 x 3
x x 3

 
   


 θαη 

3 3B 28 1 28 1.      

Β1. Να απνδείμεηε όηη ε παξάζηαζε Α είλαη αλεμάξηεηε ηνπ x. 

Β2. Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο B. 

Β3. Αλ Α = 2 θαη Β = 3, λα ιύζεηε ηελ αλίζσζε  B v 3 4 5 A 3 σ      . 

 

Θέκα Γ 

Γίλεηαη ε εμίζσζε    2x ι 2 x 2ι 0, ι 1 .       

Γ1. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε έρεη ξίδεο πξαγκαηηθέο γηα θάζε ηηκή ηνπ ι.  

Γ2. Γηα πνηα ηηκή ι ε εμίζσζε έρεη ξίδεο αληίζεηεο.  

Γ3. Αλ 1 2x ,x νη ξίδεο ηεο (1), όηαλ ι 1,  λα βξεζεί ε εμίζσζε 2νπ βαζκνύ πνπ έρεη 

      γηα ξίδεο ηηο 1 1 2 2ξ 2x 3 θαη ξ 2x 3.      

 

Θέκα Γ 

Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο    
22x x 3

f x 4 2x θαη g x
x 1

  
  


  

Γ1. Να βξείηε ηα πεδία νξηζκνύ ηνπο.  

Γ2. Να απινπνηήζεηε ηνλ ηύπν ηεο g θαη λα απνδείμεηε όηη  g x 3 2x, x 1.      

Γ3. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε:    2 2f x g x 1   ζην θνηλό πεδίν νξηζκνύ ησλ f θαη g. 

Γ4. Να βξείηε ηα θνηλά ζεκεία θάζε κηαο από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ     

      ζπλαξηήζεσλ f θαη g κε ηνπο άμνλεο ζπληεηαγκέλσλ. 

 

3ν Γηαγώληζκα 
 

Θέκα Α 
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Α1. Να απνδείμεηε όηη: λ λ λα β α β     

A2. Υαξαθηεξίζηε σο σζηό () ή Λάζνο (Λ) ηηο αθόινπζεο πξνηάζεηο: 

   1. Η εμίζσζε 2αx βx γ 0 κε α 0    έρεη δηπιή ξίδα όηαλ Γ 0.   

   2. Σν γηλόκελν ησλ ξηδώλ ηεο εμίζσζεο 2αx βx γ 0 κε α 0    είλαη ην 
γ

Ρ .
α

   

   3. Σν πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο  f x 1 x   είλαη ην  A ,1 .    

   4. Ιζρύεη α α   γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό α. 

   5. Η εμίζσζε λx α κε α 0  θαη λ άξηην θπζηθό αξηζκό έρεη κία αθξηβώο ιύζε, ηελ 

      λx α.   

 

Θέκα Β 

Β1. Αλ 1 x 2,  λα ππνινγηζηεί ε παξάζηαζε 
2A x 2x 1 x 2 .       

Β2. Αλ Α = 1, λα ιύζεηε ηελ αλίζσζε: 2x A 5.    

 

Θέκα Γ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2k
f x 4 x 9

4 x
  


 . 

Γ1. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο f. 

Γ2. Αλ ην ζεκείν  M 5, 22 αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο, λα βξείηε  

      ηελ ηηκή ηνπ k. 

Γ3. Γηα k = 6, λα δείμεηε όηη  f 10 10.   

 

Θέκα Γ 

Γίλεηαη ε εμίζσζε     2 2x 3ι 1 x ι 1 0 1 .       

Γ1. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε (1) έρεη δύν ξίδεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο. 

Γ2. Αλ νη ξίδεο ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο είλαη νη 1 2x θαη x , λα βξείηε ην ι  ώζηε: 

     α. Η κία ξίδα ηεο εμίζσζεο λα είλαη 2. 

     β. Να ηζρύεη: 1 2x x 3    



 

 

Γεωμετρία 
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3ο Κεθάιαην: Σξίγωλα 
 

Κξηηήξηα ηζόηεηαο ηξηγώλωλ 
 

1ν θξηηήξην: Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ δύν πιεπξέο ίζεο κία πξνο κία θαη ηηο  

                      πεξηερόκελεο ζε απηέο γσλίεο ίζεο, ηόηε είλαη ίζα. 

 

2ν θξηηήξην: Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ κηα πιεπξά θαη ηηο πξνζθείκελεο ζε απηή  

                       γσλίεο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε ηα ηξίγσλα είλαη ίζα. 

 

3ν θξηηήξην: Αλ δύν ηξίγσλα έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία, ηόηε ηα  

                       ηξίγσλα είλαη ίζα. 

 

Κξηηήξηα ηζόηεηαο νξζνγωλίωλ ηξηγώλωλ 
 

Γύν νξζνγώληα ηξίγσλα είλαη ίζα, όηαλ έρνπλ:  

   • Γύν νκόινγεο πιεπξέο ηνπο ίζεο κία πξνο κία. 

  • Μία πιεπξά θαη ηελ πξνζθείκελε ζε απηή νμεία γσλία αληίζηνηρα ίζεο κία πξνο     

     κία. 

 

Ιζνζθειέο ηξίγωλν  
Έλα ηξίγσλν ιέγεηαη ηζνζθειέο όηαλ έρεη δύν πιεπξέο ηνπ ίζεο. 

ε θάζε ηζνζθειέο ηξίγσλν ηζρύνπλ ηα εμήο: 

    Οη γσλίεο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηε βάζε ηνπ είλαη ίζεο. 

    Σν ύςνο πνπ αληηζηνηρεί ζηε βάζε ηνπ είλαη δηρνηόκνο θαη δηάκεζνο ηνπ  

      ηξηγώλνπ. 

 

1. Από εμσηεξηθό ζεκείν  θύθινπ (Κ, ξ) ζεσξνύκε ηηο ηέκλνπζεο ΑΒ θαη ΓΓ ηνπ 

θύθινπ γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη όηη B  .Σα ΚΛ θαη ΚΜ είλαη απνζηήκαηα ησλ 

ρνξδώλ ΑΒ θαη ΓΓ αληίζηνηρα. 

α) Να απνδείμεηε όηη: 

   i.  ηα ηξίγσλα ΚΒ θαη ΚΓ είλαη ίζα.   ii. K KM  .  

β) Να αηηηνινγήζεηε γηαηί νη ρνξδέο ΑΒ θαη ΓΓ είλαη ίζεο.    

 

2. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A   θαη νη δηρνηόκνη ηνπ ΒΓ θαη ΓΔ. Αλ 

EH B   θαη Z B   , λα απνδείμεηε όηη: 

α) Σα ηξίγσλα ΒΓΓ θαη ΓΒΔ είλαη ίζα.   β) EH Z    

 

3. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A  .Οη δηρνηόκνη ησλ εμσηεξηθώλ γσληώλ 

Β θαη Γ ηέκλνληαη ζην ζεκείν Μ θαη Κ,Λ είλαη αληίζηνηρα ηα κέζα ησλ ΑΒ θαη ΑΓ. 

Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηξίγσλν ΒΜΓ είλαη ηζνζθειέο κε MB M    β) MK M   

 

4. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  A 90 θαη ΒΓ ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Β. Από  
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ην Γ θέξνπκε   θαη έζησ Ε ην ζεκείν ζην νπνίν ε επζεία ΔΓ ηέκλεη ηελ  

πξνέθηαζε ηεο ΒΑ (πξνο ην Α). Να απνδείμεηε όηη: 

      α)      β) Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΕΔΒ είλαη ίζα. 

 

5. ηηο πξνεθηάζεηο ησλ πιεπξώλ ΒΑ  θαη ΓΑ ηξηγώλνπ ΑΒΓ, παίξλνπκε ηα ηκήκαηα 

A AB   θαη AE A  . Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΔ είλαη ίζα.  

β) Ζ πξνέθηαζε ηεο δηακέζνπ ΑΜ πξνο ηε θνξπθή Α δηρνηνκεί ηελ πιεπξά ΓΔ ηνπ  

     ηξηγώλνπ  ΓΑΔ. 

 

6. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A  . ηηο πξνεθηάζεηο ησλ πιεπξώλ ΒΑ 

θαη ΓΑ (πξνο ην Α) ζεσξνύκε ηα ζεκεία Δ θαη Γ αληίζηνηρα ηέηνηα, ώζηε A AE  . 

Να απνδείμεηε όηη: 

α) BE       β) B E     γ) B E B             

 

7. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A   θαη ζηηο ίζεο πιεπξέο ΑΒ, ΑΓ 

παίξλνπκε αληίζηνηρα ηκήκαηα 
1

A AB
3

   θαη 
1

AE A
3

  . Αλ Μ είλαη ην κέζν ηεο 

ΒΓ, λα απνδείμεηε όηη: 

α) ηα ηκήκαηα ΒΓ θαη ΓΔ είλαη ίζα.    

β) ηα ηξίγσλα ΒΓΜ θαη ΜΔΓ είλαη ίζα.  

γ) ην ηξίγσλν ΓΔΜ είλαη ηζνζθειέο.  

 

8. Γίλεηαη γσλία xΟy θαη ε δηρνηόκνο ηεο Οδ. Θεσξνύκε ζεκείν Μ ηεο Οδ θαη ζεκεία 

Α θαη Β ζηηο εκηεπζείεο Ορ θαη Οy αληίζηνηρα, ηέηνηα, ώζηε OA OB . Να 

απνδείμεηε όηη: 

α) MA MB       

β) Ζ Οδ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ΑΜΒ. 

 

9. Έζησ θύθινο κε θέληξν Ο θαη αθηίλα ξ. Θεσξνύκε δηάκεηξν ΑΒ θαη ηπραίν ζεκείν 

Γ ηνπ θύθινπ. Αλ ΑΔ θάζεην ζηελ ΟΓ,  ΓΓ θάζεην ζηελ ΑΟ θαη Ε ην ζεκείν ηνκήο 

ησλ ΑΔ, ΓΓ, λα δείμεηε όηη: 

α) Σν ηξίγσλν ΓΟΔ είλαη ηζνζθειέο. 

β) Ζ ΟΕ δηρνηνκεί ηε γσλία ΑΟΓ θαη πξνεθηεηλόκελε δηέξρεηαη από ην κέζν ηνπ  

    ηόμνπ ΑΓ.  

 

10. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A  . ηα ζεκεία Β θαη Γ ηεο ΒΓ θέξνπκε 

πξνο ην ίδην κέξνο ηεο ΒΓ ηα ηκήκαηα B B    θαη E B    ηέηνηα, ώζηε 

B E  . Αλ Μ ην κέζν ηεο ΒΓ, λα απνδείμεηε όηη: 

     α) ηα ηξίγσλα ΒΓΜ θαη ΓΔΜ είλαη ίζα.  β) A AE  . 

 

11. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη Μ,Ν ηα κέζα ησλ ΑΒ, ΑΓ αληίζηνηρα. Αλ ε κεζνθάζεηνο 

ηεο ΑΒ ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην Γ θαη ε κεζνθάζεηνο ηεο ΑΓ ηέκλεη ηελ ΑΒ ζην Ν, λα 

απνδείμεηε όηη:  

     α) Αλ ΜΓ ΝΔ  ηόηε ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο.  
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     β) Αλ AB A   ηόηε   . 

 

12. Γίλεηαη νμπγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ. Έζησ ΒΔ ε δηάκεζόο ηνπ θαη ΓΓ ην ύςνο ηνπ. Αλ 

ˆ ˆΓΓΒ ΔΒΓ , λα δείμεηε όηη ην ηξίγσλν είλαη ηζόπιεπξν. 

 

13. ε ηξίγσλν ΑΒΓ ε θάζεηε από ην κέζν Μ ηεο ΒΓ ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε  

     ηεο δηρνηόκνπ ΑΓ ζην ζεκείν Δ. Αλ Θ,Ε είλαη νη πξνβνιέο ηνπ Δ ζηηο ΑΒ,ΑΓ, λα  

      απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηξίγσλν ΔΒΓ είλαη ηζνζθειέο.   

β) Σα ηξίγσλα ΘΒΔ θαη ΕΓΔ είλαη ίζα. 

γ) A E ABE 180   . 

 

14. Γίλεηαη νμεία γσλία ˆxOy   θαη δύν νκόθεληξνη θύθινη  1O,ξ  θαη  2O,ξ κε 1 2ξ ξ , 

πνπ ηέκλνπλ ηελ Οx ζηα ζεκεία Κ,Α θαη ηελ Οy ζηα Λ,Β αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε 

όηη: 

α) A BK   
β) Σν ηξίγσλν ΑΡΒ είλαη ηζνζθειέο, όπνπ Ρ ην ζεκείν ηνκήο ησλ ΑΛ, ΒΚ. 

γ) Ζ ΟΡ δηρνηνκεί ηε γσλία xOy . 

 

15. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε    .  ηελ πξνέθηαζε ηεο ΑΒ (πξνο ην Β) 

ζεσξνύκε ζεκείν  Δ έηζη  ώζηε  ΑΔ=ΑΓ.  ηελ  πιεπξά  ΑΓ  ζεσξνύκε ζεκείν  Γ  

έηζη ώζηε   .Αλ ηα ηκήκαηα ΓΔ θαη ΒΓ ηέκλνληαη ζην Κ θαη ε πξνέθηαζε 

ηεο ΑΚ ηέκλεη ηελ ΔΓ ζην  Μ, λα απνδείμεηε όηη: 

α)           

β)     
γ) Ζ ΑΚ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Α.                       

δ) Ζ ΑΜ είλαη κεζνθάζεηνο ηεο ΔΓ.    

 

Βαζηθνί γεωκεηξηθνί ηόπνη 
 

Κύθινο είλαη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ πνπ έρνπλ ηελ ηδηόηεηα 

λα απέρνπλ κηα νξηζκέλε απόζηαζε από έλα ζηαζεξό ζεκείν. 

Μεζνθάζεηνο ηκήκαηνο είλαη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ πνπ 

ηζαπέρνπλ από ηα άθξα ηνπ ηκήκαηνο. 

Γηρνηόκνο γσλίαο είλαη ν γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ πνπ ηζαπέρνπλ 

από ηηο πιεπξέο ηεο γσλίαο. 

 

16. Έζησ θπξηό ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ κε BA B   θαη A   .Να απνδείμεηε όηη: 

α) BA B A          

β) Σν ηξίγσλν ΑΓΓ είλαη ηζνζθειέο. 

γ) Ζ επζεία ΒΓ είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΓ.   

 

17. Γίλεηαη γσλία ˆxΑy  θαη ε δηρνηόκνο ηεο Αδ. Από ηπραίν ζεκείν Β ηεο Αx θέξλνπκε 

θάζεηε ζηε δηρνηόκν, ε νπνία ηέκλεη ηελ Αδ ζην Γ θαη ηελ Αy ζην Γ. Να απνδείμεηε 
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όηη: 

α) AB A   
β) Σν ηπραίν ζεκείν Δ ηεο Αδ ηζαπέρεη από ηα Β θαη Γ. 

 

18. ην δηπιαλό ζρήκα έρνπκε ην ράξηε κηαο πεξηνρήο 

όπνπ είλαη θξπκκέλνο έλαο ζεζαπξόο. Οη εκηεπζείεο 

Αx θαη Αy παξηζηάλνπλ δύν πνηάκηα θαη ζηα 

ζεκεία Β θαη Γ βξίζθνληαη δύν πιαηάληα. Να 

πξνζδηνξίζεηε γεσκεηξηθά ηηο δπλαηέο  

     ζέζεηο ηνπ ζεζαπξνύ, αλ είλαη γλσζηό όηη: 

α) ηζαπέρεη από ηα δύν πιαηάληα.   

β) ηζαπέρεη από ηα δύν πνηάκηα.  

γ) ηζαπέρεη θαη από ηα δύν πιαηάληα θαη από ηα δύν πνηάκηα. 

 

ΔΛΑΧΙΣΔ ΓΙΑΓΡΟΜΔ 
 
 Ο Ήξωλ από ηελ Αιεμάλδξεηα  ( 65 – 125 κ.Υ ) ήηαλ 

καζεκαηηθόο θαη εθεπξέηεο. Ζ αηνιόζθαηξα πνπ 

θαηαζθεύαζε ήηαλ ε πξώηε επηηπρεκέλε αηκνκεραλή   ην 

βηβιίν ηνπ Πνευματικά πεξηέγξαςε  πεξηζζόηεξεο από 100 

κεραλέο  βαζηζκέλεο ζηνλ αηκό, ηνλ αέξα ή ην λεξό. Δθεύξε 

επίζεο  απηόκαηα κεραλήκαηα πώιεζεο -κε ηέζζεξηο δξαρκέο 

κπνξνύζε θαλείο λα αγνξάζεη άγην λεξό - θαη κηα θνξεηή 

ζπζθεπή πνπ δηαζθάιηδε όηη θαλείο άιινο δελ ζα έπηλε από ην 

θξαζί πνπ εζύ ν ίδηνο είρεο θέξεη ζε κηα θηιηθή ζπγθέληξσζε. 

Τπήξμε δηεπζπληήο ηεο πεξίθεκεο Αλώηαηεο Σερληθήο 

ρνιήο ηεο Αιεμάλδξεηαο (θάηη ζαλ ην πξώην πνιπηερλείν) 

θαη δίδαζθε Μαζεκαηηθά, Φπζηθή θαη Μεραληθή.  

ην βηβιίν ηνπ Μηχανικά πεξηγξάθνληαη πέληε βαζηθά ηερληθά εξγαιεία: βαξνύιθν, 

κνριόο, πνιύζπαζην (ηξνραιίεο), ζθήλα, αηέξκσλ θνριίαο. 

 

 Μία από ηηο αλαθαιύςεηο ηνπ αθνξνύζε ηηο ειάρηζηεο δηαδξνκέο, δειαδή ηελ 

κηθξόηεξε δηαδξνκή κεηαμύ ηξηώλ ή πεξηζζνηέξσλ ζεκείσλ. Αο δνύκε ην παξαθάησ 

πξόβιεκα, ην νπνίν εκθαλίδεηαη ζηα Κατοπτρικά: 

Τπνζέηνπκε όηη ηα Α θαη Β είλαη δύν λέα ζπίηηα ζηνλ δξόκν ε. Θέινπκε λα 

ηνπνζεηήζνπκε κηα ηειεθσληθή θεξαία  (Σ) ζε ζεκείν ηνπ δξόκνπ ώζηε ε δηαδξνκή 

(απόζηαζε) από ην Α ζην Σ θαη κεηά ζην Β λα είλαη ε ειάρηζηε δπλαηή.  

 

       

 

 

 

 

 

 

……………………………………………………………………………………………

 

Α 

Β 

ε 
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……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………… 

 

Σν κεγαιύηεξν έξγν ηνπ Ήξσλα ήηαλ ηα Μετρικά. Όπσο γηα πνιιά έξγα άιισλ 

Διιήλσλ καζεκαηηθώλ έγηλε γλσζηό από αλαθνξέο ζε απηό από κεηέπεηηα 

καζεκαηηθνύο. Ωζηόζν, ην 1896 βξέζεθε ζηελ Κσλζηαληηλνύπνιε, έλα αληίγξαθν ησλ 

Μετρικών, ηνπ 11
νπ

 ή 12
νπ

 αη. Σα ηξία βηβιία ησλ Μεηξηθώλ αθνξνύλ εκβαδά 

πνιπγώλσλ, όγθνπο θαη εκβαδά επηθαλεηώλ ζηεξεώλ. Δκθαλίδεηαη επίζεο ν ηύπνο ηνπ 

Ήξσλα γηα ηνλ ππνινγηζκό εκβαδνύ ηξηγώλνπ, αλ γλσξίδνπκε ηα κήθε ησλ ηξηώλ 

πιεπξώλ  Δ = ))()((   , όπνπ α,β,γ ηα κήθε ησλ πιεπξώλ θαη η ε 

εκηπεξίκεηξνο ηνπ ηξηγώλνπ.  

 

 

Αληζνηηθέο ζρέζεηο 
 

1. Κάζε εμσηεξηθή γσλία ελόο ηξηγώλνπ είλαη κεγαιύηεξε από θαζεκία από ηηο 

απέλαληη γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ. 

2. Κάζε ηξίγσλν έρεη ην πνιύ κηα γσλία νξζή ή ακβιεία. 

3. ε θάζε ηξίγσλν απέλαληη από άληζεο πιεπξέο βξίζθνληαη όκνηα άληζεο γσλίεο θαη 

αληίζηξνθα. 

4. Κάζε πιεπξά ηξηγώλνπ είλαη κηθξόηεξε από ην άζξνηζκα ησλ δύν άιισλ θαη 

κεγαιύηεξε από ηε δηαθνξά ηνπο (ηξηγσληθή αληζόηεηα). 

5. Αλ δύν πιάγηα ηκήκαηα είλαη ίζα, ηόηε ηα ίρλε ηνπο ηζαπέρνπλ από ην ίρλνο ηεο 

θαζέηνπ θαη αληηζηξόθσο. 

6. Από ζεκείν εθηόο επζεία θέξνπκε ην θάζεην θαη δύν πιάγηα ηκήκαηα.  

     α) Σν θάζεην ηκήκα είλαη κηθξόηεξν από θάζε πιάγην. 

     β) Αλ ηα δύν πιάγηα ηκήκαηα είλαη άληζα, ηόηε θαη νη απνζηάζεηο ησλ ηρλώλ  

        ηνπο από ην ίρλνο ηεο θάζεηεο είλαη νκνηνηξόπσο άληζεο θαη αληίζηξνθα. 

 

19. ε νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  A 90  ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Γ ηέκλεη ηελ πιεπξά 

ΑΒ ζην ζεκείν Γ. Από ην Γ θέξνπκε πξνο ηελ πιεπξά ΒΓ ηελ θάζεην ΓΔ, ε νπνία 

ηέκλεη ηε ΒΓ ζην ζεκείν Δ. Να απνδείμεηε όηη: 

     α) A E          β) A B    
 

20. Έζησ ΑΓ είλαη δηάκεζνο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαη ην Δ είλαη ζεκείν ζηελ πξνέθηαζε 

ηεο ΑΓ, ώζηε E A   . Να απνδείμεηε όηη: 
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     α) AB E        β) 
AB A

A
2

 
   

 

21. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε νξζή ηε γσλία Α θαη B   . Έζησ ΒΓ ε 

δηρνηόκνο ηεο  γσλίαο Β θαη ΓΔ θάζεηε ζηελ ΒΓ. Να απνδείμεηε όηη: 

    α) A E      β) A      γ) A AB   
 

22. Θεσξνύκε δύν ζεκεία Α θαη Β ηα νπνία βξίζθνληαη ζην ίδην κέξνο σο πξνο κηα 

επζεία ε, ηέηνηα ώζηε ε επζεία ΑΒ δελ είλαη θάζεηε ζηελ ε. Έζησ A  ην ζπκκεηξηθό 

ηνπ Α σο πξνο ηελ επζεία ε. 

α) Αλ ε BA  ηέκλεη ηελ επζεία ε ζην ζεκείν Ο, λα απνδείμεηε όηη: 

   i.  Ζ επζεία ε δηρνηνκεί ηε γσλία AOA . 

   ii. Οη εκηεπζείεο ΟΑ θαη ΟΒ ζρεκαηίδνπλ ίζεο νμείεο γσλίεο κε ηελ επζεία ε.  

β) Αλ Κ είλαη έλα άιιν ζεκείν πάλσ ζηελ επζεία ε, λα απνδείμεηε όηη: 

           i. KA KA   ii. KA KB AO OB    

 

 

ρεηηθή ζέζε επζείαο θαη θύθινπ- Δθαπηόκελα ηκήκαηα 

ρεηηθέο ζέζεηο δύν θύθιωλ 
 

Θεσξνύκε έλαλ θύθιν (Ο,R) κηα επζεία x'x θαη ηελ απόζηαζε  

δ = ΟΑ ηνπ θέληξνπ Ο από ηελ x'x. 

Αλ R  , ηόηε ε x'x δελ έρεη θαλέλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ 

θύθιν  

θαη ιέγεηαη εμσηεξηθή επζεία ηνπ θύθινπ.  

Αλ R  , ηόηε ε x'x έρεη έλα κόλν θνηλό ζεκείν κε ηνλ θύθιν 

θαη ιέγεηαη εθαπηνκέλε ηνπ θύθινπ ζην ζεκείν Α. Σν ζεκείν 

Α ιέγεηαη ζεκείν επαθήο ηεο επζείαο κε ηνλ θύθιν. 

 

 

Αλ R  , ηόηε ε x'x έρεη δύν θνηλά ζεκεία κε ηνλ θύθιν. ηελ 

πεξίπησζε απηή ε επζεία x'x, ιέγεηαη ηέκλνπζα ηνπ θύθινπ θαη 

ηα θνηλά ηεο ζεκεία κε ην θύθιν ιέγνληαη ζεκεία ηνκήο ηεο κε 

ηνλ θύθιν. 

 

 

Σα εθαπηόκελα ηκήκαηα θύθινπ, πνπ άγνληαη από ζεκείν εθηόο απηνύ είλαη ίζα 

κεηαμύ ηνπο. 

 

Η δηαθεληξηθή επζεία:  

(i) είλαη κεζνθάζεηνο ηεο ρνξδήο ηνπ θύθινπ κε άθξα ηα ζεκεία επαθήο,  

(ii) δηρνηνκεί ηε γωλία ηωλ εθαπηόκελωλ ηκεκάηωλ θαη ηε γωλία ηωλ αθηίλωλ        

     πνπ θαηαιήγνπλ ζηα ζεκεία επαθήο. 

 

Σν επζύγξακκν ηκήκα πνπ ελώλεη ηα θέληξα δύν θύθιωλ ιέγεηαη δηάθεληξνο ηωλ 
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δύν θύθιωλ θαη ζπκβνιίδεηαη κε δ. 

 

Θεσξνύκε δύν θύθινπο (Κ, R) θαη (Λ, ξ) κε R > ξ. 

Ο θύθινο (Λ, ξ) βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ηνπ (Κ, R), αλ θαη κόλν 

 αλ R   . 

 

 

Οη θύθινη (Κ, R) θαη (Λ, ξ) βξίζθεηαη ν έλαο ζην εμσηεξηθό ηνπ 

άιινπ, αλ θαη κόλν αλ R   . 

 

Οη θύθινη εθάπηνληαη εζσηεξηθά, δειαδή έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν 

θαη ν θύθινο (Λ, ξ) βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ηνπ (Κ, R), αλ θαη 

κόλν αλ δ = R - ξ.  

 

Οη θύθινη εθάπηνληαη εμσηεξηθά, δειαδή έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν 

θαη ν έλαο βξίζθεηαη ζην εμσηεξηθό ηνπ άιινπ, αλ θαη κόλν αλ δ = 

R + ξ. Σν θνηλό ζεκείν δύν εθαπηόκελσλ θύθισλ ιέγεηαη ζεκείν 

επαθήο θαη είλαη ζεκείν ηεο δηαθέληξνπ. 

Οη θύθινη ηέκλνληαη, δειαδή έρνπλ δύν θνηλά ζεκεία, αλ θαη κόλν 

αλ R - ξ.  

Σν επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ πνπ ελώλεη ηα θνηλά ζεκεία 

ιέγεηαη θνηλή ρνξδή ησλ δύν θύθισλ. 

Η δηάθεληξνο δύν ηεκλόκελωλ θύθιωλ είλαη κεζνθάζεηνο ηεο 

θνηλήο ρνξδήο ηνπο. 

 

23. Από εμσηεξηθό ζεκείν Ρ ελόο θύθινπ (Ο, ξ) θέξλνπκε ηα εθαπηόκελα ηκήκαηα ΡΑ 

θαη ΡΒ. Αλ Μ είλαη έλα ηπραίν εζσηεξηθό ζεκείν ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΟΡ, λα 

απνδείμεηε όηη: 

α) ηα ηξίγσλα ΡΑΜ θαη ΡΜΒ είλαη ίζα.  β) MAO MBO . 

 

24. Γίλνληαη δύν νκόθεληξνη θύθινη κε θέληξν Ο θαη αθηίλεο ξ θαη R (ξ < R). Οη ρνξδέο 

ΓΓ θαη ΕΔ ηνπ θύθινπ (Ο,R) εθάπηνληαη ζηνλ θύθιν (Ο, ξ) ζηα ζεκεία Α θαη Β 

αληίζηνηρα. 

α) Να απνδείμεηε όηη ZE   

β) Αλ νη ΓΓ θαη ΕΔ πξνεθηεηλόκελεο ηέκλνληαη ζην ζεκείν Κ, λα απνδείμεηε όηη ην  

    ηξίγσλν ΚΔΓ είλαη ηζνζθειέο.  

 

25. Έζησ θύθινο κε θέληξν Ο θαη αθηίλα ξ. Από ζεκείν εθηόο ηνπ θύθινπ, θέξνπκε ηα 

εθαπηόκελα ηκήκαηα ΑΒ θαη ΑΓ. Σα ζεκεία Δ θαη Γ είλαη ηα αληηδηακεηξηθά ζεκεία 

ησλ Β θαη Γ αληίζηνηρα.  Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σα ηξίγσλα ΑΒΔ θαη ΑΓΓ είλαη ίζα.   

β) Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΔ είλαη ίζα.  

 

26. Έζησ όηη ν θύθινο  O,ξ  εθάπηεηαη ησλ πιεπξώλ ηνπ ηξηγώλνπ ΡΓΔ ζηα ζεκεία 

Α,Γ θαη Β. 

α) Να απνδείμεηε όηη: 
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            i. P AP       ii. P PE E    
β) Αλ A BE  , λα απνδείμεηε όηη 

     i. Σν ηξίγσλν ΡΓΔ είλαη ηζνζθειέο.   

     ii. Σα ζεκεία Ρ, Ο θαη Γ είλαη ζπλεπζεηαθά. 

 

4ο Κεθάιαην: Παξάιιειεο επζείεο 
 

 Γπν επζείεο ε1 θαη ε2 πνπ βξίζθνληαη ζην ίδην επίπεδν θαη δελ έρνπλ θνηλό ζεκείν   

ιέγνληαη παξάιιειεο επζείεο. 

 

 Αλ δύν επζείεο ηεκλόκελεο από ηξίηε ζρεκαηίδνπλ δύν εληόο ελαιιάμ γσλίεο        

      ίζεο, ηόηε είλαη παξάιιειεο. 

 

 Γύν επζείεο θάζεηεο ζηελ ίδηα επζεία, ζε δηαθνξεηηθά ζεκεία ηεο, είλαη      

      κεηαμύ ηνπο παξάιιειεο. 

 

 Αίηεκα παξαιιειίαο: Από ζεκείν εθηόο επζείαο άγεηαη κία κόλν παξάιιειε             

                                            πξνο απηή. 

 

 Αλ δπν παξάιιειεο επζείεο ηέκλνληαη από ηξίηε, ζρεκαηίδνπλ ηηο εληόο 

      ελαιιάμ γσλίεο ίζεο. 

      Οη εληόο εθηόο θαη επί ηα απηά κέξε γσλίεο ίζεο. 

      Οη εληόο θαη επί ηα απηά κέξε γσλίεο παξαπιεξσκαηηθέο. 

 

 Αλ δύν δηαθνξεηηθέο επζείεο 1
  θαη 2

  είλαη παξάιιειεο πξνο κηα ηξίηε  

      επζεία ε, ηόηε είλαη θαη κεηαμύ ηνπο παξάιιειεο. 

 

 Αλ κηα επζεία ηέκλεη κία από δύν παξάιιειεο επζείεο ηόηε ζα ηέκλεη θαη ηελ άιιε. 

 

 Αλ δπν επζείεο ηεκλόκελεο από ηξίηε ζρεκαηίδνπλ ηηο εληόο θαη επί ηα απηά κέξε  

     γσλίεο κε άζξνηζκα κηθξόηεξν από 2 νξζέο, ηόηε νη επζείεο ηέκλνληαη πξνο ην κέξνο  

      ηεο ηέκλνπζαο πνπ βξίζθνληαη νη γσλίεο. 

 

 Γπν γσλίεο πνπ έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο παξάιιειεο, κία πξνο κία, είλαη ίζεο αλ είλαη  

     θαη νη δπν νμείεο ή ακβιείεο, ελώ είλαη παξαπιεξσκαηηθέο αλ ε κία γσλία είλαη νμεία  

     θαη ε άιιε ακβιεία. 

 

 Οη δηρνηόκνη δπν εληόο ελαιιάμ γσληώλ είλαη παξάιιειεο.  

   Οη δηρνηόκνη δπν εληόο θαη επί ηα απηά κέξε γσληώλ είλαη θάζεηεο. 

 

Αμηνζεκείωηνη θύθινη ηξηγώλνπ 
 Ο θύθινο πνπ δηέξρεηαη από ηηο θνξπθέο ελόο ηξηγώλνπ ιέγεηαη    

      πεξηγεγξακκέλνο θύθινο ηνπ. Σν θέληξν ηνπ ιέγεηαη πεξίθεληξν. 

      Οη ηξεηο κεζνθάζεηνη ελόο ηξηγώλνπ δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν ην νπνίν είλαη  

       θέληξν θύθινπ πνπ δηέξρεηαη από ηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγώλνπ. 

 Ο θύθινο πνπ βξίζθεηαη ζην εζσηεξηθό ελόο ηξηγώλνπ θαη εθάπηεηαη θαη ζηηο ηξείο  
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      πιεπξέο ηνπ ιέγεηαη εγγεγξακκέλνο θύθινο ηνπ ηξηγώλνπ. Σν θέληξν ηνπ ιέγεηαη  

      έγθεληξν. 

       Οη δηρνηόκνη ησλ γσληώλ ελόο ηξηγώλνπ δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν, ην νπνίν    

       είλαη θέληξν θύθινπ πνπ εθάπηεηαη θαη ζηηο ηξείο πιεπξέο ηνπ ηξηγώλνπ. 

 Οη ηξείο δηρνηόκνη ελόο ηξηγώλνπ ηέκλνληαη ζε ζεκείν ην νπνίν είλαη θέληξν  

      θύθινπ πνπ εθάπηεηαη ζηε κία πιεπξά ηνπ ηξηγώλνπ θαη ζηηο πξνεθηάζεηο ησλ  

      δύν άιισλ. Ο θύθινο απηόο ιέγεηαη παξεγγεγξακκέλνο θαη ην θέληξν  

      ηνπ παξάθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ.  

 

27. ε ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A   θέξνπκε ηε δηρνηόκν ΑΓ θαη κηα επζεία (ε) 

παξάιιειε πξνο ηε ΒΓ, πνπ ηέκλεη ηηο πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ ζηα ζεκεία Δ θαη Ε 

αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηξίγσλν ΑΔΕ είλαη ηζνζθειέο.   

β) Σα ηξίγσλα ΑΔΓ θαη ΑΕΓ είλαη ίζα.  

 

28. ηηο πξνεθηάζεηο ησλ πιεπξώλ ΒΑ (πξνο ην Α) θαη ΓΑ (πξνο ην Α) ηξηγώλνπ ΑΒΓ, 

παίξλνπκε ηα ηκήκαηα A AB   θαη AE A  . Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΔ είλαη ίζα.  β) E B   

 

29. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A   θαη ε δηάκεζόο ηνπ ΑΜ. Φέξνπκε 

εκηεπζεία x B  πξνο ην εκηεπίπεδν πνπ δελ αλήθεη ην Α θαη παίξλνπκε ζε απηήλ 

ηκήκα AB  .Να απνδείμεηε όηη: 

α) A A         

β) Ζ ΑΓ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ΜΑΓ. 

 

30. Θεσξνύκε θύθιν θέληξνπ Ο θαη εμσηεξηθό ζεκείν ηνπ Ρ. Από ην Ρ θέξλνπκε ηα 

εθαπηόκελα ηκήκαηα ΡΑ θαη ΡΒ. Ζ δηαθεληξηθή επζεία ΡΟ ηέκλεη ηνλ θύθιν ζην 

ζεκείν Λ. Ζ εθαπηνκέλε ηνπ θύθινπ ζην Λ ηέκλεη ηα ΡΑ θαη ΡΒ ζηα ζεκεία Γ θαη Γ 

αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη: 

α) ην ηξίγσλν ΡΓΓ είλαη ηζνζθειέο.      

β) A B    
γ) ε πεξίκεηξνο ηνπ ηξηγώλνπ ΡΓΓ είλαη ίζε κε PA PB . 

 

31. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A  , ε δηρνηόκνο ηνπ ΑΓ θαη επζεία ε παξάιιειε 

από ην Β πξνο ηελ ΑΓ.  Από ην κέζν Μ ηεο ΒΓ θέξλνπκε επζεία παξάιιειε ζηελ 

ΑΓ ε νπνία ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην  ζεκείν Ε, ηελ επζεία ε ζην ζεκείν Λ θαη ηελ 

πξνέθηαζε ηεο ΒΑ ζην ζεκείν Δ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σα ηξίγσλα ΑΔΕ θαη ΒΛΔ είλαη ηζνζθειή. 

β) B Z  .      

γ) AE A B   . 

 

Άζξνηζκα γωληώλ ηξηγώλνπ 

 

1. Σν άζξνηζκα γωληώλ θάζε ηξηγώλνπ είλαη 2 νξζέο. 
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2. Κάζε εμωηεξηθή γωλία ηξηγώλνπ είλαη ίζε κε ην άζξνηζκα ηωλ δύν απέλαληη 

εζωηεξηθώλ γωληώλ ηνπ ηξηγώλνπ. 

 

3. Αλ δπν ηξίγωλα έρνπλ δπν γωλίεο ίζεο, κία πξνο κία, έρνπλ θαη ηηο ηξίηεο γωλίεο 

ηνπο ίζεο. 

 

4. Γύν νμείεο γωλίεο πνπ έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο θάζεηεο είλαη ίζεο. 

      Γπν ακβιείεο γωλίεο πνπ έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο θάζεηεο είλαη ίζεο.  

Γπν γωλίεο πνπ έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο θάζεηεο αιιά ε κία είλαη νμεία θαη ε 

άιιε ακβιεία είλαη παξαπιεξωκαηηθέο. 

 

5. Σν άζξνηζκα ηωλ γωληώλ θπξηνύ λ-γώλνπ είλαη 2 4   νξζέο. 

 

6. Σν άζξνηζκα ηωλ εμωηεξηθώλ γωληώλ θπξηνύ λ-γώλνπ είλαη 4 νξζέο. 

 

32. ε ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A   είλαη  A 80 . Παίξλνπκε ηπραίν ζεκείν Δ 

ζηελ πιεπξά ΒΓ θαη θαηόπηλ ηα ζεκεία Γ θαη Ε ζηηο πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα 

έηζη ώζηε B BE   θαη E Z  . 

α) Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ησλ ηξηγώλσλ ΒΓΔ θαη ΓΕΔ. 

β) Να ππνινγίζεηε ηε γσλία ΓΔΕ 

 

33. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  A 90 . Ζ δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Β ηέκλεη ηελ 

πιεπξά ΑΓ ζην ζεκείν Γ. Φέξνπκε ηκήκα ΓΔ θάζεην ζηελ πιεπξά ΒΓ. Να 

απνδείμεηε όηη: 

α) BE AB  

β) Αλ επηπιένλ B A 55  , λα ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ ΓΓΔ. 

 

34. Θεσξνύκε ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A   θαη ζεκεία Γ θαη Δ ζηελ επζεία ΒΓ 

ηέηνηα, ώζηε B E  . Έζησ Z AB   θαη EH A  . 

α) Να απνδείμεηε όηη: 

    i.  BZ H .   ii. Σν ηξίγσλν ΑΕΖ είλαη ηζνζθειέο. 

β) Αλ A 50 , λα ππνινγίζεηε ηηο  γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΕΖ. 

 

35. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A  . Έζησ Αρ ε δηρνηόκνο ηεο εμσηεξηθήο γσλίαο 

εμA 120 . Από ηελ θνξπθή Β θέξλνπκε επζεία παξάιιειε ζηελ Αρ, ε νπνία ηέκλεη 

ηελ ΑΓ ζην ζεκείν Γ. 

α) Να απνδείμεηε όηη: 

   i. ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζόπιεπξν.                        ii. A AB    

β) Αλ ε γσλία ΒΓΑ είλαη δηπιάζηα ηεο   ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ, λα ππνινγίζεηε ηηο  

    γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ ΒΓΓ. 

36. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A   κε A 50 . Έζησ Γ ζεκείν ηεο 

πιεπξάο ΑΓ, ηέηνην, ώζηε B B   . 

α) Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο Β θαη Γ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ 
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β) Να απνδείμεηε όηη B A   .  

37. Θεσξνύκε νξζνγώλην ΑΒΓ  A 90  κε 40  . Έζησ  Γ ηπραίν ζεκείν ηεο 

πιεπξάο ΑΓ θαη E B   . Να ππνινγίζεηε: 

α) ηηο γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ ΓΔΓ.    

β) ηηο γσλίεο ηνπ ηεηξάπιεπξνπ ΑΓΔΒ. 

 

38. Πξνεθηείλνπκε ηε βάζε ΒΓ ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαηά ηκήκαηα 

  . Αλ BA 40  , λα απνδείμεηε όηη: 

α) AB A E 110    . 

β) Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΑΓΔ είλαη ίζα   

γ) Σν ηξίγσλν ΓΑΔ είλαη ηζνζθειέο.  

39. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε A 80 , B 20   θαη έζησ ΑΓ ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο 

Α. 

α) Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο Β θαη Γ. 

β) Φέξλνπκε από ην Γ επζεία παξάιιειε ζηελ ΑΒ, πνπ ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην Δ. Να  

    ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ΑΓΔ θαη ΔΓΓ. 

 

40. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A   θαη ε δηάκεζόο ηνπ ΑΓ ηέηνηα, ώζηε BA 30  . 

Θεσξνύκε ζεκείν Δ ζηελ ΑΓ ηέηνην, ώζηε A AE  . 

α) Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζόπιεπξν.  

β) Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΓΔ  

γ) Να ππνινγίζεηε ηε γσλία ΔΓΓ. 

 

41. Γίλεηαη ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ. Θεσξνύκε ζεκείν Δ ζηελ πξνέθηαζε ηεο ΒΑ 

(πξνο ην Α) θαη ζεκείν Γ ζην εζσηεξηθό ηεο πιεπξάο ΑΓ, ώζηε AE A  . 

α) Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΓΔ. 

 β) Αλ Ε είλαη ην ζεκείν ηνκήο ηεο πξνέθηαζεο ηεο ΔΓ  (πξνο ην Γ) κε ηελ ΒΓ, λα  

   απνδείμεηε όηη ε ΔΕ είλαη θάζεηε ζηελ ΒΓ. 

 

42. Γύν θύθινη  1,ξ ,  2,ξ  εθάπηνληαη εμσηεξηθά  ζην Ν. Μηα επζεία (ε) 

εθάπηεηαη ζηνπο δύν θύθινπο ζηα ζεκεία Α, Β αληίζηνηρα. Ζ θνηλή εθαπηνκέλε ησλ 

θύθισλ ζην Ν ηέκλεη ηελ (ε) ζην Μ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν Μ είλαη κέζνλ ηνπ ΑΒ.          β) 90    γ) 90  

 

43. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε  . Φέξνπκε ηε δηρνηόκν ηνπ ΑΚ θαη ζε ηπραίν 

ζεκείν ηεο Δ θέξνπκε επζεία θάζεηε ζηε δηρνηόκν ΑΚ, ε νπνία ηέκλεη ηηο ΑΒ θαη 

ΑΓ ζηα ζεκεία Ε θαη Γ αληίζηνηρα θαη ηελ πξνέθηαζε ηεο ΓΒ ζην ζεκείν Ζ. Να 

απνδείμεηε όηη: 

α) 90
2


     β)      γ) 

2


   

 

44. Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ      θαη Μ ην κέζν ηεο ΒΓ. Φέξλνπκε 
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   κε    (Α,Γ εθαηέξσζελ ηεο ΒΓ). Να απνδείμεηε όηη: 

α)       β) ε ΑΓ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ΜΑΓ. 

γ) 45
2


      δ) 2    

 

5ο Κεθάιαην: Παξαιιειόγξακκα -   

                         Σξαπέδηα 
 

Παξαιιειόγξακκα 
 

Σν ηεηξάπιεπξν πνπ έρεη ηηο απέλαληη πιεπξέο παξάιιειεο ιέγεηαη  

παξαιιειόγξακκν. 

 

 ε θάζε παξαιιειόγξακκν: 

    -  νη απέλαληη πιεπξέο ηνπ θαη νη απέλαληη γσλίεο ηνπ είλαη ίζεο. 

    -  νη δηαγώληνί ηνπ δηρνηνκνύληαη. 

 

 Κάζε επζύγξακκν ηκήκα πνπ έρεη ηα άθξα ηνπ ζηηο επζείεο ησλ απέλαληη πιεπξώλ  

      παξαιιεινγξάκκνπ θαη είλαη θάζεην ζε απηέο ιέγεηαη ύςνο ηνπ 

παξαιιεινγξάκκνπ. 

 

 Αλ ζε έλα ηεηξάπιεπξν νη απέλαληη πιεπξέο ηνπ είλαη αλά δύν ίζεο, ηόηε είλαη 

παξαιιειόγξακκν.  

 

 Αλ ζε έλα ηεηξάπιεπξν δύν απέλαληη πιεπξέο ηνπ είλαη ίζεο θαη παξάιιειεο, ηόηε 

είλαη παξαιιειόγξακκν. 

 

 Αλ ζε έλα ηεηξάπιεπξν νη απέλαληη γσλίεο ηνπ είλαη αλά δύν ίζεο, ηόηε είλαη 

παξαιιειόγξακκν. 

 

 Αλ ζε έλα ηεηξάπιεπξν νη δηαγώληνί ηνπ δηρνηνκνύληαη, ηόηε είλαη 

παξαιιειόγξακκν. 

 

45. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ. Από ην κέζν Μ ηεο ΒΓ θέξνπκε επζύγξακκν ηκήκα ΜΓ ίζν 

θαη παξάιιειν πξνο ηελ πιεπξά ΒΑ θαη επζύγξακκν ηκήκα ΜΔ ίζν θαη παξάιιειν 

πξνο ηελ πιεπξά ΓΑ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) A AE   β) Σα ζεκεία Γ, Α θαη Δ είλαη ζπλεπζεηαθά.  γ) E B    

 

46. Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ κε AB 2B   θαη Δ ην κέζν ηεο πιεπξάο ΑΒ. Να 

απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηξίγσλν ΔΑΓ είλαη ηζνζθειέο.   

β) Ζ ΓΔ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Γ.  

 

47. ηηο πιεπξέο ΑΓ θαη ΒΓ παξαιιεινγξάκκνπ ΑΒΓΓ ζεσξνύκε ζεκεία Δ θαη Ε, 

ηέηνηα, ώζηε AE Z . Αλ ε επζεία ΕΔ ηέκλεη ηηο πξνεθηάζεηο ησλ πιεπξώλ ΑΒ θαη 
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ΓΓ ζηα ζεκεία Ζ θαη Θ, λα απνδείμεηε όηη: 

α) HBZ E    β) BZH E     γ) BH   

 

48. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ ζην νπνίν ηζρύεη B 2AB   θαη έζησ Μ ην κέζν ηεο ΒΓ. Αλ ε 

ΑΓ είλαη δηάκεζνο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΜ θαη Δ ζεκείν ζηελ πξνέθηαζε ηεο   

ώζηε A E   . Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΒΔΜ είλαη παξαιιειόγξακκν.    β) ME M  . 

 

49. Γίλνληαη ηα παξαιιειόγξακκα ΑΒΓΓ θαη ΒΓΔΕ πνπ δελ έρνπλ θαλέλα θνηλό 

εζσηεξηθό ζεκείν.  Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΓΔΕ είλαη παξαιιειόγξακκν.  β) ABZ E   

 

50. Έζησ θύθινο κε θέληξν Ο θαη αθηίλα ξ. Θεσξνύκε θάζεηεο αθηίλεο ΟΑ, ΟΓ θαη 

εθαπηόκελν ζην θύθιν ηκήκα ΑΒ κε AB O  . 

α) Να απνδείμεηε όηη ηα ηκήκαηα ΑΟ θαη ΒΓ δηρνηνκνύληαη.  

β) Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ηνπ ηεηξαπιεύξνπ ΑΒΟΓ 

 

51. ε παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ ζεσξνύκε ζεκεία Δ, Ε, Ζ, Θ ζηηο πιεπξέο ΑΒ, ΒΓ, ΓΓ, 

ΓΑ αληίζηνηρα, κε AE H  θαη BZ   . Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΔΓΖ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

β) Σν ηεηξάπιεπξν ΔΕΖΘ είλαη παξαιιειόγξακκν.  

γ) Σα ηκήκαηα ΑΓ, ΒΓ, ΔΖ θαη ΕΘ δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν. 

 

52. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ΑΓ ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Α, γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 

A   . Ζ ΓΔ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ΑΓΒ θαη ε ΓΕ παξάιιειε ζηελ ΑΒ. Να 

απνδείμεηε όηη: 

α) Σα ηκήκαηα ΔΓ θαη ΑΓ είλαη παξάιιεια. 

β) Σν ηξίγσλν ΔΑΓ είλαη ηζνζθειέο    

γ) Σα ηκήκαηα ΑΓ θαη ΔΕ δηρνηνκνύληαη. 

 

53. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΚ δηρνηόκν ηεο γσλίαο Α. ηελ πξνέθηαζε ηεο ΑΚ 

ζεσξνύκε ζεκείν Γ ώζηε AK K  . Ζ παξάιιειε από ην Γ πξνο ηελ ΑΒ ηέκλεη ηηο 

ΑΓ θαη ΒΓ ζηα Δ θαη Ε αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηξίγσλν ΑΔΓ είλαη ηζνζθειέο.  

β) Ζ ΔΚ είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ΑΓ.  

γ) Σα ηξίγσλα ΑΚΒ θαη ΚΓΕ είλαη ίζα.  

δ) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΕΓΒ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

 

54. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ, ΑΓ ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Α θαη Μ ην κέζνλ ηεο ΑΒ. Ζ 

θάζεηε από ην Μ ζηελ ΑΓ ηέκλεη ην ΑΓ ζην Δ. Ζ παξάιιειε από ην Β ζην ΑΓ 

ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο ΑΓ ζην Κ θαη ηελ πξνέθηαζε ηεο ΔΜ ζην Λ. Να 

απνδείμεηε όηη: 

α) Σα ηξίγσλα ΑΔΜ, ΜΒΛ θαη ΑΒΚ είλαη ηζνζθειή.  

β) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΛΒΔ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

 

Οξζνγώλην – Ρόκβνο - Σεηξάγωλν 
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Οξζνγώλην ιέγεηαη ην παξαιιειόγξακκν πνπ έρεη κία γωλία νξζή. 

 

 Οη δηαγώληεο ηνπ νξζνγσλίνπ είλαη ίζεο. 

 

 Έλα ηεηξάπιεπξν είλαη νξζνγώλην όηαλ: 

(i) Δίλαη παξαιιειόγξακκν θαη έρεη κία νξζή γσλία.  

(ii) Δίλαη παξαιιειόγξακκν θαη νη δηαγώληνί ηνπ είλαη ίζεο.  

(iii) Έρεη ηξεηο γσλίεο νξζέο.  

(iv) Όιεο νη γσλίεο ηνπ είλαη ίζεο. 

 

 Κάζε παξαιιειόγξακκν ηνπ νπνίνπ νη δηαγώληεο είλαη ίζεο, είλαη νξζνγώλην. 

 

Ρόκβνο ιέγεηαη ην παξαιιειόγξακκν πνπ έρεη δύν δηαδνρηθέο πιεπξέο ίζεο. 

 

 ε θάζε ξόκβν νη δηαγώληεο ηνπ ηέκλνληαη θάζεηα θαη δηρνηνκνύλ ηηο γσλίεο ηνπ. 

 

 Έλα ηεηξάπιεπξν είλαη ξόκβνο, αλ ηζρύεη κηα από ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο: 

(i) Έρεη όιεο ηηο πιεπξέο ηνπ ίζεο.  

(ii) Δίλαη παξαιιειόγξακκν θαη δπν δηαδνρηθέο πιεπξέο ηνπ είλαη ίζεο.  

(iii) Δίλαη παξαιιειόγξακκν θαη νη δηαγώληνί ηνπ ηέκλνληαη θάζεηα.  

(iv) Δίλαη παξαιιειόγξακκν θαη κία δηαγώληόο ηνπ δηρνηνκεί κία γσλία ηνπ. 

 

 Κάζε παξαιιειόγξακκν ηνπ νπνίνπ κηα δηαγώληνο δηρνηνκεί κηα γσλία ηνπ, είλαη 

ξόκβνο.  

 

Σεηξάγωλν ιέγεηαη ην παξαιιειόγξακκν πνπ είλαη νξζνγώλην θαη ξόκβνο. 

 

 ε θάζε ηεηξάγσλν: 

(i) Οη απέλαληη πιεπξέο ηνπ είλαη παξάιιειεο.  

(ii) Όιεο νη πιεπξέο ηνπ είλαη ίζεο.  

(iii) Όιεο νη γσλίεο ηνπ είλαη νξζέο.  

(iv) Οη δηαγώληνί ηνπ είλαη ίζεο, ηέκλνληαη θάζεηα, δηρνηνκνύληαη θαη δηρνηνκνύλ ηηο  

         γσλίεο ηνπ. 

 

 Έλα παξαιιειόγξακκν είλαη ηεηξάγσλν, αλ ηζρύεη κία από ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο: 

(i) Μία γσλία ηνπ είλαη νξζή θαη δύν δηαδνρηθέο πιεπξέο ηνπ είλαη ίζεο.  

(ii) Μία γσλία ηνπ είλαη νξζή θαη κία δηαγώληόο ηνπ δηρνηνκεί κία γσλία ηνπ.  

(iii) Μία γσλία ηνπ είλαη νξζή θαη νη δηαγώληνί ηνπ θάζεηεο.  

(iv) Οη δηαγώληνί ηνπ είλαη ίζεο θαη δύν δηαδνρηθέο πιεπξέο ηνπ είλαη ίζεο.  

(v) Οη δηαγώληνί ηνπ είλαη ίζεο θαη ε κία δηρνηνκεί κία γσλία ηνπ.  

(vi) Οη δηαγώληνί ηνπ είλαη ίζεο θαη θάζεηεο. 

 

Οξζνγώλην 

55. ην νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ είλαη A 30   θαη Ο ην θέληξν ηνπ. 

Φέξνπκε E A   . 

α) Να απνδείμεηε όηη ε γσλία ΑΓΓ ρσξίδεηαη από ηε ΓΔ θαη ηε δηαγώλην ΓΒ ζε ηξείο  
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    ίζεο γσλίεο. 

β) Φέξνπκε θάζεηε ζηελ ΑΓ ζην ζεκείν Ο ε νπνία ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο ΑΓ ζην  

    Ε. Να δείμεηε όηη ηα ηξίγσλα  ΑΕΟ θαη ΑΒΓ είλαη ίζα. 

 

56. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A  , ηπραίν ζεκείν Μ ηεο βάζεο ηνπ ΒΓ 

θαη ην ύςνο ηνπ ΒΖ. Από ην Μ θέξνπκε θάζεηεο ΜΓ, ΜΔ θαη ΜΘ ζηηο ΑΒ, ΑΓ  

θαη ΒΖ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηεηξάπιεπξν ΜΔΖΘ είλαη νξζνγώλην   

β) B M    

γ) M ME BH  . 

 

57. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A   θαη ζεκείν Γ ζηελ πξνέθηαζε ηεο ΒΓ. 

Από ην Γ θέξνπκε ΓΚ θάζεηε ζηελ ΑΒ θαη ΓΔ θάζεηε ζηελ πξνέθηαζε ηεο ΑΓ. 

Από ην ζεκείν Γ θέξνπκε ΓΖ θάζεηε ζηελ ΑΒ θαη ΓΕ θάζεηε ζηελ ΚΓ. Να 

απνδείμεηε όηη: 

α) Ζ γσλία ΕΓΓ είλαη ίζε κε ηε Β.       β) Ζ ΓΓ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ΕΓΔ. 

γ) Σν ηξίγσλν ΓΕΔ είλαη ηζνζθειέο.       δ) K E H     

 

58. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε A 90  . Φέξνπκε ηε δηάκεζό ηνπ ΑΜ ηελ 

νπνία πξνεθηείλνπκε, πξνο ην κέξνο ηνπ Μ, θαηά ηκήκα M AM  . Θεσξνύκε 

επζεία ΓΚ θάζεηε ζηε ΒΓ, ε νπνία ηέκλεη ηε δηρνηόκν ηεο γσλίαο Β ζην Δ. Να 

απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ είλαη νξζνγώλην. 

β) 
B

KEB 90
2

       

γ) E B   .  

 

59. Έζησ θύθινο κε θέληξν Ο θαη δηάκεηξν ΑΒ. Φέξλνπκε ρνξδή AB  θαη Κ ην 

κέζν ηεο. Από ην Γ θέξλνπκε ην ηκήκα ΓΔ θάζεην ζηε ΓΓ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηεηξάπιεπξν ΚΓΟΔ είλαη παξαιιειόγξακκν.    

β) 
O

EK
2

 
        

γ) KE KB  
 

Ρόκβνο 

 

60. ε θύθιν θέληξνπ Ο, έζησ ΟΑ κηα αθηίλα ηνπ. Φέξνπκε ηε κεζνθάζεηε ηεο ΟΑ πνπ 

ηέκλεη ηνλ θύθιν ζηα ζεκεία Β θαη Γ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηξίγσλν ΟΒΑ είλαη ηζόπιεπξν. β) Σν ηεηξάπιεπξν ΟΒΑΓ είλαη ξόκβνο.  

 

61. Γίλεηαη νμπγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ. Φέξνπκε από ηελ θνξπθή Α επζεία (ε) παξάιιειε 

ζηε ΒΓ. Ζ κεζνθάζεηνο ηεο πιεπξάο ΑΒ ηέκλεη ηελ (ε) ζην Γ θαη ηελ ΒΓ ζην Δ. 

α) Να απνδείμεηε όηη A B    θαη EA EB .   

β) Αλ Μ ην κέζν ηνπ ΑΒ, λα ζπγθξίλεηε ηα ηξίγσλα ΑΜΓ θαη ΔΜΒ. 

γ) Να απνδείμεηε όηη ην ηεηξάπιεπξν ΑΓΒΔ είλαη ξόκβνο.  
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62. Γίλεηαη ξόκβνο ΑΒΓΓ. ηελ πξνέθηαζε ηεο δηαγσλίνπ ΑΓ (πξνο ην Γ) παίξλνπκε 

ηπραίν ζεκείν Δ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν Δ ηζαπέρεη από ηηο πξνεθηάζεηο ησλ πιεπξώλ ΑΒ θαη ΑΓ (πξνο ην κέξνο ησλ Β  

    θαη Γ αληίζηνηρα). 

β) Σν ζεκείν Δ ηζαπέρεη από ηα ζεκεία Β θαη Γ. 

 

63. Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ θαη ζεκεία Κ,Λ ηεο δηαγσλίνπ ηνπ ΒΓ, ηέηνηα, 

ώζηε λα ηζρύεη BK K   . 

α) Να απνδείμεηε όηη ην ηεηξάπιεπξν ΑΚΓΛ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

β) Να απνδείμεηε όηη, αλ ην αξρηθό παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ είλαη ξόκβνο, ηόηε θαη  

   ην ΑΚΓΛ είλαη ξόκβνο. 

γ) Πνηα πξέπεη λα είλαη ε ζρέζε ησλ δηαγσλίσλ ηνπ αξρηθνύ παξαιιεινγξάκκνπ  

   ΑΒΓΓ, ώζηε ην ΑΚΓΛ λα είλαη νξζνγώλην; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.

  

64. Γίλεηαη ακβιπγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A  θαη 90  . Φέξλνπκε ηκήκα ΒΓ 

θάζεην ζηελ ΑΒ θαη κε B A    θαη ηκήκα ΓΔ θάζεην ζηελ ΑΓ κε E AB  . 

Θεσξνύκε ηα κέζα Ε θαη Θ ησλ ΑΓ θαη ΑΔ θαζώο θαη ηε δηρνηόκν Αδ ηεο γσλίαο 

AE . 

α) Να απνδείμεηε όηη A AE  .  

β) Αλ Κ ηπραίν ζεκείν ηεο δηρνηόκνπ Αδ, λα απνδείμεηε όηη ην Κ ηζαπέρεη από ηα  

     κέζα Ε θαη Θ. 

γ) Αλ ην Κ είλαη ζεκείν ηεο δηρνηόκνπ Αδ ηέηνην, ώζηε KZ AZ , λα απνδείμεηε όηη  

   ην ηεηξάπιεπξν ΑΕΚΘ είλαη ξόκβνο. 

 

Σεηξάγωλν 

 

65. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A  . Καηαζθεπάδνπκε εμσηεξηθά ηνπ 

ηξηγώλνπ ην ηεηξάγσλν ΑΒΓΔ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηξίγσλν ΑΓΔ είλαη ηζνζθειέο.   β) 2E A 90 BA    . 

 

66. Δθηόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ θαηαζθεπάδνπκε ηεηξάγσλα ΑΒΓΔ θαη ΑΓΕΖ. Αλ Μ ην κέζν 

ηνπ ΒΓ θαη Λ ζεκείν ζηελ πξνέθηαζε ηεο ΑΜ ηέηνην, ώζηε AM M  , λα 

απνδείμεηε όηη: 

α) AE       

β) A EAH  . 

γ) Ζ πξνέθηαζε ηεο ΜΑ (πξνο ην Α) ηέκλεη θάζεηα ηελ ΔΖ. 

 

67. Γίλεηαη ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ θαη ηπραίν ζεκείν Δ ζηελ πιεπξά ΓΓ. Αλ ε δηρνηόκνο ηεο 

γσλίαο  ΔΑΒ ηέκλεη ηε ΒΓ ζην Ε θαη ε θάζεηε ΓΖ από ην Γ πξνο ηελ ΑΕ ηέκλεη ηελ 

ΑΔ ζην Μ θαη ηελ ΑΒ ζην Ν, λα απνδείμεηε όηη: 

α) Σα ηξίγσλα ΑΓΝ θαη ΑΒΕ είλαη ίζα.  

β) ΑΜ=ΑΝ θαη ΓΔ=ΔΜ.      

γ) ΑΔ=ΓΔ+ΒΕ   
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68. ε νξζνγώλην ΑΒΓ  A 90  θέξνπκε ηε δηρνηόκν ηνπ ΑΓ. Έζησ ΓΚ θαη ΓΡ νη 

πξνβνιέο ηνπ Γ ζηηο ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα. Ζ θάζεηε ηεο ΒΓ ζην ζεκείν Γ ηέκλεη 

ηελ πιεπξά ΑΓ ζην Δ θαη ηελ πξνέθηαζε ηεο πιεπξάο ΑΒ (πξνο ην Α) ζην ζεκείν Ε. 

α) Να απνδείμεηε όηη:   i. B E      ii. E B    

β) Να ππνινγίζεηε ηε γσλία ΓΓΕ. 

 

69. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A   θαη ην ύςνο ηνπ ΑΜ. Φέξνπκε ηε ΜΓ 

θάζεηε ζηελ ΑΓ θαη ζεσξνύκε ζεκείν Ζ ην κέζν ηνπ ΜΓ. Από ην Ζ θέξνπκε 

παξάιιειε ζηε ΒΓ ε νπνία ηέκλεη ηηο ΑΜ θαη ΑΓ ζηα ζεκεία Κ θαη Ε αληίζηνηρα. 

Να απνδείμεηε όηη: 

α) 
B

HZ
4


   β) MZ B   γ) Ζ επζεία ΑΖ είλαη θάζεηε ζηε ΒΓ. 

 

Δθαξκνγέο ηωλ παξαιιεινγξάκκωλ 
 

1) Σν επζύγξακκν ηκήκα πνπ ελώλεη ηα κέζα ησλ δύν πιεπξώλ ηξηγώλνπ, είλαη 

παξάιιειν πξνο ηελ ηξίηε πιεπξά θαη ίζν κε ην κηζό ηεο. 

 

2) Αλ από ην κέζν κηαο πιεπξάο ελόο ηξηγώλνπ θέξνπκε επζεία παξάιιειε πξνο κηα 

άιιε πιεπξά ηνπ, ηόηε ε επζεία απηή δηέξρεηαη από ην κέζν ηεο ηξίηεο πιεπξάο  

 

3) Αλ ηξείο (ηνπιάρηζηνλ) παξάιιειεο επζείεο νξίδνπλ ζε κία επζεία ίζα ηκήκαηα,  

     ζα νξίδνπλ ίζα ηκήκαηα θαη ζε θάζε άιιε επζεία πνπ ηηο ηέκλεη. 

 

4) Ο γεσκεηξηθόο ηόπνο ησλ ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ πνπ ηζαπέρνπλ από δπν παξάιιειεο 

επζείεο 1    θαη 2   είλαη κία επζεία ε παξάιιειε πξνο ηηο 1  θαη 2  , ε νπνία δηέξρεηαη 

από ηα κέζα ησλ ηκεκάησλ πνπ έρνπλ ηα άθξα ηνπο ζηηο δπν παξάιιειεο.  Ζ επζεία ε 

ιέγεηαη κεζνπαξάιιεινο ησλ 1  θαη 2 . 

 

5) Σν ζεκείν ζην νπνίν ηέκλνληαη νη δηάκεζνη ελόο ηξηγώλνπ ιέγεηαη βαξύθεληξό ηνπ. 

 

6) Οη δηάκεζνη ελόο ηξηγώλνπ δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν ηνπ νπνίνπ ε απόζηαζε 

από θάζε θνξπθή είλαη ηα 2/3 ηνπ κήθνπο ηεο αληίζηνηρεο δηακέζνπ. 

 

7) Οη παξάιιειεο πνπ άγνληαη από ηηο θνξπθέο ελόο ηξηγώλνπ πξνο ηηο απέλαληη 

πιεπξέο ηνπ, ζρεκαηίδνπλ ηξίγσλν, ην νπνίν έρεη σο κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ ηηο 

θνξπθέο ηνπ αξρηθνύ ηξηγώλνπ. 

 

8) Οη θνξείο ησλ πςώλ ελόο ηξηγώλνπ δηέξρνληαη από ην ίδην ζεκείν. 

 

Οξζνγώλην ηξίγωλν 

 

9) Ζ δηάκεζνο νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ πνπ θέξνπκε από ηελ θνξπθή ηεο νξζήο  

    γσλίαο, είλαη ίζε κε ην κηζό ηεο ππνηείλνπζαο. 
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Μ

Γ

Γ

Λ

Β

K

Α

Ν

10) Αλ ε δηάκεζνο ελόο ηξηγώλνπ ηζνύηαη κε ην κηζό ηεο πιεπξάο ζηελ νπνία 

αληηζηνηρεί, ηόηε ην ηξίγσλν είλαη νξζνγώλην κε ππνηείλνπζα ηελ πιεπξά απηή. 

 

11) Αλ ζε νξζνγώλην ηξίγσλν κηα γσλία ηνπ ηζνύηαη κε 30 , ηόηε ε απέλαληη θάζεηε  

      πιεπξά ηνπ είλαη ην κηζό ηεο ππνηείλνπζαο θαη αληηζηξόθσο. 

 

Ο Γάιινο καζεκαηηθόο Pierre Varignon (1654-1722) αλ θαη 

ηεξέαο, θεξδήζεθε από ηα καζεκαηηθά αθνύ δηάβαζε ηα Στοιχεία 

ηνπ Δπθιείδε. Ζ θπξίσο ζπλεηζθνξά ηνπ ήηαλ ζηελ κεραληθή 

θαη ηελ αλαιπηηθή δπλακηθή, πηνζεηώληαο ηνλ ινγηζκό ηνπ 

Leibnitz  (θαη κάιηζηα ππεξαζπίζηεθε ηνλ ινγηζκό από ηηο 

επηζέζεηο ηνπ Rolle, όηη είρε πνιιά ιάζε). Γεδνκέλνπ όηη 

δίδαζθε ζε ζρνιείν Ηεζνπηηώλ, έγξαςε  ην βηβιίν, Στοιχεία 

μαθηματικών (Elements de mathématiques) ην νπνίν 

δεκνζηεύζεθε ην 1731, ελληά ρξόληα κεηά ηνλ ζάλαην ηνπ. ε 

απηό, κεηαμύ άιισλ, εκθαλίδεη θαη απνδεηθλύεη  ηελ παξαθάησ 

γεσκεηξηθή ζρέζε.  

 

Έζηω ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ θαη Κ, Λ, Μ, Ν ηα κέζα ηωλ πιεπξώλ ηνπ. Σν ΚΛΜΝ 

είλαη παξαιιειόγξακκν. Μπνξείηε λα ην απνδείμεηε; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δπέθηαζε: Μπνξείηε λα ζπκπιεξώζεηε ηνλ αθόινπζν πίλαθα; (Αηηηνιόγεζε) 

Αξρηθό Σεηξάπιεπξν Σεηξάπιεπξν κέζωλ ζεκείωλ 

Σπραίν ηεηξάπιεπξν Παξαιιειόγξακκν 

Παξαιιειόγξακκν  

Οξζνγώλην  

Ρόκβνο  

Σεηξάγσλν  

javascript:enlarge('Varignon')
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Σξαπέδην  

Ηζνζθειέο ηξαπέδην  

    

Σν εμώθπιιν ηνπ βηβιίνπ ηνπ (όπσο πξνδεκνζηεύηεθε ) θαη ην αληίζηνηρν ζρήκα πνπ 

αθνξά ζηε ιύζε ηνπ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σκήκα πνπ ελώλεη ηα κέζα δύν πιεπξώλ ηξηγώλνπ 

 

70. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A   θαη ε δηάκεζόο ηνπ ΑΜ. ηελ 

πξνέθηαζε ηεο δηακέζνπ ΜΓ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΜΓ ζεσξνύκε ζεκείν Δ ώζηε 

M E   . Αλ ην ζεκείν Ε είλαη ε πξνβνιή ηνπ Γ ζηελ ΑΜ, λα απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΜΓΔ είλαη νξζνγώλην   β) 
B

Z
4


   

 

71. Θεσξνύκε ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ηα κέζα Γ, Δ θαη Ε ησλ πιεπξώλ ηνπ ΑΒ, ΒΓ θαη ΓΑ 

αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηεηξάπιεπξν ΓΒΔΕ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

β) Ζ επζεία ΓΕ δηρνηνκεί ην ηκήκα ΑΔ.  

 

72. ην δηπιαλό ζρήκα ηζρύνπλ 5   ,    θαη  . 

α) Να πξνζδηνξίζεηε σο πξνο ηηο πιεπξέο, ην είδνο ησλ ηξηγώλσλ ΑΒΓ θαη ΑΓΔ. Να  

    αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.  

β) Να απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία Κ θαη Λ είλαη ηα κέζα ησλ ηκεκάησλ ΑΓ θαη ΑΔ  

   αληίζηνηρα. 

γ) Αλ ε πεξίκεηξνο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ είλαη 12, λα ππνινγίζεηε ην ηκήκα ΚΛ. 

 

73. Γίλεηαη ξόκβνο ΑΒΓΓ κε 120  . Έζησ ΑΔ θαη ΑΕ νη απνζηάζεηο ηνπ ζεκείνπ Α 

από ηηο  πιεπξέο ΓΓ θαη ΓΒ αληίζηνηρα. 



                                                                            14ν Λύθεην Πεξηζηεξίνπ 

98 

 

α) Να απνδείμεηε όηη: 

   i. Σα ζεκεία Δ θαη Ε είλαη ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ΓΓ θαη ΓΒ αληίζηνηρα.  

   ii. A EZ   

β) Αλ Μ θαη Ν ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ΑΓ θαη ΑΒ αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη ην  

   ηεηξάπιεπξν ΔΜΝΕ είλαη νξζνγώλην.  

 

74. Γίλεηαη ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ. Έζησ Δ ην ζπκκεηξηθό ζεκείν ηνπ Β σο πξνο ην Γ θαη Ε 

είλαη ην κέζν ηεο ΑΓ. Ζ πξνέθηαζε ηεο ΓΓ ηέκλεη ηελ ΑΔ ζην Ζ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) 
AB

H
2

    

β) Σα ηξίγσλα ΑΓΖ θαη ΕΓΓ είλαη ίζα           

γ) Ζ ΓΕ είλαη θάζεηε ζηελ ΑΔ 

75. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A   θαη Γ, Δ, Ε ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ ΒΓ, ΑΓ, 

ΑΒ αληίζηνηρα. Αλ ε δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Β ηέκλεη ηε ΕΔ ζην ζεκείν Μ θαη ηελ 

πξνέθηαζε ηεο ΓΔ ζην ζεκείν Ν, λα απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηεηξάπιεπξν ΕΔΓΒ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

β) Σα ηξίγσλα ΒΕΜ θαη ΜΔΝ είλαη ηζνζθειή.   

γ) BZ NE    

 

76. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε B 2A   . Έζησ ΑΜ δηάκεζνο ηνπ ΑΒΓ θαη Κ,Λ ηα κέζα 

ησλ ΜΓ θαη ΑΒ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη: 

α) MA AM    β) M MK            γ) Ζ ΑΜ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ΛΑΚ.    

 

77. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ. ηελ πξνέθηαζε ηνπ ύςνπο ηνπ ΑΚ ζεσξνύκε ζεκείν Γ ώζηε 

AK K  .Έζησ Λ, Μ, Ν ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ΑΒ, ΑΓ θαη ΒΓ αληίζηνηρα. Να 

απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο. 

β) Σν ηεηξάπιεπξν ΒΛΚΝ είλαη ξόκβνο   

γ) M N   
 

78. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ κε δηάκεζν ΑΜ ηέηνηα, ώζηε AM AB . Φέξλνπκε ην ύςνο ηνπ 

ΑΚ θαη ην πξνεθηείλνπκε (πξνο ην Κ) θαηά ηκήκα K  . Πξνεθηείλνπκε ηε 

δηάκεζν ΑΜ (πξνο ην Μ) θαηά ηκήκα  . Να απνδείμεηε όηη: 

α)   θαη 2                 

β) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΒΔΓ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

γ) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΜ είλαη ξόκβνο        

δ) Ζ πξνέθηαζε ηεο ΓΜ ηέκλεη ην ΑΓ ζην κέζνλ ηνπ Ε. 

 

79. Έζησ παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ κε Ο ην ζεκείν ηνκήο ησλ δηαγσλίσλ ηνπ θαη Κ ην 

κέζν ηνπ ΓΓ. Πξνεθηείλνπκε ην ηκήκα ΟΚ θαηά ηκήκα KZ KO . Ζ ΒΕ ηέκλεη ηε 

δηαγώλην ΑΓ ζην Θ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σα ηκήκαηα ΟΓ θαη ΒΕ δηρνηνκνύληαη    

β) AO Z   

γ) Σα ηξίγσλα ΑΟΒ θαη ΓΕΓ είλαη ίζα.  

 

80. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ε δηάκεζόο ηνπ ΑΓ. Έζησ Δ,Ε θαη Ζ ηα κέζα ησλ ΒΓ, ΑΓ 
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θαη ΑΓ αληίζηνηρα. 

α) Να απνδείμεηε όηη ην ηεηξάπιεπξν ΓΔΕΖ είλαη παξαιιειόγξακκν.  

β) Να βξείηε ηε ζρέζε ησλ πιεπξώλ ΑΒ θαη ΒΓ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ, ώζηε ην  

   παξαιιειόγξακκν ΓΔΕΖ λα είλαη ξόκβνο. 

γ) ηελ πεξίπησζε πνπ ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη νξζνγώλην ( ε γσλία Β νξζή), λα  

   βξείηε ην είδνο ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ ΓΔΕΖ. 

 

Γηάκεζνο νξζνγωλίνπ ηξηγώλνπ – ζεώξεκα 30 

 

81. Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ κε A 120  θαη AB 2A  . Φέξνπκε ηε 

δηρνηόκν ηεο γσλίαο Γ ηνπ παξαιιεινγξάκκνπ, ε νπνία ηέκλεη ηελ ΑΒ ζην Δ θαη 

ζηε ζπλέρεηα ην θάζεην ηκήκα ΑΕ ζηε ΓΔ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) A E 30       β) 
AB

AZ
4

  

 

82. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A  . ηελ πξνέθηαζε ηεο ΒΑ (πξνο ην Α) 

παίξλνπκε ζεκείν Γ ώζηε AB A   θαη ζηε πξνέθηαζε ηεο ΓΓ (πξνο ην Γ) 

παίξλνπκε ζεκείν Δ ώζηε E  . Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηξίγσλν ΓΓΒ είλαη νξζνγώλην  β) BE A  θαη 
BE

A
2

   

 

83. Γίλεηαη νμπγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A   θαη 30  . Θεσξνύκε ην ύςνο ηνπ 

ΑΓ θαη ην κέζν Ε ηεο πιεπξάο ΑΓ. Πξνεθηείλνπκε ην ύςνο ΑΓ (πξνο ην Γ) θαηά ίζν 

ηκήκα ΓΔ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) 
A

Z
2


       β) Σν ηξίγσλν ΑΓΔ είλαη ηζόπιεπξν 

 

84. Θεσξνύκε νξζνγώλην ΑΒΓ  A 90  κε B 2  . Από ην κέζν Μ ηεο ΒΓ θέξλνπκε 

επζεία παξάιιειε ζηελ ΑΒ, ε νπνία ηέκλεη ηελ πιεπξά ΑΓ ζην Γ. 

α) i. Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο Β θαη Γ ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ. 

     ii. ηηο γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΜΓ. 

β) Να απνδείμεηε όηη ε επζεία ΜΓ είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ΑΓ. 

 

85. Έζησ ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A   θαη ˆ 90  . Έζησ   θαη 

 . 

α) Να απνδείμεηε όηη B E  .  

β) Αλ Μ ην κέζν ηεο ΒΓ, ηόηε: 

    i. Να απνδείμεηε όηη M ME      

    ii. Να απνδείμεηε όηη ε ΑΜ δηρνηνκεί ηε γσλία ΓΜΔ. 

 

86. Οη θύθινη  K,ξ  θαη  ,3ξ  εθάπηνληαη εμσηεξηθά ζην Α. Μηα επζεία εθάπηεηαη 

εμσηεξηθά θαη ζηνπο δύν θύθινπο ζηα ζεκεία Β θαη Γ αληίζηνηρα θαη ηέκλεη ηελ 

πξνέθηαζε ηεο δηαθέληξνπ ΚΛ ζην ζεκείν Δ. Φέξνπκε από ην ζεκείν Κ παξάιιειν 

ηκήκα ζηελ ε πνπ ηέκλεη ην ηκήκα ΛΓ ζην Γ. 



                                                                            14ν Λύθεην Πεξηζηεξίνπ 

100 

 

α) Να απνδείμεηε όηη ην ηεηξάπιεπξν ΒΓΓΚ  είλαη νξζνγώλην. 

β) Να απνδείμεηε όηη K 30      

γ) Να απνδείμεηε όηη E 6ξ  . 

 

87. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ κε B 2   θαη ε δηρνηόκνο ΒΓ ηεο γσλίαο Β. Από ην κέζν Μ 

ηεο ΑΓ θέξλνπκε παξάιιειε ζηε δηρνηόκν ΒΓ πνπ ηέκλεη ηελ πιεπξά ΒΓ ζην Ν. Να 

απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηξίγσλν ΒΓΓ είλαη ηζνζθειέο         

β) Σν ηξίγσλν ΜΝΓ είλαη ηζνζθειέο   

γ) AN B   

 

88. Γίλεηαη ηπραίν ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ε δηάκεζόο ηνπ ΑΜ. Έζησ όηη Γ είλαη ην κέζν ηεο 

ΑΜ ηέηνην, ώζηε 
B

B
2


   θαη γσλία A B 120  . 

α) Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ ΒΓΜ. 

β) Να απνδείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΒΓΓ είλαη νξζνγώλην. 

γ) Να απνδείμεηε όηη ηα ηξίγσλα ΑΓΒ θαη ΓΜΓ είλαη ίζα. 

δ) Αλ ην ζεκείν Κ είλαη ε πξνβνιή ηνπ Γ ζηε ΒΓ, λα απνδείμεηε όηη 2MK A  .   

 

89. Θεσξνύκε έλα νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  A 90 , ηα κέζα Γ, Δ, Ε ησλ πιεπξώλ ηνπ 

θαη ην ύςνο ηνπ ΑΚ. Έζησ Θ ην ζεκείν ηνκήο ησλ ΑΕ, ΓΔ. 

α) Να απνδείμεηε όηη: 

   i. Σν ηεηξάπιεπξν ΑΓΕΔ είλαη νξζνγώλην. ii. 
B

A E
4


    

β) Αλ επηπιένλ είλαη 30  , 

   i. λα βξείηε ηε γσλία ΑΕΒ   ii. λα απνδείμεηε όηη 
B

BK
4


  

 

90. Γύν ίζνη θύθινη  O,ξ  θαη  K,ξ  εθάπηνληαη εμσηεξηθά ζην ζεκείν Δ. Αλ ΟΑ θαη 

ΟΒ είλαη ηα εθαπηόκελα ηκήκαηα από ην ζεκείν Ο ζηνλ θύθιν  K,ξ , λα 

απνδείμεηε όηη: 

α) AE BE  β) AOK 30   γ) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΚΒΔ είλαη ξόκβνο.  

 

91. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε ηε γσλία Α νξζή. Φέξνπκε ηε δηάκεζν ηνπ ΑΜ 

θαη ζε ηπραίν ζεκείν Κ απηήο θέξνπκε θάζεηε ζηελ ΑΜ ε νπνία ηέκλεη ηηο ΑΒ θαη 

ΑΓ ζηα ζεκεία Γ θαη Δ αληίζηνηρα. Αλ Ζ είλαη ην κέζν ηνπ ΓΔ λα απνδείμεηε όηη: 

α) B BAM        β) A H AH          γ) Ζ επζεία ΑΖ ηέκλεη θάζεηα ηε ΒΓ. 

 

92. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A   θαη Γ,Δ ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ ΑΒ 

θαη ΑΓ αληίζηνηρα. ηελ πξνέθηαζε ηεο ΓΔ (πξνο ην Δ) ζεσξνύκε ζεκείν Λ ώζηε 

E AE   θαη ζηε πξνέθηαζε ηεο ΔΓ (πξνο ην Γ) ζεσξνύκε ζεκείν Κ ηέηνην, ώζηε 

K A   . Να απνδείμεηε όηη: 
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α) K E       
β) Σα ηξίγσλα ΑΚΒ θαη ΑΛΓ είλαη νξζνγώληα.  

γ) Σα ηξίγσλα ΑΚΒ θαη ΑΛΓ είλαη ίζα.  

 

93. Γίλεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ζηελ πξνέθηαζε ηεο ΓΒ πξνο ην Β, ζεσξνύκε ζεκείν Γ 

ηέηνην, ώζηε B AB   ελώ ζηε πξνέθηαζε ηεο ΒΓ πξνο ην Γ, ζεσξνύκε ζεκείν Δ 

ηέηνην, ώζηε E A   . Αλ νη εμσηεξηθνί δηρνηόκνη ησλ γσληώλ Β θαη Γ ηέκλνπλ ηηο 

ΑΓ θαη ΑΔ ζηα ζεκεία Κ θαη Λ αληίζηνηρα θαη ε ΚΛ ηέκλεη ηηο ΑΒ θαη ΑΓ ζηα 

ζεκεία Μ θαη Ν αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη: 

α) Σα ζεκεία Κ θαη Λ είλαη κέζα ησλ ΑΓ θαη ΑΔ αληίζηνηρα. 

β) Σα ηξίγσλα ΚΜΑ θαη ΑΝΛ είλαη ηζνζθειή.   

γ) 
AB A B

K
2

   
    

 

94. Γίλεηαη ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ηα κέζα Γ,Δ θαη Μ ησλ ΑΒ, ΑΓ θαη ΒΓ 

αληίζηνηρα. ηε πξνέθηαζε ηνπ ΜΓ (πξνο ην Γ) ζεσξνύκε ηκήκα Z M   . Να 

απνδείμεηε όηη: 

α) Σα ηξίγσλα ΑΕΓ θαη ΒΜΓ είλαη ίζα  

β) Σν ηεηξάπιεπξν ΕΑΓΜ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

γ) Σα ηκήκαηα ΕΔ θαη ΑΓ ηέκλνληαη θάζεηα θαη δηρνηνκνύληαη.  

δ) Ζ ΒΕ είλαη θάζεηε ζηε ΕΑ. 

 

95. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ κε δηάκεζν ΑΜ ηέηνηα, ώζηε AM AB . Φέξνπκε ην ύςνο ηνπ 

ΑΚ θαη ην πξνεθηείλνπκε (πξνο ην Κ) θαηά ηκήκα K AK  . Πξνεθηείλνπκε ηε 

δηάκεζν ΑΜ (πξνο ην Μ)  θαηά ηκήκα ME AM . Να απνδείμεηε όηη: 

α) E A    θαη E 2KM  .           

β) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΒΔΓ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

γ) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΜ είλαη ξόκβνο   

δ) Ζ πξνέθηαζε ηεο ΓΜ ηέκλεη ηελ ΑΓ ζην κέζνλ ηνπ Ε. 

 

96. Έζησ νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε A 90  θαη Γ,Δ θαη Ν ηα κέζα ησλ ΑΒ,ΑΓ θαη 

ΓΔ αληίζηνηρα. ην ηκήκα ΒΓ ζεσξνύκε ζεκεία Κ θαη Λ ώζηε K KB   θαη 

E  .Να απνδείμεηε όηη: 

α) K 2B    θαη E K 2    

β) Σν ηεηξάπιεπξν ΓΔΛΚ είλαη παξαιιειόγξακκν κε E 2 K      

γ) 
B

AN K
4


    

 

97. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ  AB A  , ΑΓ ην ύςνο ηνπ θαη Μ ην κέζν ηνπ ΑΒ. Ζ 

πξνέθηαζε ηεο ΜΓ ηέκλεη ηελ πξνέθηαζε ηεο ΑΓ ζην ζεκείν Δ ώζηε E  . Να 

απνδείμεηε όηη: 

α) B E    β) 2B AM       γ) E A    

 

Βαξύθεληξν – νξζόθεληξν ηξηγώλνπ 
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98. Γίλεηαη ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ηα ύςε ηνπ ΒΚ θαη ΓΛ, ηα νπνία ηέκλνληαη ζην 

Η. Αλ ηα ζεκεία Μ θαη Ν είλαη ηα κέζα ησλ ΒΗ θαη ΓΗ αληίζηνηρα, λα απνδείμεηε όηη:  

α) Σν ηξίγσλν ΒΗΓ είλαη ηζνζθειέο     

β) Σα ηξίγσλα ΒΗΛ θαη ΓΗΚ είλαη ίζα.  

γ) Σν ΑΗ πξνεθηεηλόκελν δηέξρεηαη από ην κέζν ηεο πιεπξάο ΒΓ. 

δ) Σν ηεηξάπιεπξν ΜΛΚΝ είλαη νξζνγώλην παξαιιειόγξακκν.   

 

99. ε ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ νλνκάδνπκε Ο ην θέληξν ηνπ θαη ζεσξνύκε ηπραίν ζεκείν Δ 

ηνπ ηκήκαηνο ΟΓ. Φέξλνπκε ηελ θάζεηε από ην Β ζηελ ΑΔ, πνπ ηέκλεη ην ηκήκα 

ΑΟ ζην Ε. Να απνδείμεηε όηη: 

α) Οη γσλίεο σ θαη θ ηνπ ζρήκαηνο είλαη ίζεο   

β) BZ AE  θαη Z BE  . 

γ) Σν ηκήκα ΔΕ είλαη θάζεην ζην ΑΒ. 

 

100. Γίλεηαη νξζνγώλην ΑΒΓΓ κε θέληξν Ο θαη AB B  , A 2B   .ηελ 

πξνέθηαζε ηεο πιεπξάο ΓΑ (πξνο ην Α) παίξλνπκε ζεκείν Δ ώζηε A AE  . 

α) Να απνδείμεηε όηη: 

   i. Σν ηεηξάπιεπξν ΑΔΒΓ είλαη παξαιιειόγξακκν.    

   ii. Σν ηξίγσλν ΔΒΓ είλαη ηζόπιεπξν. 

β) Αλ ε ΔΟ ηέκλεη ηελ πιεπξά ΑΒ ζην ζεκείν Ε, λα απνδείμεηε όηη Z EB  . 

 

101. Γίλνληαη νμπγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ, ΒΔ, ΓΕ ηα ύςε από ηηο θνξπθέο Β,Γ αληίζηνηρα 

θαη Ζ ην νξζόθεληξν ηνπ ηξηγώλνπ. Δπίζεο δίλνληαη ηα Μ, Ν, Κ, Λ κέζα ησλ 

επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ ΑΒ, ΑΓ, ΓΖ, ΒΖ αληίζηνηρα. 

α) Να απνδείμεηε όηη: 

     i. MN K    

    ii.
AH

NK M
2

     

    iii. Σν ηεηξάπιεπξν ΜΝΚΛ είλαη νξζνγώλην. 

β) Αλ Ο είλαη ην κέζν ηεο ΒΓ, λα απνδείμεηε όηη MOK 90 . 

 

102. ε ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ πξνεθηείλνπκε ηε δηαγώλην ΒΓ (πξνο ην Γ) θαηά ηκήκα 

   . Έζησ Μ ην κέζν ηεο ΑΓ θαη Ν ην ζεκείν ηνκήο ησλ επζεηώλ ΑΔ θαη ΓΓ. 

α) Να απνδείμεηε όηη      

β) Να ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ ΝΜΓ. 

γ) Να απνδείμεηε όηη: 

            i.      ii.   

 

103. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε A 90  θαη 30   κε Μ θαη Ν ηα κέζα ησλ 

πιεπξώλ ΒΓ θαη ΑΒ αληίζηνηρα. Έζησ όηη ε κεζνθάζεηνο ηεο πιεπξάο ΒΓ ηέκλεη ηελ 

ΑΓ ζην ζεκείν Δ. 

α) Να απνδείμεηε όηη: 

     i. ε ΒΔ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Β    

     ii. 
E

AE
2


  

     iii. ε ΒΔ είλαη κεζνθάζεηνο ηεο δηακέζνπ ΑΜ. 
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β) Αλ ΑΓ είλαη ην ύςνο ηνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ πνπ ηέκλεη ηελ ΒΔ ζην Ζ, λα απνδείμεηε  

    όηη ηα ζεκεία Μ, Ζ θαη Ν είλαη ζπλεπζεηαθά.  

 

104. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε AB A   θαη ην ύςνο ηνπ ΑΜ. Φέξνπκε ηε 

ΜΓ θάζεηε ζηελ ΑΓ θαη ζεσξνύκε ζεκείν Ζ ην κέζν ηνπ ΜΓ. Από ην Ζ θέξνπκε 

παξάιιειε ζηε ΒΓ ε νπνία ηέκλεη ηηο ΑΜ θαη ΑΓ ζηα ζεκεία Κ θαη Ε αληίζηνηρα.  

Να απνδείμεηε όηη: 

α) 
B

HZ
4


   β) MZ B  γ) Ζ επζεία ΑΖ είλαη θάζεηε ζηε ΒΓ. 

 

105. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ ( 90 )   κε ΒΓ δηρνηόκν θαη ΑΚ ύςνο ,πνπ 

ηέκλνληαη ζην Δ. Ζ θάζεηε από ην Δ ζηελ ΑΒ ηέκλεη ηηο ΑΒ θαη ΒΓ ζηα Ζ θαη Ε 

αληίζηνηρα. 

α) Να απνδείμεηε όηη : 

   i) Σα ηξίγσλα ΔΖΑ θαη ΔΚΕ είλαη ίζα   

   ii) To ηξίγσλν ΒΚΖ είλαη ηζνζθειέο 

   iii) Ζ ΒΓ είλαη θάζεηε ζηελ ΑΕ 

β) Αλ επηπιένλ ην νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο ,λα απνδείμεηε όηη ε ΓΔ  

    είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο ̂ . 

 

Σξαπέδην 
 

 

Σξαπέδην ιέγεηαη ην θπξηό ηεηξάπιεπξν πνπ έρεη κόλν δύν πιεπξέο παξάιιειεο. 

 

 Σν επζύγξακκν ηκήκα πνπ ελώλεη ηα κέζα ησλ κε παξάιιεισλ πιεπξώλ ηνπ 

ιέγεηαη δηάκεζνο ηνπ ηξαπεδίνπ.   

     Ζ δηάκεζνο ηνπ ηξαπεδίνπ είλαη παξάιιειε πξνο ηηο βάζεηο ηνπ θαη ίζε κε ην  

     εκηάζξνηζκα ηνπο. 

 

 Ζ δηάκεζνο ΔΕ ηξαπεδίνπ ΑΒΓΓ δηέξρεηαη από ηα κέζα Κ θαη Λ ησλ δηαγσλίσλ ηνπ 

θαη ην ηκήκα ΚΛ είλαη παξάιιειν κε ηηο βάζεηο ηνπ θαη ίζν κε ηελ εκηδηαθνξά ηνπο. 

 

 Ηζνζθειέο ηξαπέδην ιέγεηαη ην ηξαπέδην ηνπ νπνίνπ νη κε παξάιιειεο πιεπξέο είλαη 

ίζεο. 

 

 ε θάζε ηζνζθειέο ηξαπέδην ηζρύνπλ νη εμήο ηδηόηεηεο: 

     α) νη γσλίεο πνπ πξόζθεηληαη ζε κηα βάζε είλαη ίζεο. 

     β) νη δηαγώληνη ηνπ είλαη ίζεο. 

 

 Έλα ηξαπέδην είλαη ηζνζθειέο, αλ ηζρύεη κηα από ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο: 

     (i) Οη γσλίεο πνπ πξόζθεηληαη ζε κηα βάζε ηνπ είλαη ίζεο.  

     (ii) Οη δηαγώληνί ηνπ είλαη ίζεο. 

 

106. Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ κε A 120 . Δμσηεξηθά ηνπ ηξηγώλνπ θαηαζθεπάδνπκε ηα 
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ηζόπιεπξα ηξίγσλα ΑΔΒ θαη ΑΕΓ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σα ηξίγσλα ΑΔΕ θαη ΑΒΓ είλαη ίζα      

β) Σν ηεηξάπιεπξν ΒΓΕΔ είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην. 

 

107. ε ηξαπέδην ΑΒΓΓ  AB   είλαη 2AB  . Δπίζεο Ε,Ζ,Δ είλαη ηα κέζα ησλ 

ΑΓ,ΒΓ θαη ΓΓ αληίζηνηρα. Αθόκε ε ΕΖ ηέκλεη ηηο ΑΔ,ΒΔ ζηα ζεκεία Θ,Η 

αληίζηνηρα. 

α) Να δείμεηε όηη ην ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΔ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

β) Να δείμεηε όηη ηα ζεκεία Θ,Η είλαη κέζα ησλ ΑΔ,ΒΔ αληίζηνηρα. 

γ) Να δείμεηε όηη 
3

ZH AB
2

 . 

 

108. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ  A 90  θαη ε δηρνηόκνο ηνπ ΒΓ. Από ην Γ 

θέξνπκε E B    θαη νλνκάδνπκε Ε ην ζεκείν ζην νπνίν ε επζεία ΔΓ ηέκλεη ηελ 

πξνέθηαζε ηεο ΒΑ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηξίγσλν ΑΒΔ είλαη ηζνζθειέο    

β) Σα ηξίγσλα ΑΒΓ θαη ΒΔΕ είλαη ίζα. 

γ) Ζ επζεία ΒΓ είλαη κεζνθάζεηε ησλ ηκεκάησλ ΑΔ θαη ΕΓ. 

δ) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΔΓΕ είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην. 

109. ε ηζνζθειέο ηξαπέδην ΑΒΓΓ  AB   είλαη AB A  . 

α) Να απνδείμεηε όηη ε ΒΓ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο Γ. 

β) Να πξνζδηνξίζεηε ηε ζέζε ελόο ζεκείνπ Δ, ώζηε ην ηεηξάπιεπξν ΑΒΔΓ λα είλαη  

    ξόκβνο. 

γ) Αλ επηπιένλ είλαη BA 120   θαη νη δηαγώληνη ηνπ ξόκβνπ ηέκλνληαη ζην ζεκείν  

    Ο, λα ππνινγίζεηε ηηο γσλίεο ηνπ ηεηξαπιεύξνπ ΔΟΒΓ. 

 

110. Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ κε Ο ην θέληξν ηνπ. Από ηελ θνξπθή Γ θέξνπκε 

ην ηκήκα ΓΚ θάζεην ζηελ ΑΓ θαη ζηελ πξνέθηαζε ηνπ πξνο ην Κ ζεσξνύκε ζεκείν 

Δ, ώζηε KE K  . Να απνδείμεηε όηη: 

α) 
B

EO
2


    β) EB 90       γ) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΔΒΓ είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην. 

 

111. Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε A 90  θαη 30  . Φέξνπκε ην ύςνο ηνπ 

ΑΓ θαη ηε δηάκεζό ηνπ ΑΜ. Από ην Γ θέξνπκε θάζεηε ζηελ επζεία ΑΜ, ε νπνία ηελ 

ηέκλεη ζην Δ. Να απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηξίγσλν ΑΜΒ είλαη ηζόπιεπξν    

β) 
B

ME M
4


    

γ) Σν ΑΓΔΓ είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην. 

 

112. Γίλεηαη παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ θαη έζησ Ο ην ζεκείν ηνκήο ησλ δηαγσλίσλ ΑΓ 

θαη ΒΓ. Φέξλνπκε ηελ ΑΔ θάζεηε ζηε δηαγώλην ΒΓ. Αλ Ε είλαη ην ζπκκεηξηθό ηνπ Α 

σο πξνο ηε δηαγώλην ΒΓ, ηόηε λα απνδείμεηε όηη: 

α) Σν ηξίγσλν ΑΓΕ είλαη ηζνζθειέο     
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β) Z 2OE   

γ) Σν ηεηξάπιεπξν κε θνξπθέο Β, Γ, Ε θαη Γ είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην. 

 

113. Έζησ θύθινο κε θέληξν Ο θαη δύν θάζεηεο αθηίλεο ηνπ ΟΒ θαη ΟΓ. Έζησ Α ην 

κέζνλ ηνπ ηόμνπ ΒΓ. Από ην Α θέξνπκε θάζεηεο ζηηο αθηίλεο ΟΒ θαη ΟΓ πνπ ηηο 

ηέκλνπλ ζηα Γ θαη Δ αληίζηνηρα. Οη πξνεθηάζεηο ησλ ΑΓ θαη ΑΔ ηέκλνπλ ηνλ θύθιν 

ζηα ζεκεία Ε θαη Ζ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη: 

α) AZ AH           
β) Σν ΑΓΟΔ είλαη νξζνγώλην. 

γ) Σα ζεκεία Ε θαη Ζ είλαη αληηδηακεηξηθά.      

δ) Σν ηεηξάπιεπξν ΒΓΖΕ είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην. 

 

114. ε παξαιιειόγξακκν ΑΒΓΓ κε ΑΒ >ΒΓ θαη Β<90° ζεσξνύκε ζεκείν Ε ζηελ 

πξνέθηαζε ηεο ΒΓ (πξνο ην Γ) ηέηνην ώζηε ΓΕ=ΒΓ. Αλ Δ είλαη ζεκείν ηεο ΑΒ, 

ηέηνην ώζηε ΔΓ=ΓΒ, λα απνδείμεηε όηη: 

α) Ζ γσλία ΒΔΕ είλαη νξζή    

β) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΔΓΓ είλαη ηζνζθειέο ηξαπέδην.  

γ) Σν ηεηξάπιεπξν ΑΓΕΓ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

 

115. Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξαπέδην ΑΒΓΓ  AB   θαη Ο ην ζεκείν ηνκήο ησλ 

δηαγσλίσλ ηνπ. Ζ ΑΓ είλαη θάζεηε ζηελ ΑΓ θαη ε ΒΓ είλαη θάζεηε ζηε ΒΓ. 

Θεσξνύκε ηα κέζα Μ,Δ θαη Ε ησλ ΓΓ,ΒΓ θαη ΑΓ αληίζηνηρα. Να απνδείμεηε όηη: 

α) ME MZ       
β) Ζ ΜΕ είλαη θάζεηε ζηελ ΑΓ 

γ) Σα ηξίγσλα ΜΓΔ θαη ΜΕΓ  είλαη ίζα   

δ) Ζ ΟΜ είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ΔΕ. 

 

 

 

Οη αζθήζεηο ηεο Γεσκεηξίαο είλαη ηεο ηξάπεδαο ζεκάησλ 

 

 

 

 

Δπαλαιεπηηθά δηαγωλίζκαηα ζηε Γεωκεηξία 
 

1o Γηαγώληζκα 

 

ΘΔΜΑ Α 

Α1. Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηό ζαο  

     ηελ έλδεημε σζηό ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε. 

      α) Γύν νμείεο γσλίεο πνπ έρνπλ ηηο πιεπξέο ηνπο παξάιιειεο είλαη ίζεο. 

      β) Αλ δύν απέλαληη πιεπξέο ηεηξαπιεύξνπ είλαη παξάιιειεο ηόηε απηό είλαη  

         ηξαπέδην. 

      γ) Οη δηαγώληεο ηνπ ξόκβνπ είλαη ίζεο. 

      δ) Αλ νη δηαγώληεο ελόο ηεηξαπιεύξνπ είλαη θάζεηεο ηόηε ην ηεηξάπιεπξν απηό είλαη  
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         ξόκβνο. 

      ε) ε θάζε παξαιιειόγξακκν δύν δηαδνρηθέο γσλίεο ηνπ είλαη παξαπιεξσκαηηθέο. 

 

Α2.  Να απνδείμεηε όηη ην επζύγξακκν ηκήκα πνπ ελώλεη ηα κέζα ησλ δύν πιεπξώλ  

       ηξηγώλνπ, είλαη παξάιιειν πξνο ηελ ηξίηε πιεπξά θαη ίζν κε ην κηζό ηεο. 

 

ΘΔΜΑ Β 

Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε  . Πξνεθηείλνπκε ηηο ίζεο πιεπξέο ηνπ ΑΒ 

θαη ΑΓ θαηά ηκήκαηα 

   θαη   . Να απνδείμεηε όηη: 

Γ1.    
Γ2. Σα ζεκεία Γ,Δ ηζαπέρνπλ από ηε ΒΓ. 

Γ3. ˆ ˆ    
 

ΘΔΜΑ Γ 

Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (AB = ΑΓ) κε ˆ 40  θαη ζεκείν Μ ηεο βάζεο ηνπ 

ΒΓ. Φέξνπκε  ΜΔ // ΑΒ (Δ ζεκείν ηνπ ΑΓ) θαη ΜΓ//ΑΓ (Γ ζεκείν ηνπ ΑΒ). Να 

απνδείμεηε όηη: 

Γ1.  ΜΓ + ΜΔ = ΑΒ. 

Γ2.  ˆ 70   
Γ3. Αλ ην Μ είλαη κέζν ηνπ ΒΓ ηόηε ε ΑΜ είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ΓΔ. 

Γ4. ˆ 70   

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ κε ˆ 90   θαη ˆ 30  . ηε πξνέθηαζε ηεο ΑΓ πξνο 

ην κέξνο ηνπ Α ζεσξνύκε ζεκείν Γ ηέηνην, ώζηε   . Έζησ Κ,Λ ηα κέζα ησλ ΒΓ 

θαη ΒΓ αληίζηνηρα. 

Να απνδείμεηε όηη: 

Γ1. ˆ ˆ 30    

Γ2.    

Γ3. Σν ηξίγσλν ΑΚΛ είλαη ηζόπιεπξν. 

Γ4. Σα ηξίγσλα ΒΓΓ θαη ΑΚΛ έρνπλ ην ίδην βαξύθεληξν. 

 

2o Γηαγώληζκα 

Θέκα Α 

Α1. Να απνδείμεηε όηη ε δηάκεζνο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ππνηείλνπζα νξζνγσλίνπ 

ηξηγώλνπ, ηζνύηαη κε ην κηζό ηεο ππνηείλνπζαο. 

Α2.Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηό ζαο ηελ 

έλδεημε σζηό ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε. 

      α) Κάζε ζεκείν ηεο δηρνηόκνπ κηαο γσλίαο ηζαπέρεη από ηηο πιεπξέο ηεο. 

      β) ην ηζνζθειέο ηξίγσλν θάζε δηάκεζόο ηνπ είλαη ύςνο θαη δηρνηόκνο 

      γ) ε θάζε ξόκβν νη δηαγώληεο είλαη ίζεο. 

      δ) Ζ δηάκεζνο θάζε ηξαπεδίνπ ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα ησλ βάζεσλ ηνπ.  

      ε) Σν ηεηξάγσλν είλαη θαη ξόκβνο.  

 

Θέκα Β 
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Έζησ θύθινο θέληξνπ Ο θαη Ρ έλα ζεκείν ζην εμσηεξηθό 

ηνπ. Από ην Ρ θέξνπκε επζείεο πνπ ηέκλνπλ ηνλ θύθιν 

ζηα ζεκεία Α,Β,Γ,Γ όπσο θαίλεηαη ζην δηπιαλό ζρήκα  

έηζη ώζηε ΡΑ ΡΓ .  

Β1. Να δείμεηε όηη ε ΟΡ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο  

     ˆΑΡΓ . 

Β2.Να δείμεηε όηη ην Ο ηζαπέρεη από ηα ΑΒ θαη ΓΓ.  

Β3. Να δείμεηε όηη ΑΒ ΓΓ .  

Β4. Έζησ όηη ε ΟΡ ηέκλεη ην ηόμν ΑΓ ζην Κ. Θεσξνύκε ηελ εθαπηνκέλε ηνπ θύθινπ 

ζην Κ πνπ ηέκλεη ηηο δύν επζείεο ζηα Ζ θαη Θ. Να δείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΡΖΘ είλαη 

ηζνζθειέο.    

 

Θέκα Γ 

Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) θαη έζησ ΒΓ, ΓΔ ύςε ηνπ. Να απνδείμεηε 

όηη: 

Γ1. ΒΓ ΓΔ   

Γ2. Σν ηξίγσλν ΑΔΓ είλαη ηζνζθειέο.  

Γ3. 
Α̂ˆ ˆΒ ΑΔΓ 90
2

      

 

Θέκα Γ 

Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) θαη έζησ Γ,Δ,Ε ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ηνπ  

ΑΒ,ΒΓ,ΓΑ αληίζηνηρα. Πξνεθηείλνπκε ην ηκήκα ΓΔ θαηά ΔΘ=ΓΔ. Να απνδείμεηε όηη: 

Γ1. ΑΓ 2ΓΔ   

Γ2. Σν ηεηξάπιεπξν ΑΓΘΓ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

Γ3. Σα ηκήκαηα ΑΘ, ΓΓ, ΔΕ ζπληξέρνπλ ζε ζεκείν Κ.  

Γ4. 
1

ΚΕ ΑΓ
4

 .         

 

 

 

 

 

3o Γηαγώληζκα 

 

Θέκα Α 
Α1.Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηό ζαο ηελ  

     έλδεημε σζηό ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξόηαζε. 

      α) Κάζε εμσηεξηθή γσλία ελόο ηξηγώλνπ είλαη κηθξόηεξε από θάζε κία από ηηο  

          απέλαληη εζσηεξηθέο. 

       β) Σα εθαπηόκελα ηκήκαηα θύθινπ, πνπ άγνληαη από ζεκείν εθηόο απηνύ είλαη  

          κεηαμύ ηνπο ίζα. 

      γ) Αλ δύν παξάιιειεο επζείεο ηέκλνληαη από ηξίηε ζρεκαηίδνπλ ηηο εληόο εθηόο θαη  

          επί ηα απηά κέξε γσλίεο παξαπιεξσκαηηθέο. 

      δ) Κάζε ξόκβνο πνπ έρεη ίζεο δηαγώληεο είλαη ηεηξάγσλν. 

       ε) Οη δηαγώληεο θάζε παξαιιεινγξάκκνπ είλαη ίζεο. 
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Α2. Να απνδείμεηε όηη ην άζξνηζκα ησλ γσληώλ θάζε ηξηγώλνπ είλαη 2 νξζέο. 

 

Θέκα Β 
Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε ΑΒ ΑΓ .ηηο πξνεθηάζεηο ηεο ΒΓ πξνο ηα Β θαη Γ 

ζεσξνύκε ζεκεία Γ θαη Δ αληίζηνηρα ηέηνηα, ώζηε ΒΓ ΑΒ θαη ΓΔ ΑΓ . Έζησ Κ θαη 

Λ νη πξνβνιέο ησλ Γ θαη Δ ζηηο ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα. 

Β1. Να δείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΑΓΔ είλαη ηζνζθειέο. 

Β2. Να δείμεηε όηη ηα Γ, Δ ηζαπέρνπλ από ηηο ΑΒ θαη ΑΓ αληίζηνηρα. 

Β3. Να δείμεηε όηη ΒΛ ΓΚ . 

 

Θέκα Γ 

Γίλεηαη ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) κε Α̂ 40  . Έζησ όηη νη δηρνηόκνη ηνπ ΒΓ 

θαη ΓΔ ηέκλνληαη ζην Θ. Να απνδείμεηε όηη: 

Γ1. Β̂ 70    

Γ2. ˆΒΘΓ 110    

Γ3. ΓΔ//ΒΓ 

Γ4. ˆΒΓΓ 75    

 

Θέκα Γ 
Έζησ ηζόπιεπξν ηξίγσλν ΑΒΓ θαη ΑΓ ε δηάκεζόο ηνπ. Έζησ Δ ην κέζν ηεο ΑΒ θαη Ε 

ην ζεκείν ηνκήο ηεο παξάιιειεο από ην Γ πξνο ηελ ΑΒ κε ηελ ΑΓ.  

Γ1. Να δείμεηε όηη ην ηξίγσλν ΔΒΓ είλαη ηζόπιεπξν. 

Γ2. Να δείμεηε ην ηξίγσλν ΑΔΓ είλαη ηζνζθειέο. 

Γ3. Να δείμεηε όηη ην ηεηξάπιεπξν ΑΔΓΕ είλαη ξόκβνο. 

Γ4. Πξνεθηείλνπκε ηηο ΓΔ θαη ΓΕ θαηά ηκήκαηα ΔΖ ΓΔ  θαη ΕΘ ΓΕ . Να δείμεηε  

      όηη: 

  α) ην ηεηξάπιεπξν ΑΖΓΓ είλαη παξαιιειόγξακκν. 

  β) ηα ζεκεία Ζ, Α, Θ είλαη ζπλεπζεηαθά.  

 

 



 



 

 

 

 

 

 

 

 

 


