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Ε.2  Σύνολα 
 

i. Τι είναι το σύνολο; 

ii. Ποιοι είναι οι βασικοί τρόποι παράστασης συνόλων και τι γνωρίζετε γι αυτούς; 

iii. Πότε δύο σύνολα είναι ίσα; 

iv. Πότε ένα σύνολο Α λέγεται υποσύνολο ενός συνόλου Β; 

v. Ποιο σύνολο λέγεται κενό; 

vi. Ποιο σύνολο λέγεται ένωση δύο συνόλων Α,Β; 

vii. Ποιο σύνολο λέγεται τομή των συνόλων Α,Β; 

viii. Ποιο σύνολο λέγεται συμπλήρωμα ενός υποσυνόλου Α ενός βασικού συνόλου Ω; 

 

1  Πιθανότητες 

 

i. Ποιο πείραμα λέγεται αιτιοκρατικό; 

ii. Ποιο πείραμα ονομάζεται πείραμα τύχης; 

iii. Τι είναι ο δειγματικός χώρος ενός πειράματος τύχης; 

iv. Τι ονομάζεται ενδεχόμενο του πειράματος; 

v. Ποιο ενδεχόμενο ονομάζεται απλό και ποιο σύνθετο; 

vi. Ποιο ενδεχόμενο λέγεται αδύνατο και ποιο βέβαιο; 

vii. Να σχεδιάσετε με διαγράμματα Venn τα παρακάτω ενδεχόμενα και να γράψετε το 

συμβολισμό τους: 

α) Πραγματοποιούνται συγχρόνως τα ενδεχόμενα Α και Β. 

β) Πραγματοποιείται τουλάχιστον ένα από τα Α και Β. 

γ) Δεν πραγματοποιείται το Α. 

δ) Πραγματοποιείται το Α και όχι το Β. 

ε) Πραγματοποιείται μόνο ένα από τα Α και Β. 

στ) Δεν πραγματοποιείται κανένα από τα Α και Β. 

viii. Πότε δύο ενδεχόμενα λέγονται ασυμβίβαστα; 

 

 

i. Τι ονομάζεται στατιστική ομαλότητα ή νόμος των μεγάλων αριθμών; 

ii. Ποιος είναι ο κλασικός ορισμός της πιθανότητας; 

iii. Ποια ενδεχόμενα έχουν πιθανότητα 1 και 0 αντίστοιχα; 

iv. Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε ασυμβίβαστα μεταξύ τους ενδεχόμενα Α και Β ισχύει:

        P A B P A P B    

v. Να αποδείξετε ότι για δύο συμπληρωματικά ενδεχόμενα Α και A  ισχύει:  

                 P A 1 P A    

vi. Να αποδείξετε ότι για δύο ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου Ω ισχύει: 

                   P A B P A P B P A B      

vii. Να αποδείξετε ότι     A B, ό P A P B      

viii. Να αποδείξετε ότι για δύο ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου Ω ισχύει: 

        P A B P A P A B     

Δειγματικός χώρος - ενδεχόμενα 

Έννοια της πιθανότητας 
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ix. Αν Α,Β δύο ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω ,να γράψετε τη σχέση από την οποία 

υπολογίζουμε τη πιθανότητα να πραγματοποιηθεί ακριβώς ένα από τα Α και Β καθώς και 

τη πιθανότητα να μην πραγματοποιηθεί κανένα από τα Α και Β. 

 

 

 

 

1. Για τα ενδεχόμενα Α και Β του ίδιου δειγματικού χώρου είναι γνωστό ότι    P A P B , 

 P A B 0,6   και  P A B 0,2  . Να βρείτε την  P A . 

 

2. Για τα ενδεχόμενα Α και Β του ίδιου δειγματικού χώρου Ω δίνεται ότι  
1

P A
2

 , 

 
2

P B
3

   και  
1

P A B
12

  . Να βρείτε την  P A B . 

 

Αν 
 

 

P A 3

P A 4



 να βρείτε τις πιθανότητες  P A  και  P A . 

 

3. Το 10% των ατόμων ενός πληθυσμού έχουν υπέρταση, το 6% στεφανιαία καρδιακή 

ασθένεια και το 2% έχουν και τα δύο. Για ένα άτομο που επιλέγεται τυχαία ποια είναι η 

πιθανότητα να έχει: 

  α) τουλάχιστον μία ασθένεια;    β) μόνο μία ασθένεια; 

 

4. Από τους μαθητές ενός σχολείου το 80% μαθαίνει αγγλικά, το 30% γαλλικά και το 20% και 

τις δύο γλώσσες. Επιλέγουμε τυχαίως ένα μαθητή. Να βρείτε την πιθανότητα να μη μαθαίνει 

καμιά από τις δύο γλώσσες.  

        

5. Σε μια κωμόπολη το 15% των νοικοκυριών δεν έχουν τηλεόραση, το 40% δεν έχουν βίντεο 

και το 10% δεν έχουν ούτε τηλεόραση ούτε βίντεο. Επιλέγουμε τυχαίως ένα νοικοκυριό. Να 

βρείτε την πιθανότητα να έχει τηλεόραση και βίντεο. 

 

6. Από τους μαθητές ενός Λυκείου, το 25% συμμετέχει στη θεατρική ομάδα, το 30% 

συμμετέχει  στην ομάδα ποδοσφαίρου  και το 15% των μαθητών συμμετέχει και στις δύο 

ομάδες.  Επιλέγουμε τυχαία ένα μαθητή.  Αν ονομάσουμε τα  ενδεχόμενα: 

Α: «ο μαθητής να συμμετέχει στη θεατρική ομάδα» και 

Β: «ο μαθητής να συμμετέχει στην ομάδα ποδοσφαίρου»,  

α)  να εκφράσετε λεκτικά τα ενδεχόμενα: 

      i) Α∪Β               ii) Α∩Β                     iii) Β-Α               iv) Α΄         

β)  να υπολογίσετε τις πιθανότητες πραγματοποίησης των ενδεχομένων 

     i)  ο μαθητής που επιλέχθηκε να συμμετέχει μόνο στην ομάδα ποδοσφαίρου  

      ii) ο μαθητής που επιλέχθηκε να μη συμμετέχει σε καμία ομάδα.    

 

7. Δίνονται δύο ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου Ω και οι πιθανότητες: 

   
3 5

( ) , ( )
4 8

       και 
1

( )
4

   . 

α) Να υπολογίσετε την ( )         

β) Να παραστήσετε με διάγραμμα Venn και να παραστήσετε στη γλώσσα των συνόλων το  

   ενδεχόμενο «Α ή Β».       

γ) Να υπολογίσετε την πιθανότητα πραγματοποίησης του παραπάνω ενδεχομένου.         

       

Βασικές ασκήσεις 
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8. Σε ένα τμήμα της Α΄ Λυκείου κάποιοι μαθητές παρακολουθούν μαθήματα Αγγλικών και 

κάποιοι Γαλλικών. Η πιθανότητα ένας μαθητής να μην παρακολουθεί Γαλλικά είναι 0,8.  Η 

πιθανότητα ένας μαθητής να παρακολουθεί Αγγλικά είναι τετραπλάσια από την πιθανότητα 

να παρακολουθεί Γαλλικά. Τέλος, η πιθανότητα ένας μαθητής να παρακολουθεί μαθήματα 

τουλάχιστον μιας από τις δύο γλώσσες είναι 0,9. 

α) Επιλέγουμε ένα μαθητή στην τύχη. 

 i) Ποια είναι η πιθανότητα αυτός να παρακολουθεί μαθήματα και των δύο γλωσσών;          

 ii) Ποια είναι η πιθανότητα αυτός να παρακολουθεί μαθήματα μόνο μιας από τις δύο  

     γλώσσες;                                                                    

β) Αν 14 μαθητές παρακολουθούν μόνο Αγγλικά, πόσοι είναι οι μαθητές του τμήματος;  

        

9. Αν  0 P A 1  , να αποδείξετε ότι 
   
1 1

4
P A P A

 


. 

 

2  Οι πραγματικοί αριθμοί 
 

 

i. Ποιες είναι οι ιδιότητες της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού πραγματικών αριθμών; 

ii. Πως ορίζεται η αφαίρεση και η διαίρεση δύο πραγματικών αριθμών; 

iii. Να συμπληρώσετε τις παρακάτω ιδιότητες δυνάμεων: 
 

   
0 ......., 0        ........, 0       ........             : ........     

        ........       ........








      ........


   

iv. Να συμπληρώσετε τις παρακάτω ταυτότητες: 

 
2

.........................       
2

................        2 2 .........................    

     
3

...............................    
3

...............................   

    3 3 ...................................    3 3 ...................................    

     
2

..........................................................    

v. Να γράψετε τις ιδιότητες των αναλογιών που απορρέουν από την ισότητα 

 , 0
 
     

 
 

 

 

10. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις:    α) 
3 2

2

2    

 
  β) 

 

2 3 2

2

1

1

   
   

   
  

11. Να αποδείξετε ότι: 
3 3 2

2 2

x y x
: y 1

x y x y

   
    

    
 

 

12. Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί α, β, γ, δ με β ≠ 0 και δ ≠ γ ώστε να  

Οι πράξεις και οι ιδιότητες τους 

Βασικές ασκήσεις 
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ισχύουν: 4
 




 και 
1

4




  
  

α) Να αποδείξετε ότι 3   και 5   .                                            

β) Να βρείτε την τιμή της παράστασης:
 

 
 

  

 

13. α) Να αποδείξετε ότι   2 1 1 1     . 

   β) Να υπολογίσετε τη τιμή της παράστασης  
2

1,3265 0,3265 2,3265   

 

14. Δίνονται οι μη μηδενικοί πραγματικοί αριθμοί α, β, με     για τους οποίους ισχύει: 
2

2

1

1

  


  
 . 

α) Να αποδείξετε ότι οι αριθμοί α και β είναι αντίστροφοι.                     

β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης: 
22 3 8

2 25

( )

( )

  
 

  
              

 

 

i. Πότε ένας αριθμός α είναι μεγαλύτερος από έναν αριθμό β; 

ii. Αν δύο αριθμοί α,β είναι ομόσημοι τότε τι συμπεραίνετε για το άθροισμα, το γινόμενο και 

το πηλίκο τους; 

iii. Αν δύο αριθμοί α,β είναι ετερόσημοι τότε τι συμπεραίνετε για το γινόμενο και το πηλίκο 

τους; 

iv. Να συμπληρώσετε τις παρακάτω σχέσεις: 
2....0   2 2 0 ...........................         2 2 0 ...........................     

v. Να αποδείξετε ότι για θετικούς αριθμούς ,   και θετικό ακέραιο ν ισχύει η ισοδυναμία: 
    

 

 

 

15. Αν 0 1    , τότε 

α) να αποδείξετε ότι: 3   .                                                               

β) να διατάξετε από το μικρότερο προς το μεγαλύτερο τους αριθμούς: 3 1
0, ,1, , 


.                                                                                       

          

16. Δίνονται πραγματικοί αριθμοί α, β, με 0   και 0  . Να αποδείξετε ότι: 

α)  
4

4 


    β)  
4 4

16
  

       
    

                   

 

17. Δίνονται οι παραστάσεις: 2 22 9     και  2 3    ,  όπου ,  . 

α) Να δείξετε ότι:     2 2 22 6 9                           

β) Να δείξετε ότι:   , για κάθε τιμή των ,    .                             

 γ) Για ποιες τιμές των ,    ισχύει η ισότητα   ;  Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

       

18. α)  Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς x, y  

      ισχύει: 2 2 2 2(x 1) (y 3) x y 2x 6y 10                                           

Διάταξη πραγματικών αριθμών 
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β) Να βρείτε τους αριθμούς x, y ώστε: 2 2x y 2x 6y 10 0                  

 

19. Αν  2 x 3   και 1 y 2   , να βρείτε μεταξύ ποιων ορίων βρίσκεται η  

τιμή  καθεμιάς από τις παρακάτω παραστάσεις: 

α) x y            β) 2x 3y      γ)  
x

y
   

 

20. Από το ορθογώνιο ΑΒΖΗ αφαιρέθηκε το τετράγωνο 

ΓΔΕΗ πλευράς y. 

α) Να αποδείξετε ότι η περίμετρος του  

    γραμμοσκιασμένου σχήματος ΕΖΒΑΓΔ   

    που απέμεινε δίνεται από τη σχέση:  

   Π = 2x + 4y                            

 β) Αν ισχύει 5 x 8   και 1 y 2  , να βρείτε μεταξύ  

   ποιων αριθμών βρίσκεται η τιμή της περιμέτρου του  

   παραπάνω γραμμοσκιασμένου σχήματος.       

 

21. Αν 1   , να αποδείξετε ότι: 1   . 

 

i.    Τι ονομάζεται απόλυτη τιμή του πραγματικού αριθμού α; 

ii.    Να συμπληρώσετε τις παρακάτω σχέσεις: 

.... .....0    .... .....       
2 2....   

Αν 0  , τότε x ....................................    

                        x ..........................    

iii.   Να αποδείξετε ότι:        

iv.   Να αποδείξετε ότι:        

v.    Πως συμβολίζεται η απόσταση δύο αριθμών α,β και με τι είναι ίση; 

vi.   Έστω ότι τα σημεία Α και Β παριστάνουν  στον άξονα τα άκρα ,   του διαστήματος 

 ,  . Αν  0M x  το μέσο ΑΒ, να αποδείξετε ότι 
0x

2

 
 . 

vii.   Να συμπληρώσετε τις παρακάτω σχέσεις: 

Για 0 x  , 0  ισχύει: 0x x .......................................................    

     x ............................   

Για 0 x  , 0  ισχύει: 0x x .......................................................    

     x ............................   

 

 

 

22. Να γράψετε χωρίς την απόλυτη τιμή την παράσταση x 3 x 4   , όταν:  

      α) x 3   β) x 4  γ) x  

 

23. Αν ο πραγματικός αριθμός x ικανοποιεί τη σχέση: x 1 2  , 

α) να δείξετε ότι  x 3,1  .                                                                    

Απόλυτη τιμή πραγματικού αριθμού 

Βασικές ασκήσεις 
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β) να δείξετε ότι η τιμή της παράστασης:  K = 
| x 3 | | x 1|

4

  
  είναι αριθμός  

     ανεξάρτητος του x. 

 

24. Για τον πραγματικό αριθμό x ισχύει:  d 2x,3 3 – 2x  

α) Να αποδείξετε ότι 
3

x
2

 .   

β) Αν 
3

x
2

  , να αποδείξετε ότι η παράσταση: K 2 x 3 2 3 x    είναι ανεξάρτητη του x. 

 

25. α)  Αν 0  , να αποδειχθεί ότι:
1

2  


                                            

β)  Αν 0  , να αποδειχθεί ότι:  
1

2  


                                          

 

26. Αν   , να δείξετε ότι: α) 
2

    
    β) 

2

    
   

 

27. Τι σημαίνει για τους αριθμούς x και y: 

      α) η ισότητα x y 0    β) η ανισότητα x y 0  ; 

 

28. Να αποδείξετε ότι          . 

 

29. α) Να βρείτε για ποιες πραγματικές τιμές του y ισχύει : y – 3 1 . 

    β) Αν x, y  είναι τα μήκη των πλευρών ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου, με 

     1 x 3   και 2 y 4  , τότε να βρείτε τα όρια μεταξύ των οποίων περιέχεται η  

     τιμή του εμβαδού Ε του ορθογωνίου.                                                  

 

30. Αν x 3  και y 2 , να αποδείξετε ότι: 

      α) 2x 3y 12                                    β) 3x y 1 12           

 

31.  Δίνεται ένας πραγματικός αριθμός x που ικανοποιεί τη σχέση:  d x,5 9 . 

α) Να αποδώσετε την παραπάνω σχέση λεκτικά.                             

β) Με χρήση του άξονα των πραγματικών αριθμών, να παραστήσετε σε μορφή  

    διαστήματος το σύνολο των δυνατών τιμών του x.                      

γ) Να γράψετε τη σχέση με το σύμβολο της απόλυτης τιμής και να επιβεβαιώσετε  

    με αλγεβρικό τρόπο το συμπέρασμα του ερωτήματος (β).           

δ) Να χρησιμοποιήσετε το συμπέρασμα του ερωτήματος (γ) για να δείξετε ότι: 

     x 4 x 14 18    .                                                                      

 

32. Δίνονται τα σημεία Α , Β και Μ  που παριστάνουν στον άξονα των πραγματικών αριθμών  

   τους αριθμούς -2, 7 και x αντίστοιχα, με 2 x 7   . 

α) Να διατυπώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία των παραστάσεων. 

    i)  x 2        ii) x 7      

β) Με τη βοήθεια του άξονα να δώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία του αθροίσματος:  

   x 2 x 7    . 

γ)  Να βρείτε την τιμή της παράστασης A x 2 x 7     γεωμετρικά.                                 
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δ)  Να επιβεβαιώσετε αλγεβρικά το προηγούμενο συμπέρασμα.                             

 

33.   Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί α  και β για τους οποίους ισχύει η ανίσωση:  

  1 1 0    . 

α) Να αποδείξετε ότι το 1 είναι μεταξύ των α, β.                                    

β) Αν  επιπλέον 4  , να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης:  

      1 1     . Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας είτε γεωμετρικά είτε αλγεβρικά. 

 

i. Να δώσετε τον ορισμό της τετραγωνικής ρίζας ενός μη αρνητικού αριθμού α. 

ii. Να συμπληρώσετε τις παρακάτω σχέσεις: 2 ............   
2

..........., 0   

.........., , 0            ...............




, 0, 0     

iii. Τι ονομάζεται  νιοστή ρίζα ενός μη αρνητικού αριθμού α; 

iv. Αν , 0   να συμπληρώσετε τις παρακάτω σχέσεις:  

  .............


        ................        ...................








..............

   

.....................
       ......


     ...................   

................., ,


      , ν θετικός ακέραιος 

v. Να αποδείξετε ότι          

 

 

 

 

34. Να αποδείξετε ότι:    
2 2

1 3 1 3 2    . 

 

35. Να αποδείξετε ότι: 

   α) 2 2 2 2 2 2        β) 3 33 2 3 5 3 5 2      

 

36. Να αποδείξετε ότι:  

   α) 
3 3

4
5 3 5 3

 
 

   β) 

   
2 2

1 1
8 3

2 3 2 3

 

 

 

 

37. Να αποδείξετε ότι: 

   α) 
50 72

11
128 98





           β) 8 2 32 18 2 50 5 2            γ) 

600 190

10
290 110

2 8
4

4 32





 

 

38. Να αποδείξετε ότι: 

   α) 
12 113 42 4 8 2 2          β)  5 3 39 3 27 9             γ) 

10 3 62 2 2 2             

 

39. Να τραπούν τα παρακάτω κλάσματα σε ισοδύναμα με ρητό παρονομαστή: 

Ρίζες πραγματικών αριθμών 

Βασικές ασκήσεις 
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    α) 
1

2 2
                      β)  

4

4

8
                       γ) 

7 3

1

2
           δ)  

2

5 3
              

 

 

40. Να αποδείξετε ότι:  

α)  5 35 3                    β) 7 3 21 1                  γ) 8 2 10 5 2    

 

41. Αν είναι 3 5, 3     και 6 5   , τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι 15  . 

β) Να συγκρίνετε τους αριθμούς Α, Β . 

 

42. Δίνονται οι αριθμοί: 
6A ( 2)  και  

63( 2)       

α) Να δείξετε ότι:   4                                                              

β) Να διατάξετε από το μικρότερο στο μεγαλύτερο τους αριθμούς: 32,1, 2  . 

 

43. α) Να δείξετε ότι : 33 30 4  . 

  β) Να συγκρίνετε τους αριθμούς 3 330, 6 30 . 

 

44. Δίνεται η παράσταση:   x 4 x 1 x 4 x 1         

α) Για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση Α; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.  

β) Να αποδείξετε ότι η παράσταση Α είναι σταθερή, δηλαδή ανεξάρτητη του x. 

 

45. Δίνονται οι παραστάσεις:
2(x 2)     και 

33B (2 x)   όπου x πραγματικός αριθμός 

α)  Για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση A;  

β) Για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση B;                                  

γ) Να δείξετε ότι, για κάθε x 2 , ισχύει A B .  

 

46. Δίνεται η παράσταση: x 4 6 x      

α) Για ποιες τιμές του x ορίζεται η παράσταση Α; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας και να  

    γράψετε το σύνολο των δυνατών τιμών του x σε μορφή διαστήματος.                                                                                

β) Για x 5 ,να αποδείξετε ότι:  2 6 0   . 

 

3  Εξισώσεις 
 

 

i. Να λύσετε την εξίσωση x 0    για τις διαφορετικές τιμές των ,  . 

ii. Ποιος αριθμός λέγεται ρίζα της εξίσωσης; 

 

 

 

47. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

 α) 
1 4x x 1 x 4 5

5 4 20 4

  
      β)    2 3x 1 3 2x 1 4     

γ)      2x x 4 2x x 4 x 4 0        δ)  
2 2x x 2 x 4x 4     

Εξισώσεις 1ου βαθμού 

Βασικές ασκήσεις 
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ε) 3 2x 2x x 2 0        στ) 
2

1 1 2

x 1 x 1 x 1
 

  
 

 

48. Δίνεται η εξίσωση 2x x 1       , με παράμετρο  . 

α) Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση γράφεται ισοδύναμα: 

         1 x 1 1       ,  . 

β) Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες η παραπάνω εξίσωση έχει ακριβώς  

     μία λύση την οποία και να βρείτε. 

γ)Για ποια τιμή του λ η παραπάνω εξίσωση είναι ταυτότητα στο σύνολο των  

  πραγματικών  αριθμών;  Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

49. Δίνεται η εξίσωση:   23 x 9      , με παράμετρο   .  

 α) Να λύσετε την εξίσωση στις παρακάτω περιπτώσεις: 

      i)  όταν 1                     ii) όταν 3                                                                                     

 β) Να βρείτε τις τιμές του α, για τις οποίες η εξίσωση έχει μοναδική λύση και να  

      προσδιορίσετε τη λύση αυτή. 

 

50. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α) 2x 3 5     β) 2x 4 x 1     γ) x 2 2x 1    

δ) 
x 4 x 4 2

3 5 3

 
    ε) x 1 x 2 x 1      στ) 2 x 1 3   

ζ) 
2x 2x 1 3x 5     η) 3 x 1 x 2 x 3           θ) x 3 2 2 x 3 4      

 

51. Δίνονται οι παραστάσεις: 2x 4     και B x 3    , όπου ο x είναι πραγματικός 

αριθμός. 

 α) Για κάθε 2 x 3    να αποδείξετε ότι B x 1   . 

 β) Υπάρχει  x 2,3  ώστε να ισχύει B 2   ; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.    

    

52. Δίνεται η εξίσωση  3 x 2 4   . 

α) Για ποιες τιμές των α,β η εξίσωση έχει μοναδική λύση; 

β) Για ποιες τιμές των α,β η εξίσωση είναι αδύνατη; 

γ) Για ποιες τιμές των α,β η εξίσωση είναι ταυτότητα; 

 

i. Να γράψετε τη λύση της εξίσωσης x   , 0  , ν περιττός φυσικός αριθμός. 

ii. Να γράψετε τις λύσεις της εξίσωσης x   , 0  , ν άρτιος φυσικός αριθμός. 

iii. Να γράψετε τη λύση της εξίσωσης x   , 0  , ν περιττός φυσικός αριθμός. 

iv. Να γράψετε τη λύση της εξίσωσης x   , 0  , ν άρτιος φυσικός αριθμός. 

 

 

 

53. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α) 
3x 125 0    β) 

5x 243 0    γ) 
2x 64 0    δ) 

5 2x 8x 0   

ε) 
4x x 0    στ) 

5x 16x 0   ζ)  
3

x 1 64    η) 
31 125x 0   

 

54. Nα λυθούν οι εξισώσεις:  

   α)  
4

x 1 81 0     β)  
8

x 2 128 0             γ)  
5

2x 1 243 0    

Η εξίσωση 
  x  

Βασικές ασκήσεις 
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i. Να λύσετε την εξίσωση 2x x 0, 0        

ii. Πότε μια εξίσωση δευτέρου βαθμού έχει δύο ρίζες άνισες και ποιες; 

iii. Πότε μια εξίσωση δευτέρου βαθμού έχει μια διπλή ρίζα; Ποια είναι η ρίζα; 

iv. Πότε μια εξίσωση δευτέρου βαθμού είναι αδύνατη; 

v. Να αποδείξετε τους τύπους του Vietta, δηλαδή ότι αν 1 2x , x είναι οι ρίζες της εξίσωσης  

2x x 0, 0       , τότε το άθροισμα των ριζών είναι S


 


, το γινόμενο των 

ριζών είναι P





 και η εξίσωση παίρνει τη μορφή 2x Sx P 0   . 

 

 

 

 

55. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

   α) 
26x 12x 0                β) 

22x 10 0            γ)
23x 12 0              

 

56. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

    α)    
2

2 2 2 2 2x 2 x 0                 β)      
2

2 x x x      

 

57. Δίνεται το τριώνυμο  2x 3 1 x 3       

 α) Να αποδείξετε ότι η διακρίνουσα του τριωνύμου είναι:  
2

3 1      

 β) Να παραγοντοποιήσετε το τριώνυμο .                                                  

 

58. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις: 

   α) 23x 4 3x 3 0             β)  2x 3 2 x 3 2 0          

 

59. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 2x x 1 0     έχει πραγματικές ρίζες. 

 

60. Δίνεται η εξίσωση: 2x 2x 0   .Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό λ, ώστε η εξίσωση να 

έχει:               

   α) ρίζα το 1     β) δύο ρίζες πραγματικές και άνισες    

   γ) δύο ίσες πραγματικές ρίζες     γ) καμία πραγματική ρίζα. 

 

61. Να βρείτε το πρόσημο των ριζών των παρακάτω εξισώσεων, χωρίς να τις λύσετε. 

   α) 
2x 5x 2 0                β) 

2x 3x 5 0           

   γ) 
2x 8x 4 0                    δ) 

2 2x 6x 0    , 0   

 

62. Αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες της εξίσωσης 
2x 2x 5 0   , να βρείτε τις εξισώσεις που έχουν 

ρίζες τα ζεύγη: 

   α) 1 2x , x            β) 1 2kx ,kx             γ) 2 2

1 2x ,x         

   δ) 2 2

1 2 2 1x x ,x x            ε) 2 1

1 2

x x

x x
          στ) 1 22x 3,2x 3   

 

Εξισώσεις 2ου βαθμού 

Βασικές ασκήσεις 
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63. Αν 1 2x , x  είναι οι ρίζες της εξίσωσης: 2x x 1 0    , να βρείτε τις τιμές του 

πραγματικού αριθμού λ για τις οποίες ισχύει 2 2 2 2

1 1 2 1 2 2x 5x x 5x x x 25      

 

64. Δίνεται η εξίσωση  2x 2 x 4 1 0       . 

α) Να βρείτε τη διακρίνουσα της εξίσωσης. 

β) Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση έχει ρίζες πραγματικές για κάθε  . 

γ) Αν 1 2x , x είναι οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης τότε να βρείτε για ποια τιμή  

    του λ ισχύει  
2

1 2 1 2x x x x 5 0     . 

 

65. Δίνονται οι παραστάσεις 
1 x

x 1


 


 και 

2

2
B

x x



 , όπου ο x είναι πραγματικός αριθμός. 

α) Να αποδείξετε ότι για να ορίζονται ταυτόχρονα οι παραστάσεις Α, Β πρέπει: 

     x 1 και x 0 .                                                                            

 β) Να βρείτε τις τιμές του  x  για τις οποίες ισχύει  A B .  

 

66. α) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης: 22x 10x 12    . 

β) Να λύσετε την εξίσωση:
22x 10x 12

0
x 2

  



      

 

67. Δίνεται το τριώνυμο 22x x 5  , όπου  . 

  α) Αν μια ρίζα του τριωνύμου είναι ο αριθμός 0x 1 , να προσδιορίσετε την τιμή του λ.   

  β) Για 3  , να παραγοντοποιήσετε το τριώνυμο. 

 

68. Έστω ,     πραγματικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύουν: 

   1     και 3 2 2 32 12        

α) Να αποδείξετε ότι: 12    .  

β) Να κατασκευάσετε εξίσωση 2ου βαθμού με ρίζες τους αριθμούς ,    και να τους βρείτε.                                                                                           

 

69. Δίνεται ορθογώνιο με περίμετρο  20cm   και εμβαδό  2E 24cm . 

α) Να κατασκευάσετε μία  εξίσωση 2ου βαθμού που έχει ως ρίζες τα μήκη των πλευρών  

   αυτού του ορθογωνίου.   

β)  Να βρείτε τα μήκη των πλευρών του ορθογωνίου. 

 

70. Να βρείτε τις τιμές του πραγματικού αριθμού λ για την οποία η εξίσωση  

      2 2x 1 x 3 0        έχει ρίζες αντίστροφες. 

 

71. Να βρείτε τις τιμές του πραγματικού αριθμού λ για την οποία η εξίσωση  

      2 2x 9 x 2 0        έχει ρίζες αντίθετες. 

 

72. Δίνεται το τριώνυμο:  2 2x 1 x      ,  0   

α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ του τριωνύμου και να αποδείξετε ότι το  τριώνυμο έχει ρίζες  

    πραγματικές για κάθε 0  .  

β) Αν 1 2x ,  x   είναι οι ρίζες του τριωνύμου, να εκφράσετε το άθροισμα 1 2S x x     

      συναρτήσει του 0   και να βρείτε την τιμή του γινομένου  1 2P  x x   των ριζών   

γ)  Αν 0  , τότε: 

     i) το παραπάνω τριώνυμο έχει ρίζες θετικές ή αρνητικές; Να αιτιολογήσετε την  

        απάντησή σας.                                                  
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     ii) να αποδείξετε ότι 1 2 1 2x x 2x x  , όπου 1 2x , x είναι οι ρίζες του παραπάνω τριωνύμου.         

       

73. α) Δίνεται η διτετράγωνη εξίσωση: 4 2x – 7x 12 0  . Να δείξετε ότι η εξίσωση αυτή έχει  

     τέσσερις διαφορετικές πραγματικές ρίζες, τις οποίες και να προσδιορίσετε. 

 β)  Γενικεύοντας  το  παράδειγμα  του  προηγούμενου  ερωτήματος,  θεωρούμε  τη  

     διτετράγωνη εξίσωση:  4 2x x 0      (1)  με παραμέτρους ,    . 

     Να δείξετε ότι:    Αν 0 ,  0     και  2 – 4 0   , τότε η εξίσωση (1) έχει τέσσερις  

    διαφορετικές πραγματικές ρίζες.    

 

74. Δίνεται η εξίσωση:  2x 5x 0    , με παράμετρο 0  . 

α) Να αποδείξετε ότι αν 
5

2
    , τότε η εξίσωση έχει ρίζες πραγματικούς αριθμούς, που  

     είναι αντίστροφοι μεταξύ τους. 

β) Να βρείτε τις λύσεις της εξίσωσης, όταν 2  . 

γ) Να λύσετε την εξίσωση: 

2
1 1

2 x 5 x 2 0
x x

   
       

   
. 

 

4  Ανισώσεις 
 

 

i. Να λύσετε την ανίσωση x 0   , όπου ,   συγκεκριμένοι αριθμοί. 

 

 

 

 

75. Να λύσετε τις ανισώσεις: 

   α) 
x 1 2x 3 x

2 6 6

 
      β) 

x 1 4 x 15

2 3 3

  
   γ) x 2 0            δ) x 5 0   

 ε) 
2x 6x 9 5    στ) x 2 3 1     ζ)  x 1 2 3        η) 1 x 3 6  

  

76. α) Να λύσετε την ανίσωση x 5 2  . 

β) Να λύσετε την ανίσωση 2 3x 5  . 

γ) Να παραστήσετε τις λύσεις των δυο προηγούμενων ανισώσεων στον ίδιο άξονα των  

   πραγματικών αριθμών. Με τη βοήθεια του άξονα, να προσδιορίσετε  το σύνολο των  

   κοινών τους λύσεων και να το αναπαραστήσετε με διάστημα ή ένωση διαστημάτων. 

 

77. α) Να λύσετε την εξίσωση: 2x – 4 3 x –1 . 

β)  Να λύσετε την ανίσωση:  3x – 5 1 . 

γ)  Είναι οι λύσεις της εξίσωσης του (α) ερωτήματος και λύσεις της ανίσωσης του (β)  

   ερωτήματος; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

78. α)  Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  x για τους οποίους ισχύει x 4 2  . 

  β) Θεωρούμε πραγματικό αριθμό x που η απόστασή του από το 4 στον άξονα των  

        πραγματικών αριθμών είναι μικρότερη από 2. 

      i) Να αποδείξετε ότι η απόσταση του τριπλάσιου του αριθμού αυτού από το 4  

Ανισώσεις 1ου βαθμού 

Βασικές ασκήσεις 
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          είναι μεγαλύτερη του 2 και μικρότερη του 14.   

      ii) Να βρείτε μεταξύ ποιων ορίων περιέχεται η τιμή της απόστασης του 3x από το 19.  

 

79. Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες ισχύει: 

   α) 3 4x 1 6     β) 2 x 5 4    

 

80. Να λύσετε τις εξισώσεις: α) 2x 6 2x 6      β) 3x 1 1 3x    

 

81. Έστω Α και Β τα σημεία που παριστάνουν σε έναν άξονα τους αριθμούς 4  και 6 και Μ το 

μέσο του τμήματος ΑΒ. 

α) Ποιος αριθμός αντιστοιχεί στο σημείο Μ; 

β) Να διατυπώσετε γεωμετρικά το ζητούμενο της ανίσωσης x 6 x 4    και να βρείτε  

   τις λύσεις της. 

γ) Να επιβεβαιώσετε αλγεβρικά το συμπέρασμά σας. 

 

82. Έστω Α και Β τα σημεία που παριστάνουν σε έναν άξονα τους αριθμούς 1 και 5 και Μ το 

μέσο του τμήματος ΑΒ. 

α) Ποιος αριθμός αντιστοιχεί στο σημείο Μ; 

β) Να διατυπώσετε γεωμετρικά το ζητούμενο της εξίσωσης x 1 x 5 6     και να βρείτε  

   τις λύσεις της. 

γ) Να επιβεβαιώσετε αλγεβρικά το συμπέρασμά σας. 

 

 

i. Να παραγοντοποιήσετε το τριώνυμο 2x x , 0       για τις διαφορετικές τιμές της 

διακρίνουσας Δ. 

ii. Πότε το τριώνυμο 2x x , 0      είναι ομόσημο του   και πότε ετερόσημο του  ; 

iii. Να βρείτε το πρόσημο του τριωνύμου 2x x , 0       όταν 0  . 

iv. Να βρείτε το πρόσημο του τριωνύμου 2x x , 0       όταν 0  . 

v. Να βρείτε το πρόσημο του τριωνύμου 2x x , 0       όταν 0  . 

 

 

 

83. Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις: 

   α) 
2

2

x 3x 2

2x 3x 2

 

 
  β) 

2

2

4x 12x 9

2x 5x 3

 

 
  γ) 

2 2

2 2

2

6

  

  
 

 

84. α) Να τραπούν σε γινόμενο παραγόντων οι παραστάσεις: 2 22 5 3     και     

      2 22 3    . 

   β) Να απλοποιηθεί η παράσταση 
2 2

2 2

2 5 3

2 3

   

   
. 

 

85. Να λύσετε τις ανισώσεις: 

   α) 
25x 20x   β) 

2x 3x 4    γ) 2x 4 4x    δ)
2x 9 6x   

   ε)
2x 3x 5 0    στ) 

22x 3x 20 0    ζ)  21
x 4x 3 0

4
     

 

86. Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες ισχύει:    22x 1 x 4 12    . 

Ανισώσεις 2ου βαθμού 

Βασικές ασκήσεις 
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87. Δίνεται το τριώνυμο 22x 3x 1  . 

   α) Να βρείτε τις ρίζες του.   

   β) Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες: 22x 3x 1 0   . 

   γ) Να εξετάσετε αν οι αριθμοί 
1

2
 και 

3

2
 είναι λύσεις της ανίσωσης 22x 3x 1 0   . 

 

88. α) Να λύσετε την ανίσωση: 2x 10x 21 0   . 

   β) Δίνεται η παράσταση: 
2x 3 x 10x 21      . 

     i) Για  3 x 7  , να δείξετε ότι: 2x 11x 24    

     ii) Να βρείτε τις τιμές του  x 3,7 , για τις οποίες ισχύει 6  . 

 

89. α) Να αποδείξετε ότι  2x 4x 5 0   , για κάθε πραγματικό αριθμό x.    

  β) Να γράψετε χωρίς απόλυτες τιμές την παράσταση: 
2 2B x 4x 5 x 4x 4      . 

 

 

90. α) i) Να βρείτε τις ρίζες του τριωνύμου: 2x 9x 18  . 

       ii) Να λύσετε την εξίσωση:  
2x 3 x 9x 18 0      . 

  β) i) Να βρείτε το πρόσημο του τριωνύμου 2x 9x 18  , για τις διάφορες   

          τιμές του πραγματικού αριθμού x. 

      ii) Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες ισχύει:
2 2x 9x 18 x 9x 18       . 

 

91. Δίνονται οι ανισώσεις: 2 x 3   και 2x 4x 0  . 

 α) Να βρείτε τις λύσεις τους.   

 β) Να δείξετε ότι οι ανισώσεις συναληθεύουν για  x 2,3 . 

 γ) Αν οι αριθμοί  1  και 2  ανήκουν στο σύνολο των κοινών λύσεων των  δυο  

      ανισώσεων, να δείξετε ότι και ο αριθμός 1 2

2

 
 είναι κοινή τους λύση.  

 

92. Δίνεται το τριώνυμο   2f x  x 2x 3    . 

 α) Να βρείτε το πρόσημο του τριωνύμου  f x  για τις διάφορες τιμές του x. 

 β) Να προσδιορίσετε, αιτιολογώντας την απάντησή σας, το πρόσημο του  

     γινομένου:    f 2,999 f 1,002  . 

 γ) Αν – 3 3   , να βρείτε το πρόσημο του αριθμού: 
2 2 3    .   

 

93. Δίνεται η εξίσωση 24x 8 x 17 4 0      , . Να βρεθούν οι τιμές του λ για τις οποίες  

   η εξίσωση: 

 α) έχει ρίζες άνισες      β) έχει ρίζες ίσες      γ) είναι αδύνατη 

 

94. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση  2x 2 x 2 1 0        έχει ρίζες άνισες για κάθε τιμή του 

πραγματικού αριθμού λ. 

 

95. Δίνεται η εξίσωση 
2x 2 x 2 0      ,  με παράμετρο  . 

α) Να βρείτε τη διακρίνουσα της εξίσωσης. 

β) Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση έχει ρίζες πραγματικές και άνισες για κάθε .  

γ) Αν 1 2x , x   είναι οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης, τότε να βρείτε για ποια τιμή  
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    του λ ισχύει: 1 2 1 2x x x x     

 

96. Δίνεται η εξίσωση: 2 2x x ( 1) 0      (1) ,   με παράμετρο  . 

α) Να προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό λ, ώστε η εξίσωση (1) να έχει ρίζες 

     πραγματικές. 

β) Να λύσετε την ανίσωση: 2S P 2 0   , όπου S και P είναι αντίστοιχα το άθροισμα και το  

      γινόμενο των ριζών της (1).  

 

97. Να βρείτε τις τιμές του   για τις οποίες η ανίσωση 2x 3 x 0     αληθεύει για  

   κάθε x . 

 

98. Δίνεται το τριώνυμο   22 x 2 x 3 , 2         . 

   α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ του τριωνύμου και να λύσετε την ανίσωση 0  . 

   β) Να βρείτε τις τιμές του   για τις οποίες η ανίσωση   22 x 2 x 3 0, 2           

     αληθεύει για κάθε  . 

 

99. Δίνεται η εξίσωση:  2 2x x 0     , με παράμετρο  .       (1) 

α)  Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ της εξίσωσης και να αποδείξετε ότι η εξίσωση  

      έχει ρίζες πραγματικές για κάθε  .  

β) Για ποια τιμή του λ η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες ίσες;  

γ)  Να αποδείξετε ότι η παράσταση 
1

A
S P




 ,όπου S, P το άθροισμα και το γινόμενο των  

   ριζών της εξίσωσης (1) αντίστοιχα, έχει νόημα πραγματικού αριθμού για κάθε πραγματικό  

   αριθμό λ.   

 

100. Δίνεται το τριώνυμο    2 2f x x x   ,           

α) Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ του τριωνύμου και να αποδείξετε ότι το τριώνυμο έχει ρίζες  

   πραγματικές για κάθε   .   

β) Για ποια τιμή του λ το τριώνυμο έχει δύο ρίζες ίσες;   

γ) Αν 
1

2
   και  1 2x ,  x  είναι οι ρίζες του παραπάνω τριωνύμου με 1 2x x , τότε : 

     i)  να αποδείξετε ότι 1 2
1 2

x x
x x

2


    

     ii) να διατάξετε από τον μικρότερο προς τον μεγαλύτερο τους αριθμούς 

        1 2
2 2

x x
f (x ),f ,f (x 1)

2

 
 

 
 

 

101. Δίνεται η εξίσωση 2x x 1 0    (1) με  παράμετρο  . 

α)  Να βρείτε για ποιες τιμές του λ η εξίσωση (1) έχει ρίζες πραγματικές και  άνισες.  

β) Να αποδείξετε ότι αν ο αριθμός ρ είναι ρίζα της εξίσωσης (1), τότε και ο αριθμός 
1


 είναι  

     επίσης ρίζα της εξίσωσης. 

 γ)  Για 2  , να αποδείξετε ότι: 

      i)  Οι ρίζες 1 2x ,  x  της εξίσωσης (1) είναι αριθμοί θετικοί. 

      ii) 1 2x 4x   4   .   

 

102. Δίνονται οι εξισώσεις 
2x 3x 2 0    (1) και 

4 2x 3x 2 0   (2) . 

  α) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης (1).        
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  β) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης (2).             

  γ) Να βρείτε τριώνυμο της μορφής 2x   x     που οι ρίζες του να είναι κάποιες από τις  

    ρίζες της εξίσωσης (2) και επιπλέον, για κάθε αρνητικό αριθμό x , να έχει θετική τιμή.  

  

103. Δίνεται το τριώνυμο: 2x 2x 8   

 α) Να βρείτε το πρόσημο του τριωνύμου για τις διάφορες τιμές του πραγματικού  

      αριθμού x . 

 β) Αν 
8889

k
4444

    ,  είναι η τιμή της παράστασης:  2k 2k 8     μηδέν, θετικός ή  

      αρνητικός αριθμός; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

 γ) Αν ισχύει  4 4   , τι μπορείτε να πείτε για το πρόσημο της τιμής της  

      παράστασης: 
2 – 2 8    ;Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.   

   

104. α) Δίνεται το τριώνυμο 2x 3x 2,  x   .Να βρείτε το πρόσημο του τριωνύμου. 

  β) Θεωρούμε πραγματικούς αριθμούς α, β διαφορετικούς από το 0 με    για  

     τους οποίους ισχύει   2 23 2 3 2 0         . 

     Να αποδείξετε ότι ισχύει       1 2 1 2       .  

 

5  Πρόοδοι 
 

 

i. Τι είναι η ακολουθία πραγματικών αριθμών; Ποιος αριθμός καλείται πρώτος όρος και 

ποιος ν-οστός όρος; 

 

 

 

105. Να ορίσετε αναδρομικά τις ακολουθίες:  α) 5      β) 2

   

 

106. Να βρείτε το ν-οστό όρο των ακολουθιών: 

   α) 1 11, 2         β) 1 13, 5       

 

 

i. Ποια ακολουθία λέγεται αριθμητική πρόοδος; Τι είναι η διαφορά της προόδου; 

ii. Ποια σχέση συνδέει τους διαδοχικούς όρους 1  και   της προόδου; 

iii. Να αποδείξετε ότι ο ν-οστός όρος αριθμητικής προόδου με πρώτο όρο 1  και διαφορά ω 

είναι:  1 1       . 

iv. Να αποδείξετε ότι τρείς αριθμοί , ,    είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου αν και 

μόνο αν 
2

  
  . 

v. Να γράψετε τους τύπους από τους οποίους υπολογίζετε το άθροισμα S  των ν πρώτων 

όρων αριθμητικής προόδου   με διαφορά ω. 

 

 

Ακολουθίες 

Αριθμητική πρόοδος 

Βασικές ασκήσεις 
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107. Να βρείτε το ν-οστό όρο των αριθμητικών προόδων: α) 7, 10, 13,...  β) 5, 2, 1,...  

 

108. Ο 5ος όρος μιας αριθμητικής προόδου είναι 5  και ο 15ος όρος της είναι 2 . Να  

   βρείτε τον 50ο όρο της προόδου. 

 

109. Ποιος όρος της αριθμητικής προόδου με 1 80   και 3   ισούται με 97 ; 

 

110. Να υπολογίσετε το άθροισμα 1 5 9 ... 197    . 

 

111. Ο ν-οστός όρος μιας ακολουθίας είναι 12 4    . Να αποδείξετε ότι η ακολουθία  

   αυτή είναι αριθμητική πρόοδος και να γράψετε τον πρώτο όρο 1  και τη διαφορά της ω. 

 

112. Μεταξύ των αριθμών 3 και 80 θέλουμε να βρούμε άλλους 10 αριθμούς που όλοι μαζί να  

   είναι διαδοχικοί όροι μιας αριθμητικής προόδου. Να βρεθούν οι αριθμοί αυτοί. 

 

113. Ένα μικρό γήπεδο μπάσκετ έχει δέκα σειρές καθισμάτων και κάθε σειρά έχει α  

   καθίσματα περισσότερα από την προηγούμενη. Η 7η  σειρά έχει 36 καθίσματα και το  

   πλήθος των καθισμάτων του σταδίου είναι 300. 

α) Αποτελούν τα καθίσματα του γηπέδου όρους αριθμητικής προόδου; Να  

     αιτιολογήσετε το συλλογισμό σας. 

β)  Πόσα καθίσματα έχει κάθε σειρά;  

 

114. α)  Να βρείτε το άθροισμα των ν πρώτων διαδοχικών θετικών ακεραίων 1,2,3,…ν    

   β)  Να βρείτε πόσους από τους πρώτους διαδοχικούς θετικούς ακέραιους  

    πρέπει να χρησιμοποιήσουμε για να πάρουμε άθροισμα τον αριθμό 45. 

 

115. Δίνεται η εξίσωση:   2 2x 2 x 4 0      ,  (1) με παράμετρο β ∈ℝ. 

α) Να δείξετε ότι η εξίσωση (1)  έχει ρίζες τις: 1x 2    και  2x 2    

β) Αν 1 2x ,  x είναι οι ρίζες της (1), να εξετάσετε αν οι αριθμοί  1 2x ,  ,  x , με τη σειρά  

     που δίνονται, είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου και να αιτιολογήσετε  

     το συλλογισμό σας.  

 

116. Δίνεται αριθμητική πρόοδος (  ) με διαφορά ω. 

α) Να δείξετε ότι: 15 9

10 7

2
 


 

.     

β) Αν 15 9 18    , να βρείτε τη διαφορά ω της προόδου.   

 

117. Ένας μελισσοκόμος  έχει τοποθετήσει 20 κυψέλες σε μια ευθεία η οποία διέρχεται από  

   την αποθήκη του Α. Η πρώτη κυψέλη απέχει 1 μέτρο από την αποθήκη Α, η δεύτερη 4  

   μέτρα από το Α, η τρίτη 7 μέτρα από το Α και γενικά κάθε επόμενη κυψέλη απέχει από την  

   αποθήκη Α, 3 επιπλέον μέτρα,  σε σχέση με την προηγούμενη κυψέλη. 

  α) Να δείξετε ότι οι αποστάσεις των κυψελών  από την αποθήκη Α αποτελούν διαδοχικούς  

     όρους αριθμητικής προόδου και να βρείτε το νιοστό όρο αυτής της προόδου. Τι εκφράζει  

     ο πρώτος όρος της αριθμητικής προόδου και τι η διαφορά της;   

  β)  Σε πόση απόσταση από την αποθήκη Α είναι η 20η κυψέλη;     

  γ)  Ο μελισσοκόμος  ξεκινώντας από την αποθήκη Α συλλέγει το μέλι, από μία  

       κυψέλη κάθε φορά, και το μεταφέρει πάλι πίσω στην αποθήκη Α. 

       i) Ποια είναι απόσταση που θα διανύσει ο μελισσοκόμος για να συλλέξει το μέλι από την  
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           3η κυψέλη;  

       ii) Ποια είναι η συνολική απόσταση που θα διανύσει ο μελισσοκόμος για να συλλέξει το  

           μέλι και από τις 20 κυψέλες;   

 

118. Δίνεται η αριθμητική πρόοδος (αν) με διαφορά ω. 

α) Να αποδείξετε ότι 20 10 10    .  

β) Αν  20 10 30    και 1 1  , να αποδείξετε ότι 3 2    . 

γ) Ποιος είναι ο πρώτος όρος της προόδου που ξεπερνάει το 30; 

δ) Πόσοι όροι της παραπάνω προόδου είναι μικρότεροι του 60; 

 

119. Οι  αριθμοί  : 2 2x 5,  x x,  2x 4    ,  με τη σειρά που δίνονται, είναι διαδοχικοί  όροι  

 αριθμητικής προόδου. 

 α) Να βρείτε τις δυνατές τιμές του αριθμού x.  

 β) Αν x 3  και ο αριθμός 2x 5  είναι ο 4ος  όρος της προόδου, να βρείτε: 

      i) Τη διαφορά ω της αριθμητικής προόδου.   

      ii) Τον πρώτο όρο της προόδου.   

      iii) Το άθροισμα 15 16 17 24S        .                                      

 

120. Σε μια αριθμητική πρόοδο (αν), ο 3ος  όρος είναι 3 8  και ο 8ος όρος είναι 8 23  . 

α) Να αποδείξετε ότι ο 1ος όρος της αριθμητικής προόδου είναι 1 2   και η   

     διαφορά της 3  .  

β) Να υπολογίσετε τον 31ο όρο της. 

γ) Να υπολογίσετε το άθροισμα:        1 2 3 31S 1 2 3    31                                                               

 

121. Σε μια αίθουσα θεάτρου με 20 σειρές καθισμάτων, το πλήθος των καθισμάτων κάθε  

    σειράς αυξάνει καθώς ανεβαίνουμε από σειρά σε σειρά, κατά τον ίδιο πάντα αριθμό  

    καθισμάτων .Η 1η σειρά έχει 16 καθίσματα και η 7η σειρά έχει 28 καθίσματα. 

 α) Να δείξετε ότι οι αριθμοί  που εκφράζουν  το πλήθος των καθισμάτων  κάθε  

      σειράς είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου. Να βρείτε τον πρώτο όρο  

      της και τη διαφορά αυτής της προόδου. 

 β) Να βρείτε το γενικό όρο της προόδου.  

 γ) Πόσα καθίσματα έχει όλο το θέατρο;  

 δ) Αν στην 1η σειρά της αίθουσας αυτής υπάρχουν 6 κενά καθίσματα, στη 2η   

     υπάρχουν 9 κενά καθίσματα, στην 3η  υπάρχουν 12 κενά καθίσματα και γενικά, τα  

      κενά καθίσματα κάθε σειράς, από τη 2η και μετά, είναι κατά 3 περισσότερα από  

      αυτά της προηγούμενης, τότε: 

      i)  Να βρείτε από ποια σειρά και πέρα θα υπάρχουν μόνο κενά καθίσματα.            

      ii) Να βρείτε πόσοι είναι οι θεατές.   

 

 

i. Ποια ακολουθία λέγεται γεωμετρική πρόοδος; Τι είναι ο λόγος της προόδου; 

ii. Ποια σχέση συνδέει τους διαδοχικούς όρους 1  και   της προόδου; 

iii. Να αποδείξετε ότι ο ν-οστός όρος γεωμετρικής προόδου με πρώτο όρο 1  και λόγο λ 

είναι: 1

1



   . 

iv. Να αποδείξετε ότι τρείς αριθμοί , ,    είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου αν και 

μόνο αν 2   . 

v. Να γράψετε τον τύπο με τον οποίο  υπολογίζετε το άθροισμα S  των ν πρώτων όρων 

γεωμετρικής προόδου   με λόγο λ. 
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122. Να βρείτε το ν-οστό όρο των γεωμετρικών προόδων: α) 3, 6, 12,...  β) 18, 6, 2,...  

 

123. Ο 4ος όρος μιας γεωμετρικής προόδου είναι 125 και ο 10ος όρος της είναι 
125

64
. Να  

   βρείτε τον 14ο όρο της προόδου. 

 

124. Ποιος όρος της γεωμετρικής προόδου 3, 6, 12, … ισούται με 768 ; 

 

125. α) Αν οι αριθμοί 4 x,  x,  2  είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου, να  

     προσδιορίσετε τον αριθμό x. 

β) Αν οι αριθμοί 4 x,  x,  2  είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου, να  

     προσδιορίσετε τον αριθμό x. 

γ) Να βρεθεί ο αριθμός x ώστε οι αριθμοί 4 x,  x,  2  να είναι διαδοχικοί όροι  

    αριθμητικής και γεωμετρικής προόδου.     

 

126. Δίνεται η εξίσωση: 2 22x 5 x 2 0      (1) , με  παράμετρο 0  . 

α) Να δείξετε ότι η εξίσωση (1)  έχει ρίζες τις:  1x 2   και   
2x

2


  . 

β) Αν 1 2x ,  x είναι οι ρίζες της (1), να εξετάσετε αν οι αριθμοί  1 2x ,  ,  x , με τη σειρά που  

   δίνονται, είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου και να αιτιολογήσετε το συλλογισμό  

   σας. 

 

127. Να βρείτε τον πρώτο όρο της γεωμετρικής προόδου 4, 8, 16,...  που υπερβαίνει το 2000. 

 

128. Να υπολογίσετε το άθροισμα 2 8 32 ... 8192    . 

 

129. Ο ν-οστός όρος μιας ακολουθίας είναι 
1

1
2

3



 
   . Να αποδείξετε ότι η ακολουθία  

   αυτή είναι γεωμετρική πρόοδος και να γράψετε τον πρώτο όρο 1  και το λόγο λ. 

 

130. Μια οικογένεια, προκειμένου να χρηματοδοτήσει τις σπουδές του παιδιού της, έχει να    

   επιλέξει μεταξύ δυο προγραμμάτων που της προτείνονται: 

   Για το πρόγραμμα Α πρέπει να καταθέσει τον 1ο  μήνα 1 ευρώ, το 2ο  μήνα 2 ευρώ, τον  

   3ο μήνα 4 ευρώ  και γενικά, κάθε μήνα που περνάει, πρέπει να καταθέτει ποσό διπλάσιο     

   από αυτό που κατέθεσε τον προηγούμενο μήνα. 

   Για το πρόγραμμα Β πρέπει να καταθέσει τον 1ο μήνα 100 ευρώ, το 2ο μήνα 110 ευρώ, τον  

   3ο  μήνα 120 ευρώ  και γενικά, κάθε μήνα που περνάει πρέπει  να καταθέτει ποσό κατά 10 

ευρώ μεγαλύτερο από εκείνο που κατέθεσε τον προηγούμενο μήνα. 

α) i) Να βρείτε το ποσό αν που πρέπει να κατατεθεί στο λογαριασμό το νιοστό μήνα  

       σύμφωνα με το πρόγραμμα Α.  

    ii) Να βρείτε το ποσό βν που πρέπει να κατατεθεί στο λογαριασμό το νιοστό μήνα  

         σύμφωνα με  το πρόγραμμα Β.  

    iii) Να βρείτε το ποσό Aν που θα υπάρχει στο λογαριασμό μετά από ν μήνες  

          σύμφωνα με το πρόγραμμα Α. 

    iv) Να βρείτε το ποσό Βν που θα υπάρχει στο λογαριασμό μετά από ν μήνες  

          σύμφωνα με το πρόγραμμα Β.  

β) i) Τι ποσό θα υπάρχει στο λογαριασμό μετά τους πρώτους 6 μήνες, σύμφωνα  με κάθε  

         πρόγραμμα; 

    ii) Αν κάθε πρόγραμμα ολοκληρώνεται σε 12 μήνες, με ποιο από τα δύο  
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         προγράμματα το συνολικό ποσό που θα συγκεντρωθεί θα είναι μεγαλύτερο;  

 

131. Δίνεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με μήκη πλευρών α, β και εμβαδόν Ε,  τέτοια  

   ώστε οι αριθμοί  α, Ε, β, με τη σειρά που δίνονται να είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής  

   προόδου. 

α) Να αποδείξετε ότι 1  . 

β) Αν  
5

2
     τότε: 

     i)  Να κατασκευάσετε μια εξίσωση 2ου βαθμού με ρίζες τα μήκη α, β.                 

     ii) Να βρείτε τα μήκη α, β.   

 

132. Δίνεται η γεωμετρική πρόοδος (αν)  με λόγο λ για την οποία ισχύουν τα ακόλουθα:  

3 54 ,  16     και  0  . 

α)  Να βρείτε τον πρώτο όρο α1  και το λόγο λ της προόδου 

β) Να αποδείξετε ότι η ακολουθία (βν), με 
1





 


αποτελεί επίσης γεωμετρική  

    πρόοδο με λόγο τον αντίστροφο του λόγου της (αν).  

γ) Αν S10  και S΄10  είναι τα αθροίσματα των 10 πρώτων όρων των προόδων (αν)  

    και (βν) αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι ισχύει η σχέση: 
10 109

1
S S

2
    

 

6  Βασικές έννοιες των συναρτήσεων 
 

 

i.   Τι ονομάζεται συνάρτηση από ένα σύνολο Α σε ένα σύνολο Β; Πως ονομάζεται το σύνολο 

Α; 

ii.  Στη συνάρτηση  y f x  ποια είναι η ανεξάρτητη και ποια η εξαρτημένη μεταβλητή; 

iii. Ποιο σύνολο ονομάζεται σύνολο τιμών της συνάρτησης f; Πως συμβολίζεται; 

 

 

 

133. Να βρείτε το πεδίο ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων: 

   α)  
4

f x 5
x 1

 


  β)  
2

2

x 16
f x

x 4x





  γ)  

2

1
f x

x 1



 

   δ)  
1

f x
x x




  ε)  f x x 1 2 x     στ)   2f x x 4   

   ζ)   2f x x 4x 3     η)  
1

f x
x 1




  θ)  
x x

f x
x 2





 

 

134. Δίνεται η συνάρτηση   2f x x 4  . 

   α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της. 

   β) Να υπολογίσετε τις τιμές        f 2 ,  f 0 ,  f 2 ,  f 6 . 

   γ) Να αποδείξετε ότι        f 4f 8 f f 4         . 

   δ) Να λύσετε την εξίσωση  f 1 8   

 

Η έννοια της συνάρτησης 
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135. Δίνεται η συνάρτηση  f, με:  
2

2x 5, x 3
f x

x ,3 x 10

 
 

 
 .  

α) Να γράψετε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  f σε μορφή διαστήματος. 

β) Να υπολογίσετε τις τιμές     f 1 ,  f 3  και  f 5 . 

γ) Να λύσετε την εξίσωση   f x 25 .                                                 

 

136. Δίνεται η εξίσωση:  2 2x x 0     , με παράμετρο  . (1)                    

α)  Να βρείτε τη διακρίνουσα Δ της εξίσωσης και να αποδείξετε ότι η εξίσωση   

      έχει ρίζες πραγματικές για κάθε  .  

β) Για ποια τιμή του λ η εξίσωση (1) έχει δύο ρίζες ίσες;  

γ) Να βρείτε το λ, ώστε η συνάρτηση   2 2f x x x      να έχει πεδίο  ορισμού το . 

  

137. Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  A 90 με κάθετες πλευρές που έχουν μήκη x, y  

     τέτοια, ώστε: x y 10  . 

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ συναρτήσει του x δίνεται  

     από τον τύπο : 21
(x) ( x 10x), x (0,10)

2
     . 

β) Να αποδείξετε ότι 
25

E(x)
2

  για κάθε  x 0,10  . 

γ) Για ποια τιμή του  x 0,10  το εμβαδόν   E x γίνεται μέγιστο, δηλαδή ίσο με
25

2
;  

    Τι παρατηρείτε τότε για το τρίγωνο ΑΒΓ;      

 

138. Για τους πραγματικούς αριθμούς ,   ισχύει ότι 1 3   2    

  Η απόσταση του αριθμού β από τον αριθμό 2 είναι μικρότερη του 1. 

    α) Να αποδειχθεί ότι 
1

1
3

      . 

    β) Να αποδειχθεί ότι 3 1 3     .               

    γ) Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση   2 2f x 4x 4( 2)x     έχει πεδίο ορισμού όλο το  

     σύνολο των πραγματικών αριθμών. 

 

i.   Έστω  A ,   ένα σημείο του καρτεσιανού επιπέδου. 

-  Τι συντεταγμένες έχει το συμμετρικό του Α ως προς τον x΄x; 

-  Τι συντεταγμένες έχει το συμμετρικό του Α ως προς τον y΄y; 

-  Τι συντεταγμένες έχει το συμμετρικό του Α ως προς την αρχή Ο των αξόνων; 

-  Τι συντεταγμένες έχει το συμμετρικό του Α ως προς τη διχοτόμο της 1ης – 3ης γωνίας  

    των αξόνων;; 

ii.   Τι ονομάζεται γραφική παράσταση της συνάρτησης f και πως συμβολίζεται; 

iii.  Κάθε κατακόρυφη ευθεία πόσα κοινά σημεία μπορεί να έχει με τη γραφική παράσταση 

μιας συνάρτησης; 

iv.  Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f  βάση ποιας συμμετρίας προκύπτει από τη 

γραφική παράσταση της f; 
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139. Δίνεται η συνάρτηση   2f x x 1  . Να βρείτε: 

   α) Τα σημεία τομής της fC  με τους άξονες. 

   β) Τις συντεταγμένες των σημείων της fC  που βρίσκονται πάνω από τον άξονα χ΄χ. 

 

140. Δίνονται οι συναρτήσεις   2f x x 5x 4    και  g x 2x 6  . Να βρείτε: 

   α) Τα κοινά σημεία των fC  και gC . 

   β) Τις τετμημένες των σημείων της fC  που βρίσκονται κάτω από την gC . 

 

141. Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική 

 παράσταση μιας συνάρτησης f. 

Να βρείτε: 

α) Το πεδίο ορισμού της. 

β) Το σύνολο τιμών της. 

γ) Τις τιμές  f 0 ,  f 4 ,    f 1 ,f 1
 
και  

   να αποδείξετε ότι  

         f 4 f 1 1 f 0 f 1      . 

δ) Να λύσετε την εξίσωση  f x 0 . 

ε) Να λύσετε την ανίσωση  f x 0 . 

 

 

142. Δίνεται η συνάρτηση  f , με  
2x 5x 6

f x
x 3

 



 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  f . 

β) Να απλοποιήσετε τον τύπο της συνάρτησης  f . 

γ) Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της  f  με τους άξονες  x΄x και y' y .   

 

143. Δίνεται η συνάρτηση 
x

f (x) ,  α,β
x 2


 
 

, της οποίας η γραφική παράσταση     

    διέρχεται από  τα σημεία  A 1,2  και  B 2, 1 . 

  i.    Να αποδείξετε ότι 
1

2
   και 

7

4
   . 

  ii.   Να βρείτε το σημείο τομής της γραφικής παράστασης της f με τον άξονα x΄x.  

iii. Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της f με την ευθεία y = 2.  

 

144. Δίνονται οι συναρτήσεις:   2f x x  και    g x x 1     , x  και λ παράμετρος  με  

    λ ≠ 0 . 

α)  Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις  fC   και gC   έχουν για κάθε τιμή της  

      παραμέτρου λ ένα τουλάχιστον κοινό σημείο.  

β)  Για ποια τιμή της παραμέτρου λ οι  fC   και gC έχουν ένα μόνο κοινό σημείο; 

     Ποιο είναι το σημείο αυτό; 

γ)  Αν λ ≠ 2 και  1 2x ,  x  είναι οι τετμημένες των κοινών σημείων των fC   και gC  

      να βρεθεί η παράμετρος λ ώστε να ισχύει:  
2

1 2 1 2x x x x 2     . 

 

Βασικές ασκήσεις 



www.askisopolis.gr 
 

23

145. Δίνεται η συνάρτηση  
2x 5 x 6

f x
x 3

 



  

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού Α της συνάρτησης f. 

β) Να αποδείξετε ότι για κάθε  xA ισχύει:  f x x 2  .  

γ) Για xA, να λύσετε την εξίσωση:     
2

f x 2 4f x 5 0         

 

146. Δίνονται οι συναρτήσεις:   2f x x 4x    και  g x x 5   ,με  . 

 α)  Αν ισχύει    f 2 g 2 , να βρείτε την τιμή του α. 

 β) Για 1  , 

     i)  να λύσετε την εξίσωση:    f x g x        

     ii) να λύσετε την ανίσωση:    f x g x  και, με τη βοήθεια αυτής, να λύσετε 

          την εξίσωση:        f x g x f x g x    

 

147. Στο  διπλανό  σχήμα  δίνεται  η  γραφική  

παράσταση  μιας συνάρτησης  και  

της συνάρτησης  g x 2x 2   . 

Με τη βοήθεια του σχήματος, να βρείτε: 

α)  τις τιμές του x για τις οποίες ισχύει   

      f x 2x 2   . 

β)  τις τιμές      f 1 ,  f 0 ,  f 1 .                                                        

γ)  τις τιμές του x, για τις οποίες η γραφική  

   παράσταση της f   βρίσκεται πάνω  

   από τη γραφική παράσταση της g.   

δ)  τις τιμές του x, για τις οποίες  η παράσταση  f x 2x 2     έχει νόημα  

     πραγματικού αριθμού.                                                                    

 

148. Δίνονται οι συναρτήσεις    
2

f x x 1 4    και  g x x 1 2   ,  με x . 

 α)  Να  βρείτε  τις  τιμές  του  x  για  τις  οποίες  η  γραφική  παράσταση  της   

      συνάρτησης  f  βρίσκεται πάνω από τον άξονα x΄x. 

 β)  Να δείξετε ότι,  για κάθε τιμή του x η γραφική παράσταση της συνάρτησης g βρίσκεται  

      πάνω από τον άξονα  x΄x.  

 γ)   Να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f  και g.  

  

 

i.   Ποια είναι η γωνία που σχηματίζει μια ευθεία ε με τον άξονα χ΄χ και ποιες τιμές παίρνει; 

ii.   Τι ονομάζεται συντελεστής διεύθυνσης ή κλίση της ευθείας; 

iii.  Ποια συνάρτηση λέγεται σταθερή; 

iv.  Ποιες είναι οι εξισώσεις των διχοτόμων των γωνιών των αξόνων; 

v.   Πότε οι ευθείες 1 1 1: y x     και 2 2 2: y x     είναι παράλληλες και πότε 

ταυτίζονται; 

vi. Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f x x . 

 

 

 

f : 

Η συνάρτηση      f x x  
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149. Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει με τον άξονα x΄x η ευθεία: 

   α) y x 2    β) y 3 x 1     γ) y x 1     δ) y 3 x 2     

 

150. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία: 

  α) Έχει κλίση 1    και τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο  B 0,2 . 

  β) Σχηματίζει με τον άξονα x΄x γωνία 45  και τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο  B 0,1 . 

  γ) Είναι παράλληλη με την ευθεία y 2x 3   και διέρχεται από το σημείο  A 1,1 . 

 

151. Να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση:   

x 2, x 0

f x 2 , 0 x 1

x 1, x 1

  


  
  

 

 

152. Δίνεται η συνάρτηση y x  , όπου α, β πραγματικοί αριθμοί. 

 α) Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης  διέρχεται από τα σημεία  A 1,6 , ( 1,4),  να  

   βρείτε τις τιμές των α, β. 

 β) Αν 1  και 5  ,  να  προσδιορίσετε  τα  σημεία τομής της γραφικής παράστασης  της  

    συνάρτησης  με τους άξονες x΄x και y΄y. 

 

153. Δίνεται η συνάρτηση  f x x   , με ,    , για την οποία ισχύει:  f 0 5  και 

 f 1 3 . 

α) Να δείξετε ότι  2     και 5  . 

β) Να βρείτε τα σημεία στα οποία η γραφική παράσταση της f τέμνει τους άξονες x΄x και y΄y.  

γ) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f.      

 

154. Δίνονται οι συναρτήσεις   3f x x και  g x x , x . 

α) Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, g τέμνονται σε τρία σημεία  

    τα οποία και να βρείτε. 

β) Αν Α, Ο, Β είναι τα σημεία τομής των παραπάνω γραφικών παραστάσεων, όπου Ο(0,0), να  

    αποδείξτε ότι Α, Β είναι συμμετρικά ως προς το Ο. 

 

155. Δίνεται η συνάρτηση f , με  
2

x 2
f x

9 x





 .  

 α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f.  

 β) Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  f με τους άξονες.  

 γ) Αν Α και Β είναι τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  f με      

     τους άξονες x΄x και y΄y αντίστοιχα, να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που ορίζεται από  

     τα Α και Β.   

 

156. Ένας αθλητής κολυμπάει ύπτιο και καίει 9 θερμίδες το λεπτό, ενώ όταν κολυμπάει  

   πεταλούδα καίει 12 θερμίδες το λεπτό.  Ο αθλητής θέλει, κολυμπώντας, να κάψει 360  

   θερμίδες. 

α) Αν ο αθλητής θέλει να κολυμπήσει ύπτιο 32 λεπτά, πόσα λεπτά πρέπει να κολυμπήσει  

    πεταλούδα για να κάψει συνολικά 360 θερμίδες.                                                              

β) Ο αθλητής αποφασίζει πόσο χρόνο θα κολυμπήσει ύπτιο και στη συνέχεια υπολογίζει  

   πόσο χρόνο πρέπει να κολυμπήσει πεταλούδα για να κάψει 360 θερμίδες. 

    i) Αν x είναι ο χρόνος (σε λεπτά) που ο αθλητής κολυμπάει ύπτιο, να αποδείξετε ότι ο  

Βασικές ασκήσεις 
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      τύπος της συνάρτησης που εκφράζει το χρόνο που πρέπει να κολυμπήσει πεταλούδα για  

      να κάψει 360 θερμίδες είναι:  
3

f x 30 x
4

  .  

     ii) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης του ερωτήματος β(i),στο πλαίσιο του  

       συγκεκριμένου προβλήματος. 

γ) Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης του ερωτήματος (β), να βρείτε τα  

    σημεία τομής της με τους άξονες και να ερμηνεύσετε τη σημασία τους στο πλαίσιο του  

     προβλήματος.  

 

157. Για δεδομένο λ , θεωρούμε τη συνάρτηση f, με      2f x   1 x 1 x 2       ,  

   x . 

α) Να δείξετε ότι, για οποιαδήποτε τιμή του λ, η γραφική παράσταση της συνάρτησης f   

    διέρχεται από το σημείο A(0,2).  

β) Για 1   , να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της f. 

γ) Αν η γραφική παράσταση της  f  τέμνει τον άξονα x΄x στο σημείο B(2, 0), να  

    βρείτε την τιμή του λ και να εξετάσετε αν η γραφική παράσταση τέμνει τον άξονα x΄x και  

     σε άλλο σημείο.   

 δ) Για 1  , να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f  βρίσκεται ολόκληρη πάνω από τον  

   άξονα x΄x.  

 

158. Δίνεται η συνάρτηση  f , με  
x 2, x 0

f x
x 2, x 0

   
 

  
 . 

 α) Να βρείτε το σημείο τομής της γραφικής παράστασης fC   της f με τον άξονα  y' y .             

 β) i) Να χαράξετε τη fC  και την ευθεία y 3  , και στη συνέχεια να εκτιμήσετε  

          τις συντεταγμένες των σημείων τομής τους.  

      ii) Να εξετάσετε αν τα σημεία αυτά είναι συμμετρικά ως προς τον άξονα y΄y.   

           Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.   

 γ) i) Για ποιες τιμές του πραγματικού αριθμού α , η ευθεία y   τέμνει τη fC   σε  

         δυο σημεία; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.  

     ii) Για τις τιμές του α που βρήκατε στο ερώτημα (γi), να προσδιορίσετε  

          αλγεβρικά τα σημεία τομής της fC  με την ευθεία y    και να εξετάσετε αν  

          ισχύουν τα συμπεράσματα του ερωτήματος (βii), αιτιολογώντας τον ισχυρισμό σας. 
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Θέματα εξετάσεων 
 

159. Δίνεται η συνάρτηση  
2

2

x 1
f x

x 3x 2




 
. 

α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f. 

β. Να απλοποιήσετε τον τύπο της. 

γ. Να αποδείξετε ότι: 
2

2

2015 1 2016

2015 3 2015 2 2013




  
. 

 

160. Δίνεται η συνάρτηση:  
3

2

x 4x
f x

x 2x





. 

α. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συνάρτησης και να απλοποιηθεί ο τύπος της. 

β. Να υπολογιστεί η παράσταση 
   

 

f 3 f 1
A

f 5 2





. 

γ. Να λυθεί η εξίσωση    f 5 x 1 2 f 3 x   . 

 

161. Δίνονται οι παραστάσεις: 3 34 2 2  και 
1 1

B
2 2 2 2

 
 

 

α. Να αποδείξετε ότι Α = 2 

β. Να αποδείξετε ότι Β = 2. 

γ. Να λύσετε την εξίσωση 
3 1 1

x
A A A A

 
 

 

 

162. α) Να βρείτε για ποιες τιμές του   η εξίσωση  2 2x x 1 3x     έχει δύο ρίζες   

         πραγματικές και άνισες. 

     β) Αν 1 2x ,  x οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης, να βρείτε για ποιες τιμές του    οι ρίζες  

         αυτές ικανοποιούν  τη σχέση 

2

2 2

1 2 1 2

3
x x x x

3

 
    

  
 . 

    γ) Να βρείτε για ποιες τιμές του    ισχύει  2 2x x 1 3x     για  κάθε πραγματικό  x. 

 

163. Δίνεται η εξίσωση  2 2x 2 1 x 0      . 

 α) Για  ποιες  τιμές  του     η εξίσωση  έχει  δύο  ρίζες  πραγματικές; 

 β) Για  ποιες  τιμές  του     η εξίσωση  έχει  δύο  ρίζες  πραγματικές  και  αντίστροφες; 

 γ) Αν  x1 και  x2 είναι οι δυο πραγματικές ρίζες της εξίσωσης να βρεθούν τα    ώστε να  

     ισχύει 2 2

1 2 1 2x x x x 2     . 

δ) Αν  x1 και  x2 είναι οι δυο  πραγματικές ρίζες της εξίσωσης να βρεθεί η εξίσωση που έχει   

      ρίζες  1

1

1

x
   και 2

2

1

x
  . 

 

164. Δίνεται η εξίσωση  2x 1 x 0       

i.    Να αποδείξετε ότι η εξίσωση έχει πραγματικές ρίζες για κάθε τιμή του λ. 

ii.   Αν l 2x ,x  οι ρίζες της εξίσωσης να βρείτε το λ ώστε  
2

1 2 1 2x x 2x x 10    

iii.  Για λ=3, να κατασκευάσετε εξίσωση 2ου
 βαθμού με ρίζες 12x  και 22x . 
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165. Δίνεται η συνάρτηση  
2 x 5, 5 x 2

f x , ,
x , 2 x 5

    
  

  
 

Για την οποία ισχύουν:    f 2 f 4  και    f 2 f 1  .  

α) Να δείξετε ότι α= -1 και β= - 5. 

β) Να βρείτε το λ  ώστε οι ευθείες      4

1 : y 2 x f 1      και 

         2

2 : y 13 34 x f 3       να είναι παράλληλες. 

γ) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f  και στη συνέχεια να λύσετε την εξίσωση:  f x 1 . 

 

166. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο   4 2f x x x 2, x    , όπου 
2 1 2 1

2 1 2 1

 
  

 
 

α) Να αποδείξετε ότι α = 6. 

β) Να υπολογίσετε την τιμή  f 1 . 

γ) Να λύσετε την εξίσωση:    f x f 1  

δ) Να λύσετε την ανίσωση:    f x f 1 0  . 

 

167. Η εξίσωση x
2
- λx + 3λ = Ο, όπου λ  , έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες 1 2x , x .  

α) Να αποδείξετε ότι λ < 0 ή λ > 12. 

β) Για λ = - 4 : 

i) Να αποδείξετε ότι οι ρίζες 1 2x , x  της εξίσωσης είναι ετερόσημες. 

ii) Αν 2x είναι η αρνητική ρίζα της εξίσωσης, να λύσετε την ανίσωση 2x 2011 x  . 

iii) Αν x1 είναι η θετική ρίζα της εξίσωσης, να δείξετε ότι 3
1 1x x 2 . 

 

168. Δίνεται το τριώνυμο 24x 4 x 5 ,      

α. Να βρείτε τη διακρίνουσα του τριωνύμου και το πρόσημό της για τις διάφορες τιμές του λ. 

β. Να βρείτε τις τιμές του λ για τις οποίες: 

   i. Το τριώνυμο έχει δύο ρίζες άνισες. 

   ii. Η συνάρτηση   2f x 4x 4 x 5     έχει πεδίο ορισμού το . 

γ. Να εξετάσετε αν υπάρχει τιμή του λ, για την οποία το τριώνυμο έχει δύο ρίζες 1 2x , x  

     με 1 2 1 2x x x x 1   . 

δ. Αν Α είναι ένα ενδεχόμενο ενός δειγματικού χώρου Ω και Α' το συμπληρωματικό του, να  

       αποδείξετε ότι για κάθε x ισχύει: 

                 2 2 24x 4 x 5 4x 4 A x 5 ' 4x  4 x 5 0                           

 

169. Δίνεται η εξίσωση 2x x 0     (1) όπου Δ είναι η διακρίνουσα της. 

α. Να βρείτε τις τιμές του Δ και το πλήθος των ριζών της (1). 

      Για Δ = 5, θεωρούμε τις συναρτήσεις 

        
2

2

1 2 1 2

2x 3x 1
g x x 2 x x x 5 x x , f x

x 1

 
    


 όπου 1 2x , x  είναι οι ρίζες        

      της  εξίσωσης (1). 

β. i) Να αποδείξετε ότι  g x x 5   

    ii) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f και να απλοποιήσετε τον τύπο της. 

    iii) Να βρείτε τα κοινά σημεία των Cf και Cg. 

 

170. Έστω η συνάρτηση   2f x x kx 3, k     της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται     
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      από το σημείο Α(1, -4). 

α. Να αποδείξετε ότι k = -2 και να βρείτε τα σημεία τομής της fC  με τους άξονες x΄x και     

    y΄y.  

β. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από το  σημείο   B 1,f 1   

      και είναι παράλληλη στην ευθεία ζ με εξίσωση: y = 3x + 2015 . 

γ. Έστω Κ(1,α), Λ(3,β), Μ(5, γ) τρία σημεία που ανήκουν στην ευθεία ε. Να αποδείξετε ότι  

   οι αριθμοί α, β, γ με τη σειρά που δίνονται αποτελούν διαδοχικούς όρους αριθμητικής  

    προόδου. 

 

171. Δίνεται η εξίσωση    2x 4 2 x 3 8 0         (1), με παράμετρο λ .  

α. i. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) έχει διακρίνουσα: Δ = 4(3λ - 1)(4λ -1). 

    ii. Να βρείτε τις τιμές λ1, λ2 της παραμέτρου λ, με λ1 < λ2, ώστε η εξίσωση (1)  να έχει  

        διπλή ρίζα. Στη συνέχεια, να βρείτε τη διπλή ρίζα x0 , για λ = λ1. 

β. Έστω Α και Β δύο ενδεχόμενα ενός δειγματικού χώρου Ω. 

      Αν Ρ( Α) =x0,   2P A B    και   1P A B   
  

,να βρείτε την    

     πιθανότητα να πραγματοποιείται το ενδεχόμενο Β. 

γ. Να προσδιορίσετε τις τιμές των   ώστε η εξίσωση (1) να έχει δύο ρίζες 

     άνισες, τις x1, x2. Για ποιές απ’ τις τιμές της παραμέτρου ισχύει: 1 2 1 24x x 3x 3x 26   . 

 

172. Δίνεται η συνάρτηση 2f (x) x 4x 2015, 0       

Α) Αν η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σημείο Α(1,-2018) 

      i)  να δείξετε ότι λ=1. 

      ii)  Να λύσετε την ανίσωση f (x) 2x 2012   . 

      iii) Να δείξετε ότι  
1 1

4
2 f (3) 2021 2 f (3) 2021

 
   

. 

 B) Αν 1 2x , x  οι ρίζες της εξίσωσης f (x) 0  ,να βρείτε τις τιμές  του λ για τις οποίες ισχύει  

        
2

2

1 2

1 1
4

x x 2015

  
    

 
 

 

173. Έστω Ρ(Α) και Ρ(Β) οι πιθανότητες των ενδεχομένων Α και Β ενός δειγματικού χώρου Ω. 

Για τον αριθμό Ρ(Α) ισχύει:    3 2P A P A 1 3     , ενώ ο αριθμός Ρ(Β) είναι ρίζα της 

εξίσωσης: 6x
2
-x-1=0.  

α. Να βρείτε τους αριθμούς Ρ(Α) και Ρ(Β).       

β. Αν Ρ(Α)= 
1

3
και Ρ(Β)= 

1

2
 και η πιθανότητα να συμβούν ταυτόχρονα τα ενδεχόμενα Α και      

     Β είναι 
1

6
, να υπολογίσετε: 

i. Την πιθανότητα να συμβεί τουλάχιστον ένα από τα ενδεχόμενα Α και Β.   

ii. Την πιθανότητα να συμβεί το πολύ ένα από τα Α και Β. 


