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ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΟ ΕΠΙΚΟΥΡΟΣ 

Ν. Ζ. ΑΠΟΣΤΟΛΑΚΗΣ 

ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ 

ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 

ΘΕΜΑΤΑ 

 

ΘΕΜΑ Α 

A1. Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα 

σημείο x0, τότε είναι και συνεχής στο σημείο αυτό. 

Μονάδες 7 

A2. Πότε μια συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα 

[α, β] ; 

Μονάδες 4 

A3. Να διατυπώσετε το θεώρημα του Bolzano. 

Μονάδες 4 

A4. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό: 

«Για κάθε συνάρτηση f με 
→ 0x x

lim f(x)=0 , ισχύει ότι 
→

+
0x x

1
lim =

f(x)
 ή 

→
−

0x x

1
lim =

f(x)
». 

α) Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισμό, γράφοντας στο τετράδιό 

σας το γράμμα Α, αν είναι αληθής, ή το γράμμα Ψ, αν είναι ψευδής.                    

(μονάδα 1) 

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α).                            

(μονάδες 3) 

Μονάδες 4 

 

A5. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο 

τετράδιό σας το γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση και δίπλα στο 
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γράμμα τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η 

πρόταση είναι λανθασμένη.  

α) Αν 
0x x

lim f (x)
→

= +  τότε f(x) > 0 για κάθε x κοντά στο xo. 

β) Αν μία συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιμη στο 

(α, β) και f΄(x)  0 για κάθε x(α, β), τότε f(α)  f(β).   

γ) Για κάθε συνάρτηση f που είναι παραγωγίσιμη και γνησίως 

αύξουσα στο ℝ, ισχύει f΄(x) > 0 για κάθε xℝ. 

Μονάδες 6 

 

ΘΕΜΑ Β 

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
3x 1

x 3

+

−
,   xℝ − {3}. 

B1. Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται στο  ℝ − {3}. 

Μονάδες 5 

B2. Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f και f −1 είναι ίσες. 

Μονάδες 5 

B3. Να αποδείξετε ότι (ff)(x) = x για κάθε xℝ − {3}. 

Μονάδες 6 

B4. Να υπολογίσετε το όριο  
1

x
3

1
lim f (x)

3x 1→−

 
 

+ 
. 

Μονάδες 4 

B5. Να βρείτε τις εφαπτόμενες της Cf που είναι παράλληλες στην ευθεία 

(ε) : 5x + 2y + 1 = 0  

Μονάδες  5 

 

ΘΕΜΑ  Γ 

Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
2

x

x x 1

e

 +  +
, xℝ και η παραγωγίσιμη 

συνάρτηση  g : ℝ → ℝ τέτοια ώστε g΄(x) = f(x), για κάθε xℝ.  

Αν 
x 1

g(x) g(1) 3
lim

x 1 e→

−
=

−
, τότε: 
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Γ1. Να βρείτε την τιμή του πραγματικού αριθμού α 

Μονάδες 4 

Για α = 1, 

Γ2. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία (μονάδες 3) και τα 

ακρότατα (μονάδες 3) 

Μονάδες 6 

Γ3. Να αποδείξετε ότι η g είναι 1 – 1  

Μονάδες 3 

Γ4. Να λύσετε την ανίσωση  

2 2
4 2

x x

4 2

x x 1
g g(e )

x x 1

 −  +  +
 

 +  + 
 στο διάστημα ,  

2 2

  
− 
 

 

Μονάδες 5 

Γ5. Στη γραφική παράσταση της συνάρτησης h(x) = exf(x) – x, x > 0 

κινείται σημείο Μ(α, h(α)) έτσι ώστε α΄(t) = 
(t)

10


 και παρατηρητής 

βρίσκεται στην αρχή των αξόνων. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της 

γωνίας θ που σχηματίζει η ΟΜ με τον άξονα x΄x τη χρονική στιγμή t0 

που ο παρατηρητής βλέπει για τελευταία φορά το σημείο Μ.  

Μονάδες 7 

ΘΕΜΑ  Δ 

Δίνεται η συνάρτηση f : ℝ → ℝ τέτοια ώστε: 

y x 2f (x) f (y) 2 (x y) (e 1) (e e ) (x y)− −  − − −  −  −  για κάθε x, yℝ 

Δ1. Να αποδείξετε ότι συνάρτηση g(x) = f(x) – 2x − ex + ex+1, xℝ είναι 

σταθερή. 

Μονάδες 5 

Δ2. Αν f(0) = 1 – e, να βρείτε τον τύπο της f. 

Μονάδες 3 

Αν f(x)  = 2x + ex – ex+1, xℝ, τότε 
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Δ3. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό x0ℝ τέτοιο ώστε f΄(x0) = 0 

(μονάδες 4) και στη συνέχεια ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο (−, x0] 

και γνησίως φθίνουσα στο [x0, +) (μονάδες 4) 

Μονάδες 8 

Δ4. Έστω επιπλέον η συνάρτηση h(x) = ex – 2x, xℝ, να αποδείξετε ότι 

υπάρχει μοναδικό αℝ τέτοιο ώστε η συνάρτηση h να ικανοποιεί τις 

προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο διάστημα [α, α + 1] (μονάδες 3) 

και να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ(α, α + 1) τέτοιο ώστε h΄(ξ) = 0 

(Μονάδες 2). Να βρείτε το ξ (μονάδα 1) 

Μονάδες 6 

Δ5. Να βρείτε το όριο 
0

x

0

x x
0

e x x
lim

f (x) f (x )→

+ −

−
 

Μονάδες 3 
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Ενδεικτικές απαντήσεις 

Επιμέλεια λύσεων:   Ν. Ζ.  ΑΠΟΣΤΟΛΑΚΗΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Θεωρία 

Α2. Θεωρία 

Α3. Θεωρία 

Α4. α) Ψ 

       β) Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) = x3, xℝ, τότε 3

x 0 x 0
limf (x) lim x 0
→ →

= =  

• Για x < 0 είναι x3 < 0 οπότε 
3

x 0 x 0

1 1
lim lim

f (x) x− −→ →
= = −  

• Για x > 0 είναι x3 > 0 οπότε 
3

x 0 x 0

1 1
lim lim

f (x) x+ +→ →
= = +  

Δηλαδή δεν υπάρχει το όριο 
x 0

1
lim

f (x)→
 

Α5. α) Σ,  β) Σ,  γ) Δ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Για οποιαδήποτε x1, x2ℝ − {3} με f(x1) = f(x2) έχουμε: 

f(x1) = f(x2)    1 2

1 2

3x 1 3x 1

x 3 x 3

+ +
=

− −
  3x1x2 – 9x1 + x2 – 3 = 3x1x2 + x1 – 9x2 – 3  

 −10x1 = −10x2  x1 = x2, άρα η f είναι 1 – 1, επομένως είναι αντιστρέψιμη. 

 

Β2. Για κάθε xℝ − {3} έχουμε  

f(x) = y  
3x 1

y
x 3

+
=

−
  xy – 3y = 3x + 1  (y – 3)x = 3y + 1    (1) 

Αν το y = 3, δηλαδή το 3 είναι τιμή της συνάρτησης f, τότε υπάρχει x0ℝ − {3} 

τέτοιο ώστε f(x0) = 3, οπότε από την (1) προκύπτει (3 – 3)x0 = 33 + 1  0x0 = 10 

που είναι αδύνατο, άρα είναι y  3. Επομένως από την (1) έχουμε: 
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(y – 3)x = 3y + 1   x = 
3y 1

y 3

+

−
 

Άρα ορίζεται η f−1 με πεδίο ορισμού το σύνολο ℝ − {3} και τύπο f−1(x) = 
3x 1

x 3

+

−
 

Παρατηρούμε ότι οι συναρτήσεις f και f−1 έχουν ίδιο πεδίο ορισμού το σύνολο ℝ−{3} 

και επιπλέον f(x) = f−1(x) για κάθε xℝ − {3}, άρα f = f−1. 

 

B3. Αρχικά βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f∘f. Έχουμε: 

Df∘f = {xDf και f(x)Df} = {x  3 και 
3x 1

x 3

+

−
  3} = {x  3 και 3x + 1  3x – 9} = 

= (x  3 και 1   – 9 που ισχύει}, άρα Df∘f = ℝ − {3}   

Επομένως ορίζεται η συνάρτηση f∘f με πεδίο ορισμού το σύνολο ℝ − {3} και τύπο: 

(f∘f)(x) = f(f(x)) = 
3f (x) 1

f (x) 3

+

−
 = 

3x 1
3 1

x 3
3x 1

3
x 3

+
 +

−
+

−
−

 =  

9x 3 x 3

x 3
3x 1 3x 9

x 3

+ + −

−
+ − +

−

 = 
10x

10
 = x 

B4. Για κάθε x κοντά στο 
1

3
−  έχουμε: 

1 1
f (x) f (x) f (x) 1 f (x)

3x 1 3x 1
 =     =

+ +
 

Οπότε 

1
f (x) f (x)

3x 1
 

+
  

1
f (x) f (x) f (x)

3x 1
−   

+
 

Είναι 

1 1
x x

3 3

1
3 1

3x 1 3lim f (x) lim 0
1x 3 3
3

→− →−

 
 − + +  = = =

− − −

 και 
1

x
3

lim ( f (x) ) 0
→−

− =  

Επομένως από το κριτήριο παρεμβολής έχουμε:  

1
x

3

1
lim f (x) 0

3x 1→−

 
 = 

+ 
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B5. Έστω A(x0, f(x0)) το σημείο επαφής, τότε αφού η εφαπτομένη της Cf στο Α είναι 

παράλληλη στην ευθεία (ε): 5x + 2y + 1= 0 ισχύει: 

f΄(x0) = λε      (2) 

H f είναι παραγωγίσιμη στο σύνολο ℝ − {3} με 

f΄(x) = 
3x 1

x 3

+ 
 

− 
 = 

2

(3x 1) (x 3) (3x 1) (x 3)

(x 3)

 +  − − +  −

−
 = 

2

10

(x 3)
−

−
 

και λε = 
5

2
−  

Τότε από την (2) προκύπτει: 

f΄(x0) = λε   
2

0

10 5

(x 3) 2
− = −

−
  (x0 – 3)2 = 4  (x0 – 3 = 2 ή x0 – 3 = −2)  

 x0 = 5 ή x0 = 1 

Άρα υπάρχουν δύο εφαπτόμενες της Cf που είναι παράλληλες στην ευθεία (ε),  

• η μία στο σημείο με τετμημένη x0 = 5 που έχει εξίσωση: 

y – f(5) = f΄(5)(x – 5) 

όπου f(5) = 
3 5 1

5 3

 +

−
 = 8 και f΄(5) = 

5

2
−  

επομένως  

y – 8 = 
5

2
− (x – 5)  y = 

5

2
− x + 

41

2
 

η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο Α(5, 8) 

• η άλλη στο σημείο με τετμημένη x0 = 1 που έχει εξίσωση: 

y – f(1) = f΄(1)(x – 1) 

όπου f(1) = 
3 1 1

1 3

 +

−
 = −2 και f΄(1) = 

5

2
−  

επομένως  

y – (−2) = 
5

2
− (x – 1)  y = 

5

2
− x + 

1

2
 

η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο Α΄(1, −2) 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Αφού η g είναι παραγωγίσιμη ισχύει  

x 1

g(x) g(1)
lim g (1)

x 1→

−
=

−
, 

επομένως g΄(1) = 
3

e
 

Από την υπόθεση όμως έχουμε ότι g΄(x) = f(x) για κάθε xℝ, επομένως και  

g΄(1) = f(1)  
3

e
 = 

1

e

+ +
  α = 1 

Για α = 1 ο τύπος της f γίνεται f(x) = 
2

x

x x 1

e

+ +
, xℝ 

Γ2. Η f είναι παραγωγίσιμη στο ℝ ως πηλίκο παραγωγίσιμων με: 

f΄(x) = 
2

x

x x 1

e

 + +
 
 

 = 
2 x 2 x

x 2

(x x 1) e (x x 1) (e )

(e )

 + +  − + + 
 = 

2

x

x x

e

− +
 

Επειδή είναι ex > 0 για κάθε xℝ, το πρόσημο της f΄(x) είναι το πρόσημο της 

παράστασης −x2 + x. 

• Έστω −x2 + x = 0  x(−x + 1) = 0  x = 0 ή x = 1 

Στη συνέχεια κατασκευάζουμε τον πίνακα προσήμων της f΄(x) 

x −              0                      1                 + 

f΄(x) − + − 

f(x)    

 

➔ Για τη μονοτονία της f έχουμε ότι η f είναι: 

• συνεχής στο (−, 0] και f΄(x) < 0 στο (−, 0), άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 

(−, 0] 

• συνεχής στο [0, 1] και f΄(x) > 0 στο (0, 1), άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο [0, 1] 

• συνεχής στο [1, +) και f΄(x) < 0 στο (1, +), άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 

[1, +) 

➔ Για τα ακρότατα της f έχουμε ότι: 
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• f΄(x) < 0 στο (−, 0) , f΄(x) > 0 στο (0, 1) και η f είναι συνεχής στο x = 0, άρα στη 

θέση x = 0 η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο το f(0) = 
1

e
 

• f΄(x) > 0 στο (0, 1) , f΄(x) < 0 στο (1, +) και η f είναι συνεχής στο x = 1, άρα στη 

θέση x = 1 η f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο το f(1) = 
3

e
. 

 

Γ3.  Παρατηρούμε ότι f(x) > 0 για κάθε xℝ αφού 

• x2 + x + 1 > 0 για κάθε xℝ επειδή η διακρίνουσα Δ = −3 < 0 και 

• ex > 0 για κάθε xℝ 

και από την υπόθεση έχουμε g΄(x) = f(x) για κάθε xℝ, επομένως ισχύει 

g΄(x) > 0 για κάθε xℝ 

Άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ, οπότε είναι 1 – 1  

 

Γ4. Επειδή η g είναι γνησίως αύξουσα ισοδύναμα έχουμε: 

( )2 2
4 2

x x

4 2

x x 1
g g e

x x 1

 −  +  +
 

 +  + 
  

2 2
4 2

x x

4 2

x x 1
e

x x 1

 − +  +


 +  +
  

 

2

2

4 2 x

4 2 x

x x 1 e

x x 1 e





 +  +


 +  +
  2 2

4 2 4 2

x x

x x 1 x x 1

e e 

 +  +  +  +
   

 f(ημ2x) < f(συν2x)       (1) 

Για κάθε x ,
2 2

  
− 
 

 ισχύει 0  ημ2x  1 και 0  συν2x  1 και επιπλέον ότι η f είναι 

γνησίως αύξουσα στο διάστημα [0, 1], επομένως από την (1) έχουμε: 

f(ημ2x) < f(συν2x)  ημ2x < συν2x  εφ2x < 1  εφx < 1  −1 < εφx < 1  

 x
4 4

    
 −       

   
 και αφού η συνάρτηση εφx είναι γνησίως αύξουσα στο 

διάστημα ,
2 2

  
− 
 

  έχουμε: 
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Ο x 

y 

Α 

1 Μ(α, α2 + 1) 

α 

α2 + 1 

θ 

x
4 4

    
 −       

   
  x

4 4

 
−    

Επομένως οι λύσεις της ανίσωσης είναι όλα τα x ,
4 4

  
− 
 

 

 

Γ5. Η συνάρτηση h έχει τύπο: 

h(x) = exf(x) – x  h(x) = ex
2

x

x x 1

e

+ +
 − x  h(x) = x2 + 1, x > 0 της οποίας η 

γραφική παράσταση δίνεται στο διπλανό σχήμα. 

Το σημείο Μ(α, α2 + 1), α > 0  κινείται πάνω  

στη Cf και η ΟΜ σχηματίζει γωνία θ με τον 

άξονα x΄x. Τότε στο ορθογώνιο τρίγωνο 

ΟΜΒ έχουμε ότι: 

εφθ = 



  εφθ = 

2 1 +


  εφθ = 

1
 +


 

Η γωνία θ ως συνάρτηση του χρόνου γράφεται: 

εφθ(t) = 
1

(t)
(t)

 +


, t  0 

Παραγωγίζουμε και προκύπτει: 

(εφθ(t))΄ = 
1

(t)
(t)

 
 +  

  
2 2

1 1
(t) (t) (t)

(t) (t)
    =  − 

  
  

 
2 2

(t) 1
(t) 1

(t) (t)

  
=   −    

  
2

2

1
(t) (t) 1 (t)

(t)

 
  =   −    

 

Από την υπόθεση έχουμε ότι α΄(t) = 
(t)

10


, οπότε η προηγούμενη ισότητα γίνεται: 

2

2

(t) 1
(t) 1 (t)

10 (t)

  
 =  −    
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Επομένως τη χρονική στιγμή t0 είναι  

20
0 02

0

(t ) 1
(t ) 1 (t )

10 (t )

  
 =  −    

              (1) 

Η χρονική στιγμή t0 είναι εκείνη που ο παρατηρητής Π βλέπει για τελευταία φορά το 

σημείο Μ, δηλαδή είναι η στιγμή που η οπτική ακτίνα του παρατηρητή εφάπτεται στη 

Ch. Έστω Μ(α, α2 + 1) το σημείο επαφής, τότε η εξίσωση της εφαπτομένης της Ch 

στο σημείο Μ έχει εξίσωση: 

y – h(α) = h΄(α)(x – α) 

όπου  

• h(α) = α2 + 1, h΄(x) = 2x και  

• h΄(α) = 2α,  

οπότε η εξίσωση της εφαπτομένης είναι: 

y – (α2 + 1) = 2α(x – α)  y = 2αx – 2α2 + α2 + 1  y = 2αx – α2 + 1 

η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων, άρα ισχύει: 

0 = 2α0 – α2 + 1  0 = −α2 + 1  α2 = 1  α = 1 αφού α > 0 

Επομένως τη χρονική στιγμή t0 είναι α(t0) = 1,  

οπότε το σημείο Μ είναι το Μ(1, 2)  και  

κάνουμε νέο σχήμα για τη χρονική στιγμή t0. 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΟΜΑ έχουμε: 

     (ΟΜ)2 = (ΟΑ)2 + (ΑΜ)2  

 (ΟΜ)2 = 12 + 22  (ΟΜ) = 5  

oπότε συνθ(t0) = 
(OA)

(OM)
  συνθ(t0) = 

1

5
 

Τότε από την (1) προκύπτει ότι: 

Ο x 

y 

Α 

1 

Μ(1, 2) 

1 

2 

θ(t0) 
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2

0

1 1 1
(t ) 1

10 1 5

   
 =  −    

   
  θ΄(t0) = 0 

Άρα τη χρονική στιγμή t0 η γωνία θ παραμένει στιγμιαία σταθερή. 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Για κάθε x, yℝ έχουμε: 

y x 2f (x) f (y) 2 (x y) (e 1) (e e ) (x y)− −  − − −  −  −   

 
y x 2f (x) f (y) 2x 2y (e 1) e (e 1) e (x y)− − + − −  + −   −  

 y 1 y x 1 x 2f (x) f (y) 2x 2y e e e e (x y)+ +− − + − + + −  −   

 x x 1 y y 1 2f (x) 2x e e f (y) 2y e e (x y)+ +− − + − + + −  −   

 
x x 1 y y 1 2(f (x) 2x e e ) (f (y) 2y e e ) (x y)+ +− − + − − − +  −   

 
2g(x) g(y) (x y)−  −  

Για τυχαίο x0ℝ και για κάθε xℝ έχουμε:  

2

0 0g(x) g(x ) (x x )−  −  

Τότε για κάθε  x  x0 έχουμε: 

2

0 0g(x) g(x ) (x x )−  −   
2

0 0g(x) g(x ) x x−  −   

2

0 0

0 0

g(x) g(x ) x x

x x x x

− −


− −
 

 0
0

0

g(x) g(x )
x x

x x

−
 −

−
  0

0 0

0

g(x) g(x )
x x x x

x x

−
− −   −

−
 

Είναι 
0 0

0 0
x x x x
lim x x lim( x x ) 0
→ →

− = − − = , επομένως από το κριτήριο παρεμβολής 

προκύπτει:  

0

0

x x
0

g(x) g(x )
lim 0

x x→

−
=

−
, άρα g΄(x0) = 0 
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Άρα για κάθε xℝ ισχύει g΄(x) = 0 οπότε η g είναι σταθερή στο ℝ. 

 

Δ2. Αφού η g είναι σταθερή στο ℝ, υπάρχει cℝ τέτοιο ώστε g(x) = c για κάθε xℝ. 

Επομένως για κάθε xℝ έχουμε: 

g(x) = c  f(x) – 2x – ex + ex+1 = c 

Οπότε για x = 0 προκύπτει: 

f(0) − 20 – e0 + e = c  1 – e – 1 + e = c  c = 0 

Άρα για κάθε xℝ είναι  

f(x) – 2x – ex + ex+1 = 0  f(x) = 2x + ex − ex+1, xℝ. 

 

Δ3. Η f είναι παραγωγίσιμη με f΄(x) = 2 + ex – ex+1, xℝ 

Η f΄ είναι:  

• συνεχής στο [0, 1] ως πράξεις συνεχών 

• f΄(0) = 2 + e0 – e = 3 – e > 0   

• f΄(1) = 2 + e – e2 < 0                                              (γνωρίζουμε ότι e  2,718…) 

άρα σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον x0(0, 1) τέτοιο 

ώστε f΄(x0) = 0. 

Για την μοναδικότητα του x0 έχουμε: 

• η f΄ είναι παραγωγίσιμη στο ℝ με f΄΄(x) = ex – ex+1 για κάθε xℝ 

Για κάθε xℝ ισχύει x < x + 1 και η ex είναι γνησίως αύξουσα, άρα ex < ex+1, οπότε 

f΄΄(x) < 0 για κάθε xℝ,  επομένως η f΄ είναι γνησίως φθίνουσα στο ℝ, άρα έχει μια 

το πολύ ρίζα. Αυτό σημαίνει ότι η ρίζα x0 είναι μοναδική. 

• Για x < x0 αφού η f΄είναι γνησίως φθίνουσα ισχύει f΄(x) > f΄(x0)  f΄(x) > 0 και η f 

είναι συνεχής στο (−, x0], άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο (−, x0] 
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• Για x > x0 αφού η f΄είναι γνησίως φθίνουσα ισχύει f΄(x) < f΄(x0)  f΄(x) < 0 και η f 

είναι συνεχής στο [x0, +), άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [x0, +) 

 

Δ4. Αρχικά η h είναι: 

• συνεχής στο [α, α + 1] 

• παραγωγίσιμη στο (α, α + 1) 

• και επιπλέον πρέπει h(α) = h(α + 1) 

Είναι:  

h(α) = h(α + 1)  eα − 2α = eα+1 − 2(α + 1)  eα − 2α = eα+1 − 2α − 2  

 2 + eα −  eα+1 = 0  f΄(α) = 0 

Γνωρίζουμε όμως από το Δ3 ερώτημα ότι η εξίσωση f΄(x) = 0 έχει μοναδική ρίζα το 

x0, επομένως το μοναδικό α είναι το x0, δηλαδή α = x0. 

Επομένως τώρα έχουμε ότι η h είναι: 

• συνεχής στο [x0, x0 + 1] 

• παραγωγίσιμη στο (x0, x0 + 1) με h΄(x) = ex – 2  

• h(x0) = h(x0 + 1) 

Άρα σύμφωνα με το θεώρημα Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ(x0, x0 + 1) τέτοιο 

ώστε h΄(ξ) = 0.  

Είναι:  

h΄(ξ) = 0  eξ – 2 = 0  eξ = 2  ξ = ln2 

 

Δ5. Γνωρίζουμε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο (−, x0] και γνησίως φθίνουσα 

στο [x0, +) επομένως στο x0 η f παρουσιάζει ολικό μέγιστο το f(x0). Άρα για κάθε 

xℝ ισχύει: 

f(x)  f(x0)  f(x) – f(x0)  0 

και  

0
0 0 0

x x
lim(f (x) f (x )) f (x ) f (x ) 0
→

− = − =  
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άρα 
0x x

0

1
lim

f (x) f (x )→
= −

−
 

Επιπλέον είναι:  

0 0

0

x xx

0 0 0
x x
lim(e x x ) e x x e
→

+ − = + − =  > 0 

Άρα  

0 0

x
x0

0
x x x x

0 0

e x x 1
lim lim (e x x )

f (x) f (x ) f (x) f (x )→ →

+ −  
=  + − = − − − 
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