
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



www.askisopolis.gr  Θέματα Παραγώγων 

1

Παράγωγοι 
 

Θέμα 1 
 

α)Έστω 1 2x ,x   με 1 2x x , τότε 
7 7

1 2x x  και με  

   πρόσθεση κατά μέλη είναι  

   
7 7

1 1 2 2x x x x    7 7

1 1 2 2x x 1 x x 1       

      1 2f x f x f  1 . 

   Είναι    7 7

x x x
lim f x lim x x 1 lim x
  

       και        

     7 7

x x x
lim f x lim x x 1 lim x
  

      . 

   Επειδή η f είναι συνεχής στο  ως πολυωνυμική, έχει  

   σύνολο τιμών το  f A  .  

   Επειδή το 0 ανήκει στο σύνολο τιμών και η f είναι γνησίως  

   αύξουσα, υπάρχει μοναδικός   τέτοιος, ώστε  f 0  . 

 

β) Αρκεί η εξίσωση   7 7f x 5x 2 x x 1 5x 2 0 x 4x 3 0             να έχει  

   τουλάχιστον μία ρίζα στο  0,1 . Έστω    7g x x 4x 3, x 0,1    . Παρατηρούμε  

   ότι  g 1 0 , οπότε δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα Bolzano για τη g  

   στο  0,1 και γι αυτό παραγοντοποιούμε τη g. 

  

 

 

 

   Με  βάση το σχήμα Horner είναι     6 5 4 3 2g x x 1 x x x x x x 3         

   Έστω    6 5 4 3 2h x x x x x x x 3, x 0,1        . 

   Είναι    h 0 3, h 1 3   , δηλαδή    h 0 h 1 0  και επειδή η h είναι συνεχής στο  

    0,1  ως πολυωνυμική, λόγω του Θ.Bolzano υπάρχει  0x 0,1  τέτοιο,. ώστε  

    0h x 0 .  

   Είναι      g x x 1 h x   και      0 0 0g x x 1 h x 
0

0 . 

 

γ) f 1 1  1 αντιστρέφεται. Το πεδίο ορισμού της 1f  είναι το σύνολο τιμών της  

   f, άρα  1f
A f A   . 

 

δ) Έστω ότι  1f 3 a   τότε           
1 1

1f f 3 f a f a 3 f a f 1 a 1


        ,  

   δηλαδή  1f 3 1  .Για κάθε x  είναι      

1 0 0 0 0 0 -4 3 ρ = 1 

 1 1 1 1 1 1 -3  

1 1 1 1 1 1 -3 0 
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               1 1 7 1 7 7f f x x f x x 1 x f x x 1 x x 1 1                 
 

 

        1 7 6f x x 1 7x 1 1 
      και για x 1  είναι        1 1 1

f 3 8 1 f 3
8

  
    . 

   Η εφαπτομένη της 1f
C   στο 1x 3  έχει εξίσωση:  

           1 1 1 1 3 1 5
y f 3 f 3 x 3 y 1 x 3 y x 1 y x

8 8 8 8 8

  
               

 

ε) Έστω     M x t ,y t , τότε    
1 5

y t x t
8 8

   με  x t 8cm / sec  . 

  i. Είναι 

             
2

2 2 2 21 5 65 10 25
OM x t y t x t x t x t x t

8 8 64 64 64

 
         

 
 

    
           2 25 1

d OM 13x t 2x t 5 5 13x t 2x t 5
64 8

        

    Είναι       21
d t 5 13x t 2x t 5 , t 0

8
    . 

   

 
     

    

    

    2 2

5x t 13x t 126x t x t 2x t5
d t

8 2 5 13x t 2x t 5 8 5 13x t 2x t 5

  
   

     
 

   Τη χρονική στιγμή 0t που είναι  0x t 3  και  0y t 1 , είναι: 

   
    

    

 

 
0 0

0
2 2

0 0

5x t 13x t 1 40 39 1 1600
d t

8 5 13x t 2x t 5 8 5 13 3 6 5

  
   

     

200

8 640
  

   0

200 5 10
d t

28 10
   cm/sec 

 

ii. Το ορθογώνιο ΟΑΜΒ έχει εμβαδό    

             
1 5

E OA OB y t x t x t x t
8 8

 
     

   

      21 5
E x t x t

8 8
 

 

   Είναι      21 5
E t x t x t , t 0

8 8
    με  

1
E t

8
 

4
2      

5
x t x t x t

8
   και τη  

   χρονική στιγμή 0t  είναι 

           2

0 0 0 0

1 5 1 5
E t x t x t x t 3 8 8 11cm / sec

4 8 4 8
           
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Θέμα 2 
 

α) Έστω ότι η f   δεν αντιστρέφεται, τότε θα υπάρχουν ,   με    τέτοια  

   ώστε    f f    .Λόγω του θεωρήματος Rolle για την f   η εξίσωση  f x 0    

   έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  ,   που είναι άτοπο. Άρα η f αντιστρέφεται. 

 

β) Επειδή    f 0 f 1  λόγω του θεωρήματος Rolle για την f υπάρχει  1 0,1 :   

    1f 0   Επειδή η f αντιστρέφεται είναι 1-1, οπότε το 1  είναι μοναδικό.

 

γ)  Αν η f είχε τρείς ρίζες τότε από το Θ.R η f   θα έχει τουλάχιστον δύο ρίζες και η   

   f  τουλάχιστον μία ρίζα, που είναι άτοπο. 

δ)            
2 2x x x xf x 2x 1 f x 0 e f x 2x 1 e f x 0          

   Έστω    
2x xg x e f x ,  x 0,1 .Η g είναι συνεχής στο  0,1  και παραγωγίσιμη  

   στο  0,1  με        
2 2x x x xg x e f x 2x 1 e f x     . 

   Επειδή        g 0 f 0 f 1 g 1   , λόγω του θεωρήματος Rolle υπάρχει  0,1  

   τέτοιο, ώστε  g 0         
2 2

e f 2 1 e f 0            

        f 2 1 f 0        

 

ε) Επειδή η f είναι συνεχής υπάρχουν m,M  τέτοια, ώστε  m f x M   για κάθε  

    x 0,1 . Άρα  
1 1

m f M, m f 0,2 M, m f M
3 e

   
        

   
 και με πρόσθεση  

   κατά μέλη έχουμε: 

    
1 1

3m f f 0,2 f 3M
3 e

   
       

   

 
1 1

f f 0,2 f
3 e

m M
3

   
    

   
  . 

   Επειδή ο αριθμός 

 
1 1

f f 0,2 f
3 e

3

   
    

   
 ανήκει στο σύνολο τιμών της f, υπάρχει  

     0x 0,1  τέτοιο, ώστε  
 

0

1 1
f f 0,2 f

3 e
f x

3

   
    

   
 . 

 

Θέμα 3 
 

α)         x 2xf x f x e f x f x e 0      
  

   
        x x 2x2f x f x 2 e f x e f x 2e 0       

 

   
    2 x 2xf x 2f x e e 0  

       2 xf x 2f x e 2xe c     
2

xf x e c   
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    Για x 0  είναι   
2

f 0 1 c c 9     άρα   
2

xf x e 9 
 
(1) 

   Έστω     xg x f x e  , x . Επειδή  2g x 9 0   είναι  g x 0  και επειδή  

   είναι συνεχής διατηρεί σταθερό πρόσημο. Είναι  g 0 3 0   άρα  g x 0  για  

   κάθε x , οπότε η (1) γίνεται:  g x 3     x xf x e 3 f x 3 e      . 

 

β) Εύκολα αποδεικνύεται ότι η f είναι γνησίως αύξουσα οπότε είναι και 1-1, οπότε  

   δεν υπάρχουν ,  με    τέτοια, ώστε    f f   .Άρα δεν υπάρχει  

   διάστημα  ,  στο οποίο να εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την f. 

 

γ) Αν    ισχύει η ισότητα. 

    Αν    τότε επειδή η f είναι συνεχής στο  ,   και παραγωγίσιμη στο  ,   με  

     xf x e  , λόγω του Θ.Μ.Τ. υπάρχει  ,    τέτοιο, ώστε  

    
   f f 3

f e
  

    


e 3  e e e   


 
. 

   Είναι e e e       
e e

e e
 

 
  


 

      e e e e        . 

   Όμοια αν   . 

 

δ) 
     

 
x 1x 1

1

x 1 x 1 x 1

3 e 3 e f x f 1e e 1
lim lim lim f 1 e

x 1 x 1 x 1 e

  


  

    
    

  
.  

 

ε)          
1 1

1

0 0 0

3e 1
f f x 3 e f f x f 1 f x 1

e




       .  

   Είναι    x

x x
lim f x lim 3 e

 
     και    x

x x
lim f x lim 3 e 3

 
   . Επειδή η f  

   είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα έχει σύνολο τιμών το 

           
x x

f A lim f x , lim f x ,3
 

   . 

   Επειδή  1 f A  και f1  υπάρχει μοναδικό 0x   τέτοιο, ώστε  0f x 1 . 

 

Θέμα 4 
 

α) Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο 0x 0  θα είναι και συνεχής σ΄ αυτό, δηλαδή: 

        
x 0 x 0
lim f x lim f x f 0

  
       

      
x 0 x 0
lim 2 x 2 x lim x x 1 1 1

  
            

   
   

x 0 x 0

f x f 0 2 x 2 x 1
lim lim

x  

    


1

x 0

x
lim 2 2 2 2

x x

 
      

 
, 
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   

x 0 x 0

f x f 0 x x 1
lim lim

x  

   


1

x 0

x
lim 1 1

x x

 
      

 
 

   Για να είναι η f παραγωγίσιμη στο 0x 0  με  f 0 0  , πρέπει    

  
       

x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
lim lim 0 2 2 1 0 1

x x  

 
            . 

    

β) Είναι  

2x 2 x 1, x 0

f x 1, x 0

x x 1, x 0

   


 
    

. 

      f 2 2 1 1 2          ,  f 1 1       .  

   Επειδή    f f    δεν εφαρμόζεται για την f το θεώρημα Rolle στο  ,  .  

   Επειδή  f 0 0   ικανοποιείται το συμπέρασμα του θεωρήματος στο 0x 0 . 

 

γ) Επειδή    f f 0 0   και η f είναι συνεχής στο  ,0 , λόγω του θεωρήματος  

   Bolzano, υπάρχει  1x ,0   τέτοιο, ώστε  1f x 0 . 

 

δ) Είναι    f 0 f 0   και η f είναι συνεχής στο  0, οπότε λόγω του θεωρήματος  

   Bolzano, υπάρχει  2x 0,   τέτοιο, ώστε  2f x 0 . 

   Επειδή    1 2f x f x  και η f είναι συνεχής στο  1 2x ,x  και παραγωγίσιμη στο  

    1 2x ,x εφαρμόζεται για την f το θεώρημα Rolle στο    1 2x ,x ,   . 

 

ε) Για κάθε x 0  είναι    f x 2 2 x 2 1 x      . 

   Επειδή  f x 0   για κάθε x 2 ,     και η f είναι συνεχής, είναι γνησίως  

   αύξουσα στο  ,0 . Για κάθε x 0  είναι  f x x 1    . 

   Επειδή  f x 0   για κάθε x 2 ,     και η f είναι συνεχής, είναι γνησίως  

   φθίνουσα στο  0, . 

     
x x x

x 1
lim f x lim 2x x 1 lim x 2

x x  

  
          

  
 γιατί για x 0  είναι 

  
xx 1 1 x 1

x x x x x x

 
      . Επειδή 

x x x

1 1 1
lim lim 0 lim

x x x  

 
       

,  

   από το κριτήριο παρεμβολής είναι και 
x

x
lim 0

x


 . 

  Επίσης    
x x x

x 1
lim f x lim x x 1 lim x 1

x x  

  
          

  
 γιατί από το  

  κριτήριο παρεμβολής είναι και 
x

x
lim 0

x


 . 
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  Στο διάστημα  1 ,0    η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, άρα έχει  

  αντίστοιχο σύνολο τιμών:        1
x

f lim f x ,f 0 ,1


   


. 

  Στο διάστημα  2 0,    η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, άρα έχει  

  αντίστοιχο σύνολο τιμών:        2
x

f lim f x ,f 0 ,1


   


. 

   Το σύνολο τιμών της f είναι το        1 2f A f f ,1      . 

 

στ) 0 0 0 0 0 0x x 2018 x x 2018 x x 1 2017                

    0f x 2017  .Επειδή  22017 f    και η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 2   

   υπάρχει μοναδικός 0x 0  τέτοιο, ώστε 0 0x x 2018   . 

 

Θέμα 5 
 

α) Έστω   0 0B x ,f x  το σημείο επαφής ,τότε η εξίσωση της εφαπτομένης στο  

   σημείο αυτό είναι:  

         0 0 0 02 2

0 0 0 0

1 1 1 2
y f x f x x x y x x y x

x x x x
              . 

   To σημείο A ανήκει στην εφαπτομένη άρα 0

0

2
1 x 2

x
     . 

   Η εφαπτομένη έχει εξίσωση: 
1

y x 1
4

   . 

 

β) Έστω   1 1x ,g x  το σημείο επαφής ,Αφού η εφαπτομένη είναι παράλληλη στην  

   ευθεία y x 2016    , έχουμε  1 1 1

1
1 g x 1 2x 1 x

2


             .  

   Οπότε η εξίσωση της εφαπτομένης είναι η:    

   
1 1 1 1 1 1

y g g x y x y x
2 2 2 4 2 4

       
                 

      
  

 

γ)  Έστω (ε) η κοινή εφαπτομένη και      2 2 3 3x ,f x ,E x ,g x  τα σημεία επαφής  

   με τις f gC ,C  αντίστοιχα. Τότε η εξίσωση της (ε) για τα σημεία Δ,Ε είναι : 

         2 2 2 22 2

2 2 2 2

1 1 1 2
y f x f x x x y x x y x

x x x x
               

        2 2

3 3 3 3 3 3 3 3y g x g x x x y x 2x x x y 2x x x            

  Επομένως 3 32 2

2 2

1 1
2x x

x 2x
       (1) και    
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2
(1)

2

3 2

2 2 2 2

2 2 1 2
x

x x 2x x

 
       

 
3

4

2

1

4x

  3

2 2

1 1
x x

8 2
        

    Οπότε η εξίσωση της κοινής εφαπτομένης είναι η  (ε): y 4x 4    

       

δ) Έστω     x t ,y t  οι συντεταγμένες του M την τυχαία χρονική στιγμή t. 

            2y t x t y t 2x t x t     (1) 

   Έστω 0t  η χρονική στιγμή κατά την οποία ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης x  

   του M είναι διπλάσιος από το ρυθμό μεταβολής του y. 

   Για 
 

       
1

0 0 0 0 0t t y t 2x t x t y t         0 02x t 2 y t   0

1
x t

4
   . 

   Είναι    2

0 0

1
y t x t

16
   . 

    Οπότε στο σημείο 
1 1

,
4 16

 
 
 

 ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης x του M είναι  

   διπλάσιος από το ρυθμό μεταβολής του y. 

 

Θέμα 6 

α) Θεωρούμε  
 

 
f x 2x

g x ,x [0,2) 2,
x 2


   


   οπότε  

       f x g x x 2 2x    και       
x 2 x 2
limf x lim g x x 2 2x f 2 2
 

     
 

    

   
      

 
x 2 x 2 x 2

f x f 2 g x x 2 2x 2 2x 2
lim lim lim g x

x 2 x 2 x 2  

     
    

   
    

    
 

 
 

x 2 x 2

2 x 22x 4
lim g x lim g x

x 2 2x 2 

 
   

      x 2 2x 2

 
  
  
 

    

    
x 2

2 5 2
lim g x 2

2 42x 2

 
      

 
.  

   Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 0x 2  με  f 2 2   .                                               

 

 β)    f x f x 4  (1). Για x=2 :    (1) f 6 f 2 2     

   
           

 
(1) u x 4

x 2 x 2 x 2 u 6 u 2

f x f 2 f x 4 f 6 f u f 6
lim lim lim f 6 2

x 2 x 2 u 6

 

     

   
    

  
 

    H εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο 6 είναι η  

    (ε) :       y f 6 f 6 x 6 y 2 2 x 6 y 2x 14             

  

γ)  H εξίσωση της εφαπτομένης της fC  στο 2 είναι η  

     (ε) :       y f 2 f 2 x 2 y 2 2 x 2 y 2x 6              
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    Έστω   0 0A x ,g x  το σημείο επαφής της εφαπτομένης με τη gC . 

    Οπότε    0 0 0 0g x f 2 2 2x 2 2 2x 4 x 2              και  g 2 2      

    To σημείο  2,g( 2)    ανήκει στην (ε) οπότε  g 2 10 2 10 5          

 

 δ) i. H (ε) τέμνει τους άξονες στα σημεία  3,0  και  0,6  . 

       2 23 6 45 3 5         

     Έστω      0,y t , x t ,0  οι συντεταγμένες του πάνω και κάτω  

     άκρου του πάσσαλου την τυχαία χρονική στιγμή t. 

    Αν  t  η γωνία θ την τυχαία χρονική στιγμή t τότε    

    
 

   
 x t x t

t t t
3 5 3 5


        (1) 

    Για 0t t :      
   0 0

0 0

x t y t
1 t t

3 5 3 5


       0

1
t

3 5
    

      0 0

1
3 t 1 t rad / sec

3
        

ii.  
 

         
y t

t y t 3 5 t y t 3 5 t t
3 5

          . 

     Για 0t t :      

        0 0 0y t 3 5 t t 3 5    
 0x t

3 5


 
2

23 5 31
2m / sec

3 3


 
      
 

 

 

Θέμα 7 
 

α) Έστω 1 2x ,x   με            3 3

1 2 1 2f x f x 1 f x f x 2     

             3 3

1 1 2 2 1 21 2 f x f x f x f x x x       . 

   Άρα η f είναι 1-1 οπότε αντιστρέφεται. 

   Έστω 3 4x ,x   με 3 4x x

3 4x x e e (3)    και 3 4 3 4x x x 1 x 1(4)      

         3 4x x

3 4 3 43 4 e x 1 e x 1 g x g x         . 

  Επομένως η g είναι γνησίως αύξουσα και 1-1 οπότε αντιστρέφεται. 

 

β)      3f x f x x 5 

Θέτουμε  f x y  οπότε    3 1 35 x y y f y y y       . 

   Άρα η αντίστροφη της f έχει τύπο  1 3f x x x   . 

Η 1f   είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο     1 2f x 3x 1    . Οπότε    1f 0 1    
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γ) Γνωρίζουμε ότι   1g g x x   (6). Mε παραγώγιση κατά μέλη στην (6) έχουμε: 

            
  

1 1 1

1

1
g g x g x 1 g x

g g x

  



     


 

      
    

1

1

1 1 1
g 2

g 0 2g g 2






  


. 

             1 xg 0 2 g 2 0 , g x e 1 g 0 2             

 

δ)             
x 0

3 2

0

5 f 0 f 0 0 f 0 f 0 1 0 f 0 0




          

           
 

2

2

0

x
5 f x f x 1 x f x

f x 1

    


 (6)  οπότε  

    
 

 
2

x
f x x x f x x

f x 1
     


 

    
x 0 x 0
lim x 0 lim x
 

    άρα  
x 0
limf x 0


  από κριτήριο παρεμβολής. 

    
 

 2

f x 1
6

x f x 1
 


 οπότε 

 

 2x 0 x 0

f x 1
lim lim 1

x f x 1 
 


. 

   Επομένως η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 με  f 0 1  . 

 

Θέμα 8 
 

α) Επειδή το Α είναι σημείο της fC ισχύει ότι:  f 1 1 2 1 1        

   Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  f x 2x
x


    και  

2
f x 2

x


    . 

  Επειδή η f έχει σημείο καμπής στο x 1  είναι  f 1 0 2 0 2       . 

  Τότε    2 2
f x 2ln x x 2, f x 2x

x
       και  

2

2
f x 2

x
    . 

  Είναι  
x 0

2

2 2

2 2
f x 0 2 0 2 x 1 x 1

x x



            . 

  Για κάθε x 1  είναι    f x 0 f 1,   o  και για κάθε  x 0,1  είναι  

      f x 0 f 0,1   l . Η f όντως έχει σημείο καμπής το Α. 

 

β) Πρέπει 
4 2

2

2

x 2x 1
0 x 0 x 0

4x

 
     . Τότε 

        
4 2

2 2
2 2 2 4 2

2

x 2x 1
ln x 1 0 ln x 1 ln 4x x 2x 1 0

4x

 
            

      
2 22 4 2 2ln x 1 x 2x 1 ln 2x 4x       

 
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      
2 2 22 2ln x 1 x 1 2ln 2x 2x       

          
2 22 2 22ln x 1 x 1 2 2ln 2x 2x 2 f x 1 f 2 x           (1) 

    Είναι    
2

f x 2x 0 f 0,
x

     1  

    1     
f

2 2f x 1 f 2 x x 1 2 x     
1

 
22

x 2 x 1 0 x 1 0 x 1 x 1            

 

γ) Είναι    2

x 0 x 0
lim f x lim 2ln x x 2

  
      και    2

x x
lim f x lim 2ln x x 2
 

     

   2

2 2x

ln x 2
lim x 2 1

x x

  
     

  
 , γιατί  

   
2 2x DLH x x

1
ln x 1xlim lim lim 0
x 2x 2x

 
 
 

  
    οπότε      

  
2 2x

ln x 2
lim 2 1 1

x x

 
   

 
 

   Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  0, ,  

   το σύνολο τιμών της είναι:   

          
xx 0

f A lim f x , lim f x ,
 

     . 

   Επειδή k  υπάρχει μοναδικός  1 fx A 0,    τέτοιος, ώστε  1f x k . 

 

δ) 
2

2 21 e
2ln x x 2 x e 2

e


      

   
2 2

2 2 22 2e 2 2e
2ln x x 2 x e 2 f x x e

e e

 
         

  Επειδή  η f είναι κυρτή η γραφική της παράσταση βρίσκεται πάνω από κάθε  

  εφαπτομένη της εκτός από το σημείο επαφής. Αρκεί η 
2

22 2e
y x e

e


  να είναι  

   εφαπτομένη της fC .Για το λόγο αυτό πρέπει να υπάρχει  0x 0,   τέτοιο, ώστε  

   
2

0

2 2e 2
f x 2e

e e


    . Παρατηρούμε ότι  

    
2

f e 2e
e

   . Η εφαπτομένη της fC  στο 0x e  είναι: 

           
2

2 2 2e
y f e f e x e y 2lne e 2 x e

e

 
          

 
 

   
2 2

2 2 22 2e 2 2e
y 2 e 2 x 2 2e y x e

e e

 
         , άρα  

2
22 2e

f x x e
e


    
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   για κάθε x 1 . 

 

Θέμα 9 
 

α)              f x 2f x f x f x f x 2f x        

2               
2

f x f x f x f x f x 2f x f x      

          
2

2 f x 2f x f x 2f x f x          22f x f x f x
          

     22f x f x f x c, c    . Για x 0  είναι c 0 , άρα 

            2 2 2 2 x

1 12f x f x f x f x f x f x c e , c
        

Για x 0  είναι 1c 1 , άρα  2 xf x e . 

Επειδή    2f x 0 f x 0   και αφού η f είναι συνεχής, διατηρεί σταθερό 

πρόσημο. Επειδή  f 0 1 0   είναι  f x 0  για κάθε x , άρα  
x

x 2f x e e 

. 

 

β) Έστω ότι υπάρχουν 1 2x ,x   με 1 2x x :    1 2g x g x , τότε 

       

     
1 2g x g x

1 2 2 2
1 2

g x g x
e e f g x f g x

2 2
     , οπότε και 

         1 1 2 2 1 2f g x g x f g x g x x x      άτοπο. Άρα 

   1 2g x g x g  1 . 

 

γ) g 1 1 1  και αντιστρέφεται. 

Έστω  g x y , τότε η αρχική σχέση γίνεται:  f y y x   δηλαδή  

   1g y f y y   ,  y  άρα και    
x

1 2g x f x x e x, x       

 

δ) 

  

             
g g x

2 22e g g x g x 0 f g g x g g x g x        (1) 

Αντικαθιστώντας στη σχέση     f g x g x x  (1)  όπου x το  g x  προκύπτει: 

        f g g x g g x g x  , οπότε η (1) γίνεται: 

     
g

2 2 2g x g x x x x x 0 x x 1 0 0 x 1           
1

. 

 

ε) Αρχικά θα βρούμε τα  g 1  και  g 1 . 

Έστω ότι  g 1   , τότε  1g 1   . Παρατηρούμε όμως ότι  1g 0 1  , άρα 

   
1 1

1 1g g 0 0


       
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   
 

 

 1

0

g x y 0

y y1x 1 y 0 y 0 DLH y 0x g y
2 2

g x g 1 y y 1 2
lim lim lim lim

x 1 g y 1 31
e y 1 e 1

2



 
   

   


   

 
  

, άρα 

 
2

g 1
3

  . 

Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξίσωση:     
2 2

y g 1 g 1 x 1 y x
3 3

      . 

 

στ)     
 

 
g x

2f g x g x x e g x x      (3) 

Επειδή η g είναι παραγωγίσιμη στο  και τα δύο μέλη της σχέσης (3) είναι 

παραγωγίσιμες συναρτήσεις, οπότε:  

 

 
   

   
 

   

g x g x g x

2 2 2

g x

2

g x 2
e g x 1 e g x 1 g x e 2 2 g x

2
e 2

   
              

   
    

Επειδή η g είναι παραγωγίσιμη, η συνάρτηση 
 g x

2

2

e 2

 είναι παραγωγίσιμη στο  

ως πηλίκο και σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων, άρα η g  είναι 

παραγωγίσιμη με:  

 

 

 

 
 

g x

2 g x

2

2 2
g x g x

2 2

2 e 2
e g x

g x 0 g

e 2 e 2

 
 

         
   

    
   
   

4 . 

Επειδή η g είναι κοίλη βρίσκεται κάτω από κάθε εφαπτομένη της, εκτός του 

σημείου επαφής τους, άρα      
2 2

g x y g x x 3g x 2x 2 0
3 3

        . 

 

Θέμα 10 
 

α)            
x

x x xe 1
xf x xf x e f x f x f x e f x e

x x

             

             x x xf x e ln x f x e ln x c f x e ln x c , c           

   Είναι  f 1 e ce e c 1     , άρα    xf x e ln x 1 , x 0   . 

 

β) Είναι    x x x1 1
f x e ln x 1 e e ln x 1

x x

 
       

 
.  

   Έστω  
1

g x ln x 1 , x 0
x

    . 
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   Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  
2 2

1 1 x 1
g x

x x x


     

   Για κάθε x 1  είναι    g x 0 g 1,   1  και για κάθε 0 x 1   είναι  

      g x 0 g 0,1   2 . Η g έχει ελάχιστο στο 0x 1  το  g 1 ln1 1 1 2    , άρα  

    g x 2  άρα  g x 0  για κάθε x 0 , άρα  f x 0   και  f 0,1 . 

 

γ) x xln x ke 1 0 ln x 1 ke         

      xe ln x 1 k f x k     

   Είναι    x

x x
lim f x lim e ln x 1
 

     και  

     x

x 0 x 0
lim f x lim e ln x 1

  
    , και επειδή η  f είναι  

   συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  0, , έχει σύνολο  

   τιμών το . 

   Άρα για κάθε τιμή του k , η εξίσωση  f x k έχει  

   ακριβώς μία ρίζα. 

 

δ) Η f   είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  

      x x x

2 2

1 1 1 2 1
f x e ln x 1 e e ln x 1

x x x x x

     
              

     
 

    Έστω  
2

2 1
h x ln x 1 , x 0

x x
     . Η h είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με 

    
2

2 3 3

1 2 2 x 2x 2
h x

x x x x

 
     . Επειδή το τριώνυμο 2x 2x 2   έχει  

   4 0    , είναι 2x 2x 2 0   , άρα    h x 0 h 0,   1 . 

    
2

2 2
x 0 x 0 x 0

2 1 x ln x 2x 1
lim h x lim ln x 1 lim 1

x x x    

   
         

   
, γιατί 

    
2

2

DLHx 0 x 0 x 0 x 0

2 3

1
ln x xxlim x ln x lim lim lim 0
1 2 2

x x

   

 
 
 

   

 
     

 

 και  

  
2

x 0

x ln x 2x 1
lim

x

 
   

    
2x x

2 1
lim h x lim ln x 1

x x 

 
      

 
. 

   Επειδή η h είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα έχει σύνολο τιμών το . 

   Επειδή το 0 βρίσκεται στο σύνολο τιμών της h, υπάρχει μοναδικό 0x 0  τέτοιο,  

   ώστε  0h x 0 . Για κάθε        
h

0 0 0x x h x h x 0 f x 0 f x ,       
1

o . 

   Για κάθε        
h

0 0 00 x x h x h x 0 f x 0 f 0,x       
1

l . Η f έχει  

http://www.askisopolis.gr/


www.askisopolis.gr  Θέματα Παραγώγων 

14

   μοναδικό σημείο καμπής στο 0x . 

 

Θέμα 11 
 

α) Έστω ότι η f παρουσιάζει μέγιστο στο 2, τότε        f x f 2 f x f 2 0    . 

   Για κάθε  x 2,4  είναι x 2 0  , άρα 
   f x f 2

0
x 2





, οπότε και  

   
   

x 2

f x f 2
lim 0

x 2




  
(1). 

   Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο 2, ισχύει ότι 

    
   

 
x 2

f x f 2
f 2 lim f 2 0

x 2


   


 άτοπο. Άρα η f δεν έχει μέγιστο στο 2. 

 

β) Επειδή    f 2 7 f 4   και η f είναι συνεχής στο  2,4 , λόγω του       

    θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών υπάρχει  1x 2,4 τέτοιο, ώστε  1f x 7 . 

 

γ) Για την f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. σε καθένα από τα διαστήματα  12,x  και  1x ,4 ,  

    οπότε υπάρχουν  1 2x ,x 2,4 τέτοια, ώστε: 

     
   

 
1 1

2

1 1 2

f x f 2 x 22 1
f x

x 2 x 2 f x 2

 
    

 
 και  

     
   

 
1 1

3

1 1 1 3

f 4 f x 4 x9 7 2 1
f x

4 x 4 x 4 x f x 2

 
     

  
 

    
   

11 1

2 3

xx 2 4 x1 1

f x f x 2 2

 
   

 

12 4 x  
1

2
   

     
   

   
       3 2

3 2 2 3

2 3

f x f x
1 f x f x f x f x

f x f x

 
      

 
 

 

δ)  
 

       
f x 1

f x 4 xf x 4x f x 1 xf x f x 4x 1 0
x


              

   Έστω      2g x xf x 2x x, x 2,4    . 

   Η g είναι συνεχής στο  2,4  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη  

   στο  2,4  με      g x xf x f x 4x 1     . 

   Επιπλέον    g 2 2f 2 8 2 10 10 0      ,    g 4 4f 4 32 4 36 36 0      ,  

   δηλαδή    g 2 g 4 , άρα λόγω του θεωρήματος Rolle, η εξίσωση  

        g x 0 xf x f x 4x 1 0        έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  2,4 . 
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ε) Επειδή  f x 0  για κάθε  x 2,4 και η f  είναι συνεχής, θα είναι γνησίως  

   αύξουσα στο  2,4 . Για κάθε        
f

2 x 4 f 2 f x f x 0 f 2,4


        
1

1 . 

   Επειδή  f 2 5  και  f 4 9 , η f έχει σύνολο τιμών το  5,9 . 

 

στ) Έστω  x 2,4 .Για την f εφαρμόζεται το θεώρημα μέσης τιμής σε καθένα από  

   τα διαστήματα  2,x  και  x,4 , οπότε υπάρχουν  1 2,x   και  2 x,4   τέτοια,  

   ώστε:     

    
     

1

f x f 2 f x 5
f

x 2 x 2

 
   

 
  και  

     
2

f 4 f x 9 f x
f

4 x 4 x

 
   

 
  

    Είναι  
 

 1

f x 5
f 2 2 f x 2x 1

x 2


       


(1) και 

    
 

   2

9 f x
f 2 2 9 f x 8 2x f x 2x 1

4 x


           


 (2) 

   Από τις (1),(2) είναι  f x 2x 1   για κάθε  x 2,4 . Επειδή  f 2 2 2 1 5      

   και  f 4 2 4 1 9    , είναι  f x 2x 1   για κάθε  x 2,4 . 

 

Θέμα 12 
 

α)                
   2

2 2

ln x x ln x x1 ln x
f x f x f x f x f x f x f x

x x

             

   ή         
ln x ln x

f x f x f x f x c, c
x x

       
 

. 

   Για x 1  είναι c 0 , άρα          
ln x

f x f x 2f x f x 2ln x ln x 0
x

      ή  

     2 2f x ln x 0


  . 

   Θεωρούμε τη συνάρτηση      2 2g x f x ln x, x 1,3   . 

   Η g είναι συνεχής στα διαστήματα  1,2  και  2,3  ως άθροισμα συνεχών  

   συναρτήσεων και παραγωγίσιμη σε καθένα από τα διαστήματα  1,2  και  2,3  με  

        
1

g x 2f x f x 2ln x
x

    .  

   Είναι        2 2 2 2g 1 f 1 ln 1 0, g 2 f 2 ln 2 0       και    2 2g 3 f 3 ln 3 0   ,  

   δηλαδή      g 1 g 2 g 3  , άρα λόγω του θεωρήματος Rolle υπάρχουν  1x 1,2   

   και  2x 2,3  τέτοια, ώστε  1g x 0   και  2g x 0  .  

   Η συνάρτηση  g x  είναι συνεχής στο διάστημα  1 2x ,x  και παραγωγίσιμη στο  

    1 2x ,x  με         
2

2

1 ln x
g x 2 f x 2f x f x 2

x


     . Επειδή  
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      1 2g x g x 0   , λόγω του θεωρήματος Rolle, υπάρχει    1 2x ,x 1,3     

   τέτοιο, ώστε :         
2

2

1 ln
g 0 2 f 2f f 2 0

 
           


 

         
2

2

1 ln
f f f

 
     


 

 

β) Από το ΘΜΤ υπάρχει  x,x 1   τέτοιο ώστε      f f x 1 f x     . 

      f x 0 f 1,   2 , Είναι      
f

x x 1 f x f f x 1


          
2

. 

   Είναι  
x
lim f x 0


   και    
x 1 u

x u u
lim f x 1 lim f u 0

 

  
    , άρα και  

       
x
lim f x 1 f x 0


   . 

 

γ) Επειδή η f   είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  1,   , το σύνολο τιμών  

   της είναι το        
x

f lim f x ,f 1 0,f 1


      
, άρα  f x 0   για κάθε x 1 ,  

   οπότε η f  είναι γνησίως αύξουσα στο  1, . Για κάθε x 1  είναι  

        f x f 1 f x 0   . 

Θέμα 13 
 

α) Έστω    2g x ln x 1 x, x    .  

   Η g είναι παραγωγίσιμη στο  με  
 

22

2 2 2

x 12x 2x x 1
g x 1

x 1 x 1 x 1

 
     

  
. 

   Είναι  g x 0   για κάθε x 1  και επειδή η g είναι συνεχής, είναι γνησίως  

   φθίνουσα στο . Για κάθε x 0  είναι      2g x g 0 0 ln x 1 x     . 

 

β) Παρατηρούμε ότι      2 2f 0 3 0 1 ln 0 1 1 3 3 3 0        
 

. 

   Η f είναι παραγωγίσιμη στο  με   

       2 2f x 6x ln x 1 1 3 x 1      
  2

2x

x 1

26x     

      2f x 6xln x 1 6x    6x   2 26x 6x ln x 1 x     

   Για κάθε x 0  είναι    2 2ln x 1 x ln x 1 x 0      , άρα  

     f x 0 f 0,   2  και για κάθε      
g

2x 0 g x g 0 ln x 1 x 0      
2

,  

   άρα    f x 0 f ,0   2 . 

   Επειδή η f είναι συνεχής στο x 0  είναι γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισμού της,  
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   οπότε η x 0  είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης  f x 0 . 

γ)  
 

 
 

3 3
2 2

2 2

2x 3 2x 3
ln x 1 1 ln x 1 1

3 x 1 3 x 1

     
       

 
 

      2 2 33 x 1 ln x 1 1 2x 3      
 

 

        2 2 33 x 1 ln x 1 1 2x 3 f x        
 

 

   Είναι    
2x 1 u

2 2

x u u
lim x 1 ln x 1 lim u ln u

 

  
      και  3

x
lim 2x 3


    , άρα  

   
x
lim f x


   

   Είναι  
   2 2

3

3 3x x

x 1 ln x 1 1 3
lim f x lim x 3 2

x x 

    
      

 
 

γιατί 

  
     2 2 22

3 2x x

x 1 ln x 1 1 ln x 1 1x 1
lim lim 0

x x x 

      
    αφού  

  
2 2

2x x

x 1 x
lim lim

x 




2x
1  και 

 2
2

x DLH x x

2x
ln x 1 1 2 xx 1lim lim lim

x 1

 
 
 

  

 
 

2x
0  

   Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο , το σύνολο τιμών της είναι: 

         
x x

f A lim f x , lim f x
 

  . Επειδή  f A  και η f είναι γνησίως  

   φθίνουσα, η εξίσωση  f x    έχει  μοναδική λύση στο . 

 

δ)      2 2 2 21 1 e ln 1 1 lne              

      2 2ln 1 ln 1         

    Επειδή  2ln x 1 x    για κάθε x 0 , είναι:  2ln 1    ,  2ln 1     και με  

    πρόσθεση κατά μέλη:    2 2ln 1 ln 1        . 

 

Θέμα 14 

α)  
           

x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 f x f 0 f x f x
f 0 0 lim lim 0 lim lim 0

x x x x      

 
         

   Επειδή 
 

x 0

f x
lim 0

x
  είναι  

 f x
0

x
  για τιμές του x θετικές και πολύ κοντά στο 0. 

   Άρα υπάρχει 1x 0  τέτοιο, ώστε 
 

 1

1

1

f x
0 f x 0

x
   . 

   Επειδή    1f x f 2 0  και η f είναι συνεχής (αφού είναι παραγωγίσιμη) από το  

   θεώρημα Bolzano υπάρχει   1 0,2   τέτοιο, ώστε  1f 0  . 
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β)  Από το Θ.Μ.Τ για την f υπάρχει  1 1,2    τέτοιο, ώστε  

    
   1

1

1 1

f 2 f 2
f 0

2 2

 
    

 
. 

   Από το Θ.Μ.Τ για την f  , υπάρχει  10,   τέτοιο, ώστε: 

    
   1

1

f f 0
f 0

  
   


 

 

γ) Η εφαπτομένη της fC  στο   0,f 0  είναι η ευθεία ε:  

        y f 0 f 0 x y f 0 x     . 

   Επειδή η f είναι κυρτή στο  ,0  βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της  

   εκτός του σημείου επαφής, άρα    f x f 0 x . 

   Είναι   
x
lim f 0 x


   , οπότε και  
x
lim f x


  . 

    

δ) Επειδή η fC έχει πλάγια ασύμπτωτη στο   την ευθεία y x , ισχύει ότι  

   
 

x

f x
lim 1

x
 . 

   Όμως 
   

 
x DLH x x

f x f x
lim lim lim f x

x 1

 
 
 

  


  , άρα  

x
lim f x 1


  . 

 

Θέμα 15 
 

α) Επειδή η f είναι συνεχής στο  ,   παρουσιάζει ελάχιστη και μέγιστη τιμή στο  

   διάστημα αυτό. Επειδή    f f f
2

  
     

 
 η f δεν παρουσιάζει μέγιστο σε  

   κανένα από τα x   και x   , οπότε θα υπάρχει  0x ,    στο οποίο η f θα  

   παρουσιάζει μέγιστο. Τότε από το θεώρημα Fermat είναι  0f x 0  . 

 

β) Έστω ότι    f x f x  για κάθε  x ,   . Είναι  

         x xf x f x e f x e f x 0      . Έστω      xg x e f x , x ,    .  

   Είναι        x xg x e f x e f x 0 g ,       1 . 

    Είναι    
g

2g g e f e f
2 2 2




        
          

   

1 0

   

   f 0
2

 
 

 
 άτοπο. Άρα υπάρχει  ,    τέτοιο, ώστε    f f    . 
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γ)  Από το Θ.Μ.Τ για την f υπάρχουν 1 ,
2

  
   

 
 και 2 ,

2

 
   

 
 τέτοια,  

   ώστε  
   

1

f f f f
2 2

f 0

2 2

      
      

       
  



 και     

    
 

2

f f f
2 2

f 0

2 2

      
     

        
  



. 

   Από το Θ.Μ.Τ. για την f  , υπάρχει   ,    τέτοιο, ώστε  

    
   2 1

2 1

f f
f 0

   
   

  
. 

 

δ) Έστω      3 3g x f x x , x ,      . 

   Είναι    g f 0      και     3 3g f 0      , δηλαδή    g g 0    και  

   επειδή η g είναι συνεχής, λόγω του θεωρήματος Bolzano, η εξίσωση  g x 0   

     3 3f x x    έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  ,  . 

 

Θέμα 16 
 

α) i. Για x 2  είναι    12f 2 0 f 2 0   και όμοια για x 2   προκύπτει  

       f 2 0  . 

 

   ii. Έστω ότι  f x 0  για κάθε  x 2,2  . 

     Θεωρούμε τη συνάρτηση  
 

 
23x 12

g x ,x 2,2
f x


   .  

     Η g είναι συνεχής στο  2,2  και παραγωγίσιμη στο  2,2  με  

     
     

 

2

2

6xf x 3x 12 f x
g x

f x

 
   

     Επειδή    g 2 g 2 0   , από το Θ.Rolle υπάρχει  2,2   τέτοιο, ώστε  

     g 0   
     

 
     

2

2

2

6 f 3 12 f
0 6 f 3 12 f

f

     
       


 που είναι  

     άτοπο. Άρα η f έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  2,2 . 

 

  β) i.         
2

2 2 23x 12 f x 6xf x 3x 7 3x 12         
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     

 

 
 

2

2 3

2 2
2

3x 12 f x 6xf x f x
3x 7 x 7x

3x 123x 12

    
      

  
 

     
 

    3 2 3

2

f x
x 7x c f x 3x 12 x 7x c , c

3x 12
        


 

      Είναι  f 0 12c 12c 48 c 4         και     2 3f x 3x 12 x 7x 4      

       5 3 2f x 3x 33x 12x 84x 48     . 

     Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο  2,2 , είναι και συνεχής στο διάστημα αυτό. 

     Άρα    
x 2

f 2 lim f x 0


    και    
x 2

f 2 lim f x 0


   οπότε    

       5 3 2f x 3x 33x 12x 84x 48,x [ 2,2]       . 

 

 ii. Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο  2,2 , είναι και συνεχής στο διάστημα αυτό. 

     Άρα    
x 2

f 2 lim f x 0


    και    
x 2

f 2 lim f x 0


   

     Έστω    3h x x 7x 4, x 2,2     . Είναι  h 2 8 14 4 10 0       ,  

      h 2 8 14 4 2 0      , δηλαδή    h 2 h 2 0   και επειδή η H είναι συνεχής  

     στο  2,2 , λόγω του θεωρήματος Bolzano υπάρχει  1x 2,2   τέτοιο, ώστε  

      1h x 0 . 

     Είναι         2 3 2

1 1 1 1 1 1f x 3x 12 x 7x 4 3x 12 h x 0       , άρα η εξίσωση  

     f x 0  έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  2,2 . 

 

Θέμα 17 
 

α) Έστω  
 f x 3x

g x , x 2
x 2


 


, τότε     f x g x x 2 3x   . Επειδή η f είναι  

   παραγωγίσιμη στο  είναι συνεχής στο x 2 , άρα  

         
x 2 x 2

f 2 limf x lim g x x 2 3x 6
 

         

 

β) 
   

x 2 x 2

f x 3x f x 6 3x 6
lim 1 lim 1

x 2 x 2 

   
   

 
 

   
     

x 2

3 x 2f x f 2
lim

x 2




 x 2
1

 
   
 
 

   f 2 3 1 f 2 4     . 

   Η εφαπτομένη είναι η  ε:     y f 2 f 2 x 2 y 4x 2       

 

γ) Έστω      h x f x x 3, x 2,4    . Είναι  

          h 2 f 2 5 1 0, h 4 f 4 4 3 1 0          , δηλαδή    h 2 h 4 0  και  
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   επειδή η h είναι συνεχής, λόγω του θεωρήματος Bolzano, υπάρχει  0x 2,4   

   τέτοιο, ώστε      0 0 0 0 0h x 0 f x x 3 0 f x x 3         

 

δ) i. Επειδή    f 2 f 4 ,από το θεώρημα Rolle υπάρχει  2,4  τέτοιο, ώστε  

    f 0   . 

   Επειδή η f είναι κοίλη, η f   είναι γνησίως φθίνουσα στο . 

    Για κάθε        
f

2 x f 2 f x f 0 f 2,


           
2

1  και 

   για κάθε        
f

x 4 f f x f x 0 f ,4


           
2

2 .  

   Η f παρουσιάζει μέγιστο στο ξ. 

   

  ii. Από το Θ.Μ.Τ. για την f υπάρχει  1 2,x  ,  x 2,3  τέτοιο, ώστε 

    
     

1

f x f 2 f x 6
f

x 2 x 2

 
   

 
. 

    Επειδή  f x 4   για κάθε  x 2,3  είναι και 

    
 

 1

f x 6
f 4 4 f x 4x 2

x 2


       


 (1). 

   Από το Θ.Μ.Τ. για την f υπάρχει  2 x,3   τέτοιο, ώστε  

    
     

2

f 3 f x 10 f x
f

3 x 3 x

 
   

 
. 

   Επειδή  f x 4   για κάθε  x 2,3  είναι και  

    
   

 2

f 3 f x
f 4 4 f x 4x 2

3 x


      


 (2). 

   Από τις (1),(2) προκύπτει ότι  f x 4x 2   για κάθε  x 2,3 . Επειδή  f 2 6   

   και  f 3 10 , είναι  f x 4x 2   για κάθε  x 2,3 . 

 

Θέμα 18 

 

α) Επειδή η f   είναι συνεχής και  f x 0   για κάθε  x ,   , η f   διατηρεί  

   σταθερό πρόσημο στο  ,  . Από το Θ.Μ.Τ για την f, υπάρχει  , :    

    
   f f

f 0
  

   
 

, άρα και  f x 0 f   γνησίως αύξουσα στο  ,  . 

 

β) Η f είναι συνεχής σε καθένα από τα διαστήματα ,
2

 
 
 

 και ,
2

 
 

 
 και  

   παραγωγίσιμη στα ,
2

  
 
 

 και ,
2

 
 

 
, οπότε λόγω του Θεωρήματος  
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Μέσης Τιμής, υπάρχουν 1 ,
2

  
   

 
 και 2 ,

2

 
   

 
 τέτοια ώστε:      

 
   

1

f f f f
2 2

f

2 2

      
      

      
  



 και

 
   

2

f f f f
2 2

f

2 2

      
      

      
  



. 

Είναι 
   

   
f f

f 2f f f
2 2 2

        
         

   
 

   f f f f
2 2

     
        

   
   1 2f f    . 

Από το θεώρημα Rolle για την f  , υπάρχει  ,   τέτοιο, ώστε:  f 0    

 

γ)        
f

f f f 2f 2f 2f
2 2 2

       
              

   

1

 1  και  

   
f2 2

f f f
3 3

   
       

 

1

  2 .  

Με πρόσθεση κατά μέλη των  1 ,  2  έχουμε:  

   

       
2 2 1 2

3f 2f f 3f f f f f
2 3 3 2 3 3

              
                 

       

Επειδή η f είναι συνεχής στο  ,  , λόγω του θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών  

υπάρχει  0x ,    τέτοιο ώστε  0

2 1 2
f x f f

3 2 3 3

     
    

   
. 

 

Θέμα 19 
 

α)           f x f x 1
x e 1 f x x 1 e f x f x 1

x
         

      f x
e f x x ln x

        f x
e f x x ln x c     και αφού  f 1 0  τότε 

c 0  άρα 
   f x

e f x x ln x      1 . 
 

 

β) Θεωρούμε την   xh x e x   η οποία είναι γνησίως αύξουσα στο  αφού  

     xh x e 1 0    ,άρα είναι και 1 1 . 
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     f x ln x1 e f x e ln x     δηλαδή     

1 1

h f x h ln x


   f x ln x . 

 

γ) Επειδή η g είναι παραγωγίσιμη στο , είναι συνεχής στο  1,x  ,x 1  και  

   παραγωγίσιμη στο  1,x ,  άρα λόγω του θεωρήματος μέσης τιμής υπάρχει  1,x  

   τέτοιο, ώστε:  
     g x g 1 g x

g
x 1 x 1


   

 
. 

   Επειδή η g είναι κυρτή, η g είναι γνησίως αύξουσα στο . 

   Είναι       
g

2

ln x
1 x g 1 g g x 1

x



          
1

. 

   Όμως      
2

ln1
1 g 1 1 1 g 1 1 g 1 1

1
          , άρα        

   
 

 
 

 
2 2 2

g x x 1 ln xln x ln x
1 g 1 1 1 x 1 g x x 1

x x 1 x x


              


 

   
   

 
2

x 1 ln x
0 g x x 1

x


     

   Είναι 
 

2 2x DLH x x

x 1
ln xx 1 ln x ln x x 1xlim   lim lim 0

x 2x 2x 2x





  


  

    
 

, γιατί 

   
2 2x DLH x x

1
ln x 1xlim   lim lim 0
2x 4x 4x





  
    και 

2 2x x x

x 1 x 1
lim lim lim 0

2x 2x 2x  


   . 

   Από το κριτήριο παρεμβολής είναι και    
x
lim g x x 1 0


      άρα η ευθεία  

   y x 1   είναι πλάγια ασύμπτωτη της gC  στο  . 

 

δ) Είναι  
1

f x 0
x

    άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  0, , οπότε είναι και  

   1-1 και αντιστρέφεται. Είναι   yf x y ln x y x e     , άρα  1 xf x e , x    

 

      

0

x x00
1 x

DLHx 0 x 0 x 0 x 0

2

e 1 e
lim f x 1 f x lim e 1 ln x lim lim

1 1 1

ln x ln x x

   

 
 

  


   


        
   

 

 

                                             
 x 2

x 0
lim xe ln x 0


   γιατί 

  

2
2

DLH DLHx 0 x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

2 2

1 1
2ln x 2

ln x 2ln xx xlim x ln x lim lim lim lim lim 2x 0
1 1 1 1

x x x x

     

    
   
    

     
     

 
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Θέμα 20 
 

α)  Επειδή η f είναι κυρτή η f   είναι γνησίως αύξουσα στο  0,10 . 

Για κάθε      
f

0 x 10 f 0 f x f 10


      
1

  άρα  1 f x , δηλαδή  f x 0  , 

οπότε η f  είναι γνησίως αύξουσα στο  0,10 . Το σύνολο τιμών της f είναι:

        f 0,10 f 0 ,f 10 1,21     . 

 

β)  Η εφαπτομένη της fC  στο x 0  είναι η ευθεία  ε: 

      y f 0 f 0 x y x 1 x y 1 0         . 

Επειδή η f είναι κυρτή βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της στο διάστημα 

 0,10  εκτός του σημείου επαφής, άρα βρίσκεται πάνω και από την ε, δηλαδή 

 f x x 1   για κάθε  x 0,10 . 

 

γ)  Λόγω του θεωρήματος μέσης τιμής για την f, υπάρχει  1 0,10   τέτοιο ώστε: 

 
   

1

f 10 f 0 21 1
f 2

10 10

 
     .  

Επειδή η f   είναι συνεχής στο  10,  και παραγωγίσιμη στο  10, , λόγω του 

Θ.Μ.Τ υπάρχει  10,   τέτοιο ώστε  
   1

1 1 1

f f 0 2 1 1
f

   
    

  
.  

Είναι  1 1

1

1 1 1
0 10 f

10 10
       


. 

 

δ)  Αρκεί η εξίσωση    f x 3x 2 f x 3x 2 0       , να έχει ακριβώς μία ρίζα  

   στο διάστημα  0,10 .  Έστω      g x f x 3x 2, x 0,10    . 

Είναι    g x f x 3 0    , άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο  0,10 . 

Είναι    g 0 f 0 2 1 0      και    g 10 f 10 30 2 49 0      , δηλαδή 

   g 0 g 10 0  και επειδή η g είναι συνεχής στο  0,10  ως άθροισμα συνεχών  

συναρτήσεων, λόγω του θεωρήματος Bolzano η εξίσωση    g x 0 f x 3x 2     

έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  0,10 .  

Επειδή η g είναι γνησίως αύξουσα στο  0,10 , η ρίζα της g είναι μοναδική. 

 

Θέμα 21 

α) Επειδή    f x f x 0   για κάθε x , οι συναρτήσεις f  και f   είναι ομόσημες.  

   Άρα  f x 0  και  f x 0  για κάθε x , οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα ή  

   f x 0  και  f x 0  για κάθε x , οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα. Άρα η f  
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   είναι γνησίως μονότονη, οπότε και 1-1, άρα αντιστρέφεται. 

 

β)        2 2g x f x g x f x   , άρα       2 2g x f x
 
   

  2    g x g x 2     f x f x .  Επειδή  g x 0  και    f x f x 0   για κάθε x ,  

   από τη τελευταία ισότητα προκύπτει ότι  g x 0 g    γνησίως αύξουσα στο . 

 

γ)         x 2xf x f x e f x f x x e       

          x x 2x2f x f x 2 e f x e f x 2x 2e       

  
      2 x 2 2xf x 2e f x x e

 
       2 x 2 2xf x 2e f x x e c, c       

      
2

2 x 2x 2 x 2f x 2e f x e x c, f x e x c        . 

Για x 1  είναι   
2

f 1 e 1 c c 0     , άρα   
2

x 2f x e x   (1) 

Έστω     xh x f x e  . Επειδή 2x 0  για κάθε x 0 είναι  h x 0 , οπότε η h 

διατηρεί πρόσημο σε καθένα από τα διαστήματα  ,0  και  0, . Επειδή 

   h 1 f 1 e 1    είναι  h x 0  για κάθε x 0 , άρα η (1) γίνεται   

     x xh x x f x e x f x e x, x 0          . 

Επειδή     1h 1 f 1 e 1      είναι  h x 0  για κάθε x 0 και η (1) γίνεται  

     x xh x x f x e x f x e x, x 0          . Επειδή η f είναι συνεχής στο 

0x 0 είναι      
x 0 x 0

f 0 lim f x lim f x 1
  

   , άρα  
xe x, x 0

f x
1 ,x 0

  
 


, οπότε 

τελικά   xf x e x   για κάθε x . 

 

δ)   x x xf x e x e lne    . 

Έστω  x x ln x, x 0     και   xx e , x   . 

 Για το πεδίο ορισμού της συνάρτησης   ισχύει: 

  x

x D x

x D e 0 ύ





  
 

    
, άρα D  .Είναι 

       x xx x e lne f x      . 

 

ε) Η f είναι συνεχής σε καθένα από τα διαστήματα ,
2

 
 
 

, ,
2

  
 

 
 και  
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παραγωγίσιμη στα ,
2

  
 
 

 και ,
2

 
 

 
, οπότε λόγω του ΘΜΤ υπάρχουν 

1 ,
2

  
   

 
 και 2 ,

2

 
   

 
 τέτοια, ώστε 

 
  2

1

f f e e
2 2f

2 2




         

    
  



 και  

 
  2

2

f f e e
2 2f

2 2




        

    
  



 

 Είναι    
f

1 2 1 2f f


        
1

2 2e e e e
2 2

2 2

 

    
      

 
  

 

2 2 2e e e e 2e e e 2
2 2

  

      
          

2

 
  

22e e e


            2
e e

e
2

  
 . 

 

Θέμα 22 
 

α)            f x f x f x ln x f x f x f x ln x               

     
 

 
 

f x
f x ln x 1 f x x ln x x ln x

f x

            ln f x x ln x  

 ln f x x ln x c, c   . Για x 1  είναι  ln f 1 ln1 c c 0    , άρα 

   x xln f x x ln x ln x f x x    . 

β)    x 1 x x 1 x x 1f x x ln x ln x ln x x 1 ln               

    x ln x x 1 ln 0    (2). 

Έστω    h x xln x x 1 ln , x 0      . Η (2) γράφεται:    h x h 1 , οπότε η h 

παρουσιάζει μέγιστο στο x 1  που είναι εσωτερικό του πεδίου ορισμού της. Επειδή 

η h είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  h x ln x 1 ln     , από το θεώρημα 

Fermat ισχύει ότι:  h 1 0 1 ln 0 ln 1 e           . 

 

 
     

x 1x
ln x 1ln x

x ln x x 1 ln x 1 ln x ln x 1
x 1 x


        



 
x 1xx x 1


      f x f x 1  .
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Είναι  
xx ln x x ln xf x x e e    και      x ln x x ln xf x e x ln x e ln x 1 0      για 

κάθε x 1 , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  1, . Επειδή 1 x x 1    είναι 

και    f x f x 1  . 

 

δ) i. Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0,1  με          g x f x f 1 x f x f 1 x        

          
1 x 1 xx xg x x ln x 1 1 x x 1 x ln 1 x 1
 

          

    
1 xxg x x 1 x ln x 1


     ln 1 x 1    . 

         
1 xxg x 0 x 1 x ln x ln 1 x 0 ln x ln 1 x 0


             

  
1

ln x ln 1 x x 1 x 2x 1 x
2

         . 

Για κάθε 
1

x 0,
2

 
 
 

 είναι  
1

g x 0 g 0,
2

 
    

 
2  και για κάθε 

1
x ,1

2

 
 
 

 είναι  

 
1

g x 0 g ,1
2

 
   

 
1 . Η g έχει ελάχιστο το 

2
1

21 1 1 1 1
g f f

2 2 2 2 2

 
                         

 

. 

   

   ii. Επειδή η g έχει ελάχιστο στο
1

2
, ισχύει ότι  

1 1
g x g

2 2

 
  

 
 για κάθε  x 0,1 . 

Άρα     
1 1

g , g
2 2

    και με πρόσθεση κατά μέλη, είναι    g g 1    . 

 

Θέμα 23 

α)             2 2 22xf x x f x 3 f x 2xf x x f x f x 3x 0              

        2 22xf x x 1 f x 3x   , άρα  

        2 3f x x 1 x
      

      
3

2 3

2

x c
f x x 1 x c f x , c

x 1


      


 

    Είναι  
1 1 c 1

f 1 c 0
2 2 2


     , άρα  

    
3

2

x
f x

x 1



. 

 

β) Είναι  
 

     

 

 

2 2 3 2 24 2 4 4 2

2 2 2 2
2 2 2 2

3x x 1 x 2x x x 33x 3x 2x x 3x
f x 0

x 1 x 1 x 1 x 1

     
     

   
  

   για κάθε x 0  και αφού η f είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα στο .  Είναι   
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1 1

50 6050 6050 50 , 60 60  . 

   Έστω  
1

xg x x , x 0  . Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  

    
1

x

1 ln x ln x 1

ln xx x x x

1

ln x x
g x x e e e x

x

        
           

     

x 1

x
2 2

ln x
1 ln x

x
x x




  

   Είναι  
1 x 0
x

2

1 ln x
g x 0 x 0 1 ln x 0 ln x 1 x e

x


            

   Για κάθε x e  είναι    g x 0 g e,   2 . Είναι 
 g e,

e 50 60


  
2

    

     g 50 g 60     
1 1 f

50 60 50 6050 6050 60 50 60 f 50 f 60    
1

 

 

γ) Έστω     M x t ,y t  ,οι συντεταγμένες του υλικού σημείου τη χρονική στιγμή t   

   με     y t f x t  και  x t 0  .Είναι  
 

 

3

2

x t
y t

x t 1



 και  

             y t f x t f x t x t
    . 

   Επειδή ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του είναι ίσος με το ρυθμό μεταβολής  

   της τεταγμένης του, ισχύει ότι:  

                y t x t f x t x t x t f x t 1          
    

  

2 2

2
2

x t x t 3
1

x t 1


 


 

    4x t    2 43x t x t   22x t 1      2x t 1 x t 1    . 

   Αν  x t 1  τότε  
1 1

y t
1 1 2

 


, άρα 
1

M 1,
2

 
 
 

, ενώ αν  x t 1   τότε   

    
1 1

y t
1 1 2


  


, άρα 

1
M 1,

2

 
  
 

. 

 

Θέμα 24 
 

α) Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη και κυρτή, η f   είναι γνησίως αύξουσα στο .  

Είναι        
f

1 3  f 1 f 3 3f 3 f 3


      
1

   2f 3 0 f 3 0   . 

Για την f εφαρμόζεται το θεώρημα μέσης τιμής στο διάστημα  1,3 , οπότε υπάρχει 

 1,3  τέτοιο  ώστε  
       f 3 f 1 f 3 f 1

f
3 1 2

 
   


. 
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Είναι    
   

 
f f 3 f 1

1 3  f f 3 f 3
2

 
         

1

         f 3 f 1 2f 3 f 1 f 3 0      . Επειδή η f είναι συνεχής στο  1,3  και 

   f 1 f 3 0 , από το θεώρημα Bolzano υπάρχει  0x 1,3  τέτοιο ώστε  0f x 0 . 

 

β)  Επειδή  f 4 0 ,  f 3 0  και  f 1 0 , είναι      f 3 f 4 f 1  .  

Επειδή η f είναι συνεχής στο  1,3 , λόγω του θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών, 

υπάρχει  1x 1,3 τέτοιο ώστε    1f x f 4    1 . Αν η f ήταν 1 1 , τότε από την  1  

θα προ έκυπτε ότι 1x 4  που είναι αδύνατο αφού  1x 1,3 , άρα η f δεν μπορεί να 

είναι 1 1 . 

 

γ)  Επειδή      f 3 f 4 f 1   η f θα έχει ακρότατο σε σημείο 2x  του διαστήματος  

    1,4  που θα είναι διαφορετικό από τα άκρα του. Από το θεώρημα Fermat ισχύει  

   ότι  2f x 0  , δηλαδή η fC  δέχεται οριζόντια εφαπτομένη. 

 

δ)  Επειδή 21 x 4  και η f   είναι γνησίως αύξουσα, έχουμε:  

     2f x f 4 f 4 0     . Η εφαπτομένη της fC  στο x 4 , είναι: 

        y f 4 f 4 x 4 y xf 4 4f 4         

Επειδή η f είναι κυρτή βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της εκτός βέβαια από 

το σημείο επαφής, άρα      f x xf 4 4f 4    

Όμως      
x x
lim xf 4 4f 4 lim xf 4
 

             , άρα και  
x
lim f x


  . 

 

Θέμα 25 
 

α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  με   x 1f x e 2x 3     και   x 1f x e 2   . 

Είναι  f x 0  , άρα η f   είναι γνησίως αύξουσα στο . 

Παρατηρούμε ότι  f 1 0  , οπότε για κάθε x 1  είναι    f x f 1 0   , άρα η f 

είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,1 . 

Για κάθε x 1  είναι    f x f 1 0   , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  1,  

Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  
1 1 x

g x 1
x x


    . Είναι 

 
x 0

g x 0  1 x 0 x 1


       . 

Για κάθε  x 0,1  είναι  g x 0  , άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο  0,1 . 

Για κάθε  x 1,   είναι  g x 0  , άρα η g είναι γνησίως φθίνουσα στο  1, . 

 

β) 
x 1 2e ln x x 2x 0      x 1 2e x 2x ln x      
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   x 1 2e x 3x 1 ln x x 1           f x g x . 

Για κάθε    
f  

x 1  f x f 1 0   
1

  και    
g 

x 1  g x g 1 0   
2

, δηλαδή 

   f x g x . 

Για κάθε    
f

0 x 1  f x f 1 0    
2

 και    
g

0 x 1 g x g 1 0    
1

,δηλαδή 

   f x g x . Επειδή    f 1 g 1 0  , η x 1  είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης 

   f x g x . 

 

γ)  Επειδή    f 1 g 1 0  , οι f gC ,C  έχουν κοινό  

   σημείο με τον άξονα x΄x το  1,0 .Επειδή  

     f 1 g 1 0   , ο άξονας x΄x  

   εφάπτεται στις f gC ,C  στο  1,0 . 

 

δ) Έστω   x 1 3 2h x 3e 3x x 3xln x 3x 4      ,  

   x 0 . Είναι  

  x 1h x 3e 3   23x 3ln x 3   6x   

        x 1 2h x 3 e x ln x 2x 3 f x g x        

Για κάθε 0 x 1  είναι    f x g x , άρα  h x 0 h   γνησίως αύξουσα στο 

 0,1 . 

Για κάθε x 1 είναι    f x g x , άρα  h x 0 h   γνησίως αύξουσα στο  1, . 

Επειδή η h είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα στο  0,  και επειδή  h 1 0 , 

η x 1  είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης  h x 0 . 

 

Θέμα 26 

α)    xf x f x ln x 0            
ln x ln x

f x f x 2f x f x 2
x x

      

     2 2 2 2f x ln x f x ln x c, c
          (1). 

Από τη σχέση  (1)  για x e  έχουμε c 0  οπότε  2 2f x ln x (1). 

Επειδή 
2ln x 0  για κάθε x 1 , είναι    2f x 0 f x 0    και επειδή η f είναι 

συνεχής, διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  1, . Επειδή  f e 1 0   είναι 

 f x 0 , για κάθε x 1 , οπότε από την (1) προκύπτει ότι  f x ln x, x 1  . 

Επειδή η f είναι συνεχής στο x 1 , είναι    
x 1

f 1 lim f x 0


  , οπότε  f x ln x  

για κάθε x 1 . 
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β) Είναι  
1

f x 0 f
x

    γνησίως αύξουσα στο  1, , οπότε είναι και 1 1 , και  

   αντιστρέφεται. Θέτουμε   yf x y ln x y x e     , άρα  1 yf y e  . Είναι  

   yx 1 e 1 y 0     , άρα  1 xf x e ,  x 0 . 

 

γ) 
          f x 1 f x1 1 ln x 1 x x ln xe f x f x e 1 e e e e e 1 e

              

   x x x xex e e x 1 e ex e e e e x 1           

Από το Θ.Μ.Τ για την  1 tf t e  , υπάρχει  1,x , x 1   τέτοιο, ώστε  

   
   1 1 x

1
f x f 1 e e

f e
x 1 x 1

 

 
 

   
 

. 

Είναι 
x

x xe e
1 x e e e e e

x 1

 
         


 x xex e e e e x 1     . 

Επειδή για x 1  η σχέση  x xex e e e e x 1      ισχύει ως ισότητα, τελικά η 

σχέση αυτή ισχύει για κάθε x 1 . 

 

δ)   1 x ln x 1
f x x e x x ln x

x

        


. 

Έστω  
ln x

h x , x 1
x

  . Είναι  
2

1 ln x
h x

x


  . 

 
2

1 ln x
h x 0 0 1 ln x 0 ln x 1 x e

x


            

Για κάθε  x 1,e  είναι  h x 0 h   γνησίως αύξουσα στο  1,e  και για κάθε 

x e  είναι  h x 0 h   γνησίως φθίνουσα στο  e, . Η h έχει μέγιστο το 

 
1

h e
e

 , άρα  
1

h x
e

  για κάθε x 1 .  Αρκεί 
1 1

e
e
  


. 
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Θέμα 27 
 

α)     g x f x 2 0 g     [  και 1-1. 

Είναι    g 0 f 0 0  , άρα η x 0  μοναδική ρίζα αφού η g είναι 1-1 

Για      
g

x 0 g x g 0 g x 0    
[

 και για      
g

x 0 g x g 0 g x 0    
[

 

 

β) Είναι  f x 2 0 f    γνησίως αύξουσα στο . 

α΄ τρόπος 

Για κάθε x > 0 είναι        g x g 0 f x 2x 0 f x 2x       

Είναι 
x
lim 2x


   άρα και  
x
lim f x


   

   Για κάθε x < 0 είναι      g x 0 f x 2x 0 f x 2x      . 

   Είναι 
x
lim 2x


   άρα και  
x
lim f x


   

Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο , το σύνολο τιμών της είναι το 

      
x x

f A lim f x , lim f x
 

  . 

β΄ τρόπος 

Λόγω του ΘΜΤ για την f στο  0,x , x 0  υπάρχει  1 0,x   τέτοιο, ώστε 

 
   

1

f x f 0
f

x


   . 

Είναι  
 

 1

f x
f 2 2 f x 2x

x
        και το όριο στο   ομοίως. 

Λόγω του ΘΜΤ για την f στο  x,0 , x 0  υπάρχει  2 x,0   τέτοιο, ώστε

 
   

2

f 0 f x
f

x


  


.  

Είναι  
 

 2

f x
f 2 2 f x 2x

x


      


 και το όριο στο   ομοίως. 

 

γ) Επειδή το 2018 βρίσκεται στο σύνολο τιμών της f, η  f x 0  έχει μοναδική  

   ρίζα. 

 

δ) Επειδή 0    και α,β άκρα διαστήματος 0    . 

Επειδή  g 0 0 , το σημείο  0,0  είναι κοινό σημείο της fC  με την y 2x  και 

επειδή η g είναι γνησίως αύξουσα, είναι μοναδικό. 

 

 

Θέμα 28 
 

α)  Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  
ln x 2(ln x x)

f x 2 2
x x


    . 
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    Γνωρίζουμε ότι ln x x 1 x    για κάθε x 0 , άρα    f x 0 f 0,   2  

     

β) Είναι  
2

2(1 ln x)
f x

x


  . 

  
2

2(1 ln x)
f x 0 0 1 ln x 0 ln x 1 x e

x


            

   Για κάθε  x 0,e  είναι  f x 0   άρα η f είναι κυρτή στο  

   (0,e] . Για κάθε x e  είναι  f x 0   άρα η f είναι  

   κοίλη στο [e, ) .   

   Παρουσιάζει σημείο καμπής το   e,f e  δηλαδή το  

    e,1 2e . 

 

γ) Πρέπει ln x 0 x 1   . 

   2 22x 2
ln x ln x 2x 2 ln x 2x 2

ln x


            

f

1 1
f x f 1 x 1


  

>

  

   απορρίπτεται άρα η εξίσωση είναι αδύνατη. 

  

δ) Είναι    2

x 0 x 0
lim f x lim ln x 2x

  
    άρα η ευθεία  x = 0  

   δηλαδή ο άξονας y΄y είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της fC . 

Είναι
  2 2

x x x

f x ln x 2x ln x
lim lim lim 2 2

x x x  

 
     

 
 

αφού
2

x DLH x x DLH x

2ln x 1
2

ln x 2ln xx xlim lim lim lim 0
x 1 x 1

    
   
    

   
     και 

  
  2

x x
lim f x 2x lim ln x 2x
 

      2x    , άρα η fC  δεν έχει πλάγια  

   ασύμπτωτη. 

   
2

2

x x x

ln x
lim f x lim ln x 2x lim x 2

x  

  
       

  
, άρα η fC  δεν έχει και  

 οριζόντια ασύμπτωτη. 

 

 

ε) 
ln ln 2 ln ln 4 ln ln 4

2 2 2 2 2 2 4
e e e

     
           

     
 

   
4

f f 4
e

      . 

Επειδή η f είναι κυρτή στο (0,e] και κοίλη στο [e, )  η f   είναι γνησίως αύξουσα 

στο (0,e] και γνησίως φθίνουσα στο [e, ) , οπότε παρουσιάζει μέγιστο στο x = e. 

Άρα    
2

f x f e 2
e

     για κάθε x > 0.  
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Οπότε  
2

f 2
e

     ,  
2

f 2
e

     και με πρόσθεση κατά μέλη έχουμε ότι 

   
4

f f 4
e

      . 

 

στ)        1 11 ln ln 1 1 ln ln 1
                

   
   

ln 1 ln 1ln ln
2 2 2 2 f f 1

1 1

    
          

     
 που ισχύει αφού 

e 1      και η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο [e, ) . 

 

Θέμα 29 
 

α)    2 6f x 0 f x 0 x 0 x 0       . Μοναδική ρίζα της f το x 0 . 

 

β) Επειδή  f x 0  για κάθε x 0  και η f είναι συνεχής, διατηρεί σταθερό πρόσημο  

   σε καθένα από τα διαστήματα  ,0  και  0, . 

  Επειδή   3f 1821 1821 0    είναι  f x 0  για κάθε x 0  άρα   6 3f x x x   . 

  Επειδή   3f 1821 1821 0    είναι  f x 0  για κάθε x 0  άρα  

   6 3f x x x    . Άρα  

3

3

x , x 0

f x 0, x 0

x , x 0

 


 
 

, οπότε   3f x x   για κάθε x . 

γ) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  με   2f x 3x   . 

   Είναι  f x 0   για κάθε x 0  και επειδή η f είναι συνεχής, είναι γνησίως  

   φθίνουσα στο , οπότε είναι και 1-1 και αντιστρέφεται. 

     3 3f x y x y x y        

   Αν y 0 y 0     τότε  3x y  , ενώ αν y 0 y 0     τότε 3x y  .Άρα  

    
3

1

3

y, y 0
f y

y, y 0


  

 
 

, οπότε  
3

1

3

x, x 0
f x

x, x 0


  

 
 

. 

 

δ) Αν x 0 , τότε:    1 3 93f x f x x x x x           

    9 8x x 0 x x 1 0     
x 0

8x 0 ή x 1 x 1
 

     
 

. 

  Αν x 0  τότε    1 3 9 93f x f x x x x x x x 0            

   8x x 1 0   x 0  απορρίπτεται 
x 0

8ή x 1 x 1


   . Κοινά σημεία των fC και  

  1f
C  τα    0,0 , 1, 1  και  1,1 . 

 

http://www.askisopolis.gr/


www.askisopolis.gr  Θέματα παραγώγων 

35

 

Θέμα 30 
 

α) Το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ορθογώνιο στο Ο αν και μόνο αν 0    

      4 , 4 4 , 4 0        
24

2 2 2 2

2
16 4 0 1

  
          


 

       2f 1 f 1       (1).  Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  

    
2

x x x
f x

x

 
  . 

   Έστω    g x x x x, x 0,     . Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με 

    g x x   x x x    x x   . 

    Είναι  g x 0   για κάθε  x 0,   άρα η g είναι γνησίως φθίνουσα στο  0, . 

      
g

0 x g x g 0 x x x 0         
2

   f x 0 f 0,   2 . 

   Είναι  
x 0 x 0

x
lim f x lim 1

x  


   και  

x x

x
lim f x lim 0

x  


  . 

  Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  0,    έχει σύνολο τιμών: 

           
x x 0

f lim f x , lim f x 0,1
  

   . 

   Επειδή  1 f    η (1) είναι αδύνατη, οπότε δεν υπάρχει  0,
4

 
 

 
 τέτοιο ώστε  

   το τρίγωνο ΑΟΒ να είναι ορθογώνιο στο Ο.  

 

β) Το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισόπλευρο αν και μόνο αν             

        
2 2 22 24 4 4 4 2 4          

2 2 216 4 4 4      

    
24

2 2 2 2 2

2

1 1
16 3 4 3 f

3 3

  
             


 

3
f

3
   .  

   Επειδή  
3

f
3
   υπάρχει γωνία 0,

4

 
 

 
 ώστε το τρίγωνο ΟΑΒ να είναι  

   ισόπλευρο. 

 

Θέμα 31 
 
α) Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο  έχουμε: 

   
   

0

0

2h 0 DLH h 0

f 2h 2f h 2
lim lim

h

 
 
 

 

 


 f 2h 2   f h

2

 

h
  

   
       

h 0

f 2h f 0 f h f 0
lim

h

      


       
h 0

f 2h f 0 f h f 0
lim

h h

       
  

 
   

        2f 0 f 0 3f 0 0       f 0 0  γιατί  
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           

 

u
2h u h

2

h 0 u 0 u 0 u 0

f 2h f 0 f u f 0 f u f 0
lim lim 2lim 2f 0

uh u

2

  

   

       
    και 

   
           

 
h u h u

h 0 u 0 u 0 u 0

f h f 0 f u f 0 f u f 0
lim lim lim f 0

h u u

   

   

        
    


 

   Επειδή η f   είναι συνεχής και  f x 0   η f   διατηρεί σταθερό πρόσημο στο .  

   Επειδή  f 0 0   είναι  f x 0 f   3 . 

 

β) Είναι        g x f x x 0 g x g 0     , δηλαδή η g παρουσιάζει ελάχιστο στο  

  0x 0  που είναι εσωτερικό σημείο του πεδίου ορισμού της. Επειδή η g είναι  

   παραγωγίσιμη, λόγω του θεωρήματος Fermat, ισχύει ότι  g 0 0  . 

  Είναι  
         

x 0 x 0 x 0 x 0

f x xg x g 0 f x x f x
g 0 lim lim lim lim 1

x x x x      

 
      ,  

   οπότε  
   

x 0 x 0

f x f x
g 0 0 lim 1 0 lim 1 0

x x  

 
         

 
 

  
 

 
x 0

f x
lim 1 f 0 1

x

    

  Η εφαπτομένη της fC  στο 0x 0  είναι η ευθεία  

   ε:    y f 0 f 0 x y x     

   Επειδή 1      είναι ε//ζ. Επειδή η f είναι κυρτή  

   βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της εκτός του  

   σημείου επαφής, άρα το πλησιέστερο σημείο της fC   

   στην ευθεία ζ είναι το  0,0 . 

   Είναι  
2 2

0 0 2018 2018 2018 2
d , 1009 2

221 1

 
     


. 

 

γ) Για την f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ σε καθένα από τα διαστήματα 
x 2xe ,e    και  

   
2x 3xe ,e    , x 0 , οπότε υπάρχουν  x 2x

1 e ,e   και  2x 3x

2 e ,e   τέτοια, ώστε: 

   
   2x x

1 2x x

f e f e
f

e e


  


 και  

   3x 2x

2 3x 2x

f e f e
f

e e


  


. 

   Επειδή η f είναι κυρτή, η f   είναι γνησίως αύξουσα στο , οπότε: 

      
f

1 2 1 2f f


        
1    2x x

x

f e f e

e



 xe 1

   3x 2x

2

f e f e

e




 x xe 1
  

          x 2x x 3x 2xe f e f e f e f e    
         x 2x x x 3x 2xe f e e f e f e f e     

 

ε ζ 
Ο 
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                  x 2x 2x 3x x x 2x 3x xe f e f e f e f e e 1 f e f e f e       . 

 

Θέμα 32 
 

α) i. Αν 0  , τότε 
3 3x 0 x 0

x x x x
lim lim 0

x x 

    
  . 

    Αν 0  , τότε
3x 0 x 0

x x x
lim lim

x 

      


x  
3 3 2x 0 x 0

2x 2
lim lim

x x x 

 
     

    Αν 0  , τότε 
3x 0 x 0

x x x
lim lim

x 

     


x  
3 3 2x 0 x 0

2x 2
lim lim

x x x 
    . 

   ii. Αν 0  , τότε  
2

x x x

xx
limf x lim lim 1

x x  
    

    Αν 0  , τότε  
2 2

x x

x 3 x 3
limf x lim

x 

    
 


 

   
  

  

2 2 2 2

x 2 2

x 3 x 3 x 3 x 3
lim

x x 3 x 3


         


     
 

   

  

2 2 2

x 2 2

x 3 x 3
lim

x x 3 x 3


    


        

2 2

x 2 2

x 3 x 2
lim

x x 3 x 3


   


     
 

   
 

x

x
lim


  

 

x 2

x

 

  2 2x 3 x 3

 


      2

1

2
   

   Αν 0  , τότε  
2 2

x x x

x 3 x 3
limf x lim lim 1

x  

      
  

   
. 

 

β) 
 

 

 

 

   

 x x x

f x f x f x g x
lim 1 lim 1 0 lim 0

g x g x g x  

  
       

 
. 

    Έστω  
   

 

f x g x
x

g x


   με  

x
lim x 0


  , τότε        f x g x x g x   ,  

   οπότε          f x g x x g x 2018 x       

    

         2018 x f x g x 2018 x       και από το κριτήριο παρεμβολής είναι  

      
x
lim f x g x 0


     .  

   Ακόμη          h x g x h x g x 2018 h x    

          2018 h x h x g x 2018 h x    και από το κριτήριο παρεμβολής είναι  
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      
x
lim h x g x 0


    . 

 

Θέμα 33 
 

α) Επειδή η γραφική παράσταση της f τέμνει την ευθεία y 3,99  σε ένα τουλάχιστον  

   σημείο υπάρχει  0x 3,6  τέτοιο, ώστε  0f x 3,99 . Επειδή η f είναι συνεχής και  

    f x 0  για κάθε  x 3,6 , η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο διάστημα αυτό.  

   Επειδή  0f x 0  είναι  f x 0  για κάθε  x 3,6 . 

 

β) Επειδή      f 3 f 6 f 5   και  f x 0  για κάθε  x 3,6 , είναι    f 3 f 5  και  

     f 6 f 5 , οπότε η f δεν παρουσιάζει μέγιστο σε κανένα από τα δύο άκρα του  

   διαστήματος  3,6 , οπότε λόγω του θεωρήματος μέγιστης και ελάχιστης τιμής, θα  

   υπάρχει  3,6  στο οποίο η f θα παρουσιάζει μέγιστο. Επειδή η f είναι  

   παραγωγίσιμη στο  3,6 , λόγω του θ.Fermat, είναι  f 0   . 

 

γ) 1ος τρόπος: Σύμφωνα με το Θ.Μ.Τ για την f στο  3,5  υπάρχει    2 3,5 3,6     

   τέτοιο, ώστε  
       

2

f 6 f 3f 5 f 3
f

5 3


   



 f 3
   22f f 6 0

2
     

   2ος τρόπος:   H g είναι συνεχής στο  3,6  και παραγωγίσιμη στο  3,6  με  

        g x 2f x f 6   . Είναι      g 3 2f 3 3f 6  , 

                    g 5 2f 5 5f 6 2f 3 2f 6 5f 6 2f 3 3f 6 g 3         οπότε λόγω  

   του Θ.Rolle υπάρχει    2 3,5 3,6    τέτοιο, ώστε 

        2 2g 0 2f f 6 0        

 

δ) Είναι          
3

g 5 2f 3 3f 6 2 f 3 f 6 0
2

 
     

 
 και   

               g 6 2f 6 6f 6 4f 6 0 f x 0,x 3,6       , δηλαδή    g 5 g 6 0  και  

   επειδή η g είναι συνεχής στο  5,6 , σύμφωνα με το Θ.Bolzano, υπάρχει  

      3 5,6 3,6    τέτοιο ώστε  3g 0  . 

 

ε) Επειδή η f είναι κυρτή η f   είναι γνησίως αύξουσα στο  3,6 . Για κάθε  

   3 2x      είναι      
 

   2

f 6
f x f f x 2f x f 6 0

2
           

      2g x 0 g ,6   1 . 

   Για κάθε 3x    είναι    3g x g 0    αφού η g είναι γνησίως αύξουσα. 
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Θέμα 34 
 

α) 1ος τρόπος: Έστω            2h x f x 4f x 3 f x 1 f x 3       

   Επειδή  f 2 4   και  f 0 0 , είναι    f 0 2 f 2    και επειδή η f είναι  

   συνεχής στο  2,0 , υπάρχει  1x 2,0   τέτοιο, ώστε  1f x 2 . 

   Επειδή  f 2 4  και  f 0 0 , είναι    f 0 2 f 2   και επειδή η f είναι συνεχής  

   στο  0,2 , υπάρχει  2x 0,2  τέτοιο, ώστε  2f x 2 . 

   Είναι        h 2 f 2 1 f 2 3 3 0        ,  

         1 1 1h x f x 1 f x 3 1 0       δηλαδή    1h x h 2 0   και επειδή η h είναι  

   συνεχής στο  12,x , λόγω του Θ.Bolzano, υπάρχει  1 12,x    τέτοιο, ώστε  

    1h 0  . 

   Είναι          1h 0 f 0 1 f 0 3 3 0, h x 1 0        ,  

   δηλαδή    1h x h 0 0  και επειδή η h είναι συνεχής στο  1x ,0 , λόγω του  

   Θ.Bolzano, υπάρχει  2 1x ,0   τέτοιο, ώστε  2h 0  .  

   Είναι    2h 0 3 0, h x 1 0     , δηλαδή    2h x h 0 0  και επειδή η h είναι  

   συνεχής στο  20,x , λόγω του Θ.Bolzano, υπάρχει  3 20,x   τέτοιο, ώστε  

    3h 0  .  

   Είναι          2h 2 f 2 1 f 2 3 3 0, h x 1 0        ,  

   δηλαδή    2h x h 2 0  και επειδή η h είναι συνεχής στο  2x ,2 , λόγω του  

   Θ.Bolzano, υπάρχει  4 2x ,2   τέτοιο, ώστε  4h 0  .   

   Άρα η εξίσωση      2h x 0 f x 4f x 3     έχει τουλάχιστον 4 ρίζες. 

  2ος τρόπος: Έστω            2h x f x 4f x 3 f x 1 f x 3       

   Επειδή  f 2 4   και  f 0 0 , είναι    f 0 1 f 2    και επειδή η f είναι συνεχής  

   στο  2,0 , υπάρχει 1x ( 2,0)   τέτοιο, ώστε  1f x 1 . 

   Επειδή  f 2 4  και  f 0 0 , είναι    f 0 1 f 2   και επειδή η f είναι συνεχής  

   στο  0,2 , υπάρχει 2x (0,2)  τέτοιο, ώστε  2f x 1 . 

   Επειδή  f 2 4   και  f 0 0 , είναι    f 0 3 f 2    και επειδή η f είναι συνεχής  

   στο  2,0 , υπάρχει 3x ( 2,0)   τέτοιο, ώστε  3f x 3 . 

   Επειδή  f 2 4  και  f 0 0 , είναι    f 0 3 f 2   και επειδή η f είναι συνεχής  

   στο  0,2 , υπάρχει 4x (0,2)  τέτοιο, ώστε  4f x 3 . 

   Άρα η εξίσωση      2h x 0 f x 4f x 3     έχει τουλάχιστον 4 ρίζες. 

 

β)  
x

x xν ln x ln
ν x x ln ln x x ln ln x

x

  
           


 (1). 
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   Έστω  
ln x

g x , x 0
x

  . Είναι   2 2

1
x ln x

1 ln xxg x
x x




    

    
2

1 ln x
g x 0 0 1 ln x 0

x


        . 

   ln x 1 x e   . 

    Για κάθε  x 0,e  είναι    g x 0 g 0,e   1  και για  

   κάθε x e  είναι    g x 0 g e,   2 . 

   Η (1) γίνεται:     g x g   (2). 

   Αν 2   τότε η (2) έχει προφανή και μοναδική ρίζα στο  0,e  την x 2 . 

   Είναι  
x x DLH x

1
ln x xlim g x lim lim 0
x 1

 
 
 

  
    και  

lne 1
g e

e e
  . 

   Στο διάστημα  e,    η g είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, οπότε έχει  

   αντίστοιχο σύνολο τιμών το      
x

1
g lim g x ,g e 0,

e

       
. 

   Θα εξετάσουμε αν  
ln 2

g
2

  : Είναι 
 

   
g 0,e ln 2 1

2 e g 2 g e
2 e

    
1

 και  

   επειδή 
ln2

0
2

 , υπάρχει  g   τέτοιο, ώστε  g 0   και επειδή η g είναι  

   γνησίως φθίνουσα το ρ είναι η μοναδική της ρίζα στο  e,   .Άρα τελικά η (1)  

   έχει ακριβώς 2 ρίζες στη περίπτωση αυτή. 

   Αν 2  , τότε η (2) έχει προφανή και μοναδική ρίζα στο  e,  την x  . 

   Επειδή  
x 0 x 0 x 0

ln x 1
lim g x lim lim ln x

x x    

 
     

 
και η g είναι συνεχής και γνησίως  

   αύξουσα στο  1 0,e  ,έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών το  

        1
x 0

1
g lim g x ,g e ,

e

       
. 

   Θα εξετάσουμε αν  1

ln
g


 


: Είναι 

 

   
g e, ln 1

e g g e
e

 
      



2

 , άρα  

    1

ln
g


 


υπάρχει  1 1g    τέτοιο, ώστε  1g 0   και επειδή η g είναι  

   γνησίως φθίνουσα το 1  είναι η μοναδική της ρίζα στο  1 0,e  .  

   Άρα τελικά η (1) έχει ακριβώς 2 ρίζες και στη περίπτωση αυτή. 

 
 
 
 
 

x 0      e    

   +     

g 1  2 
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Θέμα 35 
 

α) Η εφαπτομένη της fC  στο σημείο   0 0x ,f x  έχει εξίσωση   

   ε:     0 0 0y f x f x x x    

   Για να διέρχεται από την αρχή Ο των αξόνων, πρέπει:  

           0 0 0 0 0 00 f x f x 0 x x f x f x 0       . Επειδή η τελευταία σχέση  

   ισχύει για κάθε 0x  , είναι:  

      
     x 0

2

xf x f x f x
xf x f x 0 0 0

x x

    
        

 
 

   

 

 
 

1
1

2

2

f x
c , x 0

c x, x 0x
f x

c x, x 0f x
c , x 0

x


  

  
  



. Είναι   1f 1 1 c 1   . 

   Επειδή η f είναι περιττή ισχύει ότι     2 2f 1 f 1 1 c 1 c 1           , άρα  

    f x x, x 0  . 

   Επειδή η f είναι περιττή ισχύει ότι    f x f x    για κάθε x  και για x 0   

   είναι        f 0 f 0 2f 0 0 f 0 0      , οπότε τελικά  f x x  για κάθε  

   x . 

β) Έστω  
2

h x x 1 x, x 0,
2

 
       

. 

   Η h είναι παραγωγίσιμη στο 0,
2

 
 
 

 με  
2

h x x   


. 

   Είναι  
2 2

h x 0 x 0 x       
 

 (1). Επειδή 
2

0 1 


 υπάρχει  

   0x 0,
2

 
 
 

τέτοιο, ώστε 0

2
x 


. Τότε η (1) γίνεται:  

   

x 0,
2

0 0x x x x

 
  

 

    

1

. 

    
x 0,

2

0 0

2 2
h x 0 x 0 x x x 0 x x

 
  

 

             
 

1

. 

   Για κάθε  0x 0,x  είναι    0h x 0 h 0,x   1  και για κάθε 0x x ,
2

 
 
 

 είναι 

     0h x 0 h x ,
2

 
    

 
2 . Επειδή η h είναι συνεχής έχει ολικό ελάχιστο το  

   μικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα. Επειδή η h έχει τοπικά ελάχιστα τα  h 0 0   
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   και h 0
2

 
 

 
, ισχύει ότι  

2
h x 0 x 1 x 0    


 για κάθε x 0,

2

 
 
 

. 

 

γ) Για x 2  είναι: 

 

v

v

x

g x lim




   
2

v 1
22 1x 2

v

2
3 x 2 e 3 2 2 x 2e

x

x

 
                    

v
2

2 3
x


  

      

 

    
 

 

2

2

2 1
2 1

2 2 x 2e
g x 2 x e

2

 

 
 

     

 

   Για 0 x 2   είναι: 

 

v

v

2

g x lim




   
2

1
22 1x 2

v

x
3 x 2 e 3 2 2 x 2e

2

2



 
                     

x
2 3

2




  
     

 

    
 

 

1

2 1x 2
2x 2

3 x 2 e 3
g x x 2 e

3




  

     .  Άρα  

    

 

 

 

22 1

1

2x 2

2 x e , x 2

g 2 , x 2g x

x 2 e , 0 x 2

 



   

  


    

. 

 

   Επειδή η g είναι συνεχής στο  0,  είναι συνεχής και στο 2, άρα: 

          
2 1 2

x 2 x 2
lim g x lim g x g 2 e g 2

 

 

 
      (2). 

   Έστω   x 1x e x, x 0    .  

   Είναι   x 1 x 1x e 1 0 e 1 x 1 0 x 1            . 

   Για κάθε  x 0,1  είναι    x 0 0,1  2  και για κάθε x 1  είναι  

      x 0 1,   1 . Η Α παρουσιάζει ελάχιστο στο 1, άρα    x 1 0      

   και η ισότητα ισχύει μόνο για x 1 , άρα η (2) γίνεται: 

    
2 2

0
1 2 1 2 2 2e e 0 0 1 1


                   και  g 2 1 , οπότε 

    

 

 

2

1

x 2

2 x 1, x 2

1, x 2g x

x 2 e 1, 0 x 2

   

  


   

. 
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Θέμα 36 
 

α)  
t t

f t 30 2 2
t t t t

 
   
   

=
1 1

30 2 2
t t
  

 
.  

   Η f είναι παραγωγίσιμη στο ,
6 3

  
 
 

 με  
2 2

t t
f t

t t

 
  

 
=

3 3

2 2

t t

t t

 

 
 

   Είναι  f t 0  
3 3t t 0    3 3t t t t     t 1        

  t
4


     t

4


  αφού η εφx είναι γνησίως αύξουσα στο , 0,

6 3 2

     
   

   
άρα  

   είναι και 1-1. 

   f t 0  
3 3t t 0    3 3t t t t     t 1    

   t
4


    t

4


  αφού η εφx είναι γνησίως αύξουσα στο , 0,

6 3 2

     
   

   
. 

   Άρα η f  είναι γνησίως φθίνουσα  στο ,
6 4

  
 
 

 και γνησίως αύξουσα στο ,
4 3

  
 
 

 

   επομένως η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για x
4


  το  

   

2 2
22 2f 30 2 2 2 2 30 2 2 30

4 22

2


 

       
 

cm. 

   Η f ως συνεχής στο ,
6 3

  
 
 

παίρνει ελάχιστη τιμή m και μέγιστη τιμή M. To ολικό  

   μέγιστο της f  θα είναι το μεγαλύτερο από τα τοπικά μέγιστα. Άρα  

   max

2 3
f f 32 2 2 f

6 3 3

    
       

   
  

 

β) Η χρονική  στιγμή που μια μπάλα σταθερής διαμέτρου d=20 cm   έχει την  

   μικρότερη πιθανότητα να περάσει μέσα από την κυκλική στεφάνη είναι τη στιγμή  

   που η στεφάνη έχει ελάχιστη διάμετρο δηλαδή για t
4


  . 

 

γ) Η μέγιστη τιμή της διαμέτρου μιας μπάλας που μπορεί ανά πάσα στιγμή να  

   περάσει μέσα από την κυκλική στεφάνη είναι ίση με την ελάχιστη τιμή της  

   διαμέτρου της κυκλικής στεφάνης δηλαδή d= 30cm . 

 

δ) H μέγιστη τιμή της διαμέτρου μιας μπάλας που θα είχε πιθανότητα κάποια στιγμή  

   με t ,
6 3

  
 
 

  να περάσει μέσα από την κυκλική στεφάνη είναι όταν η διάμετρος  
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   της στεφάνης γίνεται max δηλαδή d=  
2 3

32 2 2
3

  . 

 

Θέμα 37 
 

α) Επειδή η y 2x 1   είναι ασύμπτωτη της fC  στο  , ισχύει ότι: 

  
 

x

f x
lim 2

x
 ,  

x
lim f x 2x 1


      και  
x
lim f x 2x 1 0


      .  

   Είναι:  
 

x x

f x
lim f x lim x

x 
     ή

    
x x
lim f x lim f x 2x 1 2x 1 0
 

          

 

 

β) 
     

 

 
x x

f f x f f x f x
lim lim 2 2 4

x f x x 

 
     

  

, γιατί αν θέσουμε  f x u , είναι 

  
  
 

 
x u

f f x f u
lim lim 2

f x u 
  . 

   Ακόμη          
x x
lim f f x 4x lim f f x 2f x 2f x 4x
 

             

              
x x
lim f f x 4x lim f f x 2f x 2 f x 2x
 

          
 

     
x
lim f f x 4x 1 2 3


      , γιατί  

          
u f (x)

x u x
lim f f x 2f x lim f u 2u 1



  
      . 

   Οπότε η ευθεία y 4x 3  είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της fof  

   στο  . 

 

γ) Επειδή η f είναι περιττή ισχύει ότι    f x f x    για κάθε x . 

   Είναι 
       x u

x x u u u

f x f x f u f u
lim lim lim lim 2

x x u u

 

    

  
   


 και 

          
x u

x x u u
lim f x 2x lim f x 2x lim f u 2u

 

   
          

     
u
lim f u 2u 1


      . 

   Άρα η ευθεία y 2x 1   είναι πλάγια ασύμπτωτη της fC  στο  . 

 

δ) Είναι 
     

x x x

g x f x x 3 f x 3
lim lim lim 1 2 1 3

x x x x  

   
       

 
 και 

          
x x x
lim g x 3x lim f x x 3 3x lim f x 2x 3 1 3 4
  

             Άρα η  
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   ευθεία y 3x 4   είναι πλάγια ασύμπτωτη της gC  στο  . 

 

ε) Έστω     xh x f x e 1, x    . 

   Είναι      
x u

x x u x
lim f x lim f x lim f u

 

   
         , οπότε και 

       x

x x
lim h x lim f x e 1
 

       . Άρα υπάρχει 0   τέτοιο, ώστε  h 0  . 

   Είναι     x

x x
lim h x lim f x e 1
 

        άρα υπάρχει 0   τέτοιο, ώστε  

    h 0  . 

   Είναι    h h 0    και η h είναι συνεχής στο  ,   ως άθροισμα συνεχών  

   συναρτήσεων, οπότε σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano υπάρχει  0x ,    τέτοιο,  

   ώστε      0 0x x

0 0 0h x 0 f x e 1 0 f x 1 e        . 

 

Θέμα 38 
 

α) Επειδή ορίζεται η παράσταση  ln f x  για κάθε x 0 , είναι  f x 0   και επειδή  

   η f είναι συνεχής στο  0, , αφού είναι παραγωγίσιμη σε αυτό, είναι γνησίως  

   αύξουσα στο  διάστημα αυτό. 

 

β)        
 

 
f x

ln f x f x ln 2x ln f x ln 2x f x ln f x
2x


            

  
   f xf x

e
2x




              f x f x f x 2f x 2xe f x e 2x e x
         . 

       f x 2 2e x c f x ln x c        

  Επειδή η f είναι συνεχής στο 0x 0 , ισχύει ότι: 

     2

x 0
f 0 lim ln x c 0 lnc c 1


      , άρα    2f x ln x 1 , x 0   . 

 

γ) Ο ρυθμός μεταβολής της f είναι:  
2

2x
f x

x 1
 


. 

    
 

   

  

 

2 2

2 2 2
2 2 2

2 x 1 2x 2x 2 1 x 1 x2 2x
f x

x 1 x 1 x 1

    
   

  
 

    
  

 

x 0

2
2

2 1 x 1 x
f x 0 0 1 x 0 x 1

x 1

 
        


. 

   Για κάθε  x 0,1  είναι    f x 0 f 0,1   1  και για κάθε x 1  είναι  

      f x 0 f 1,   2 . Ο ρυθμός μεταβολής της f γίνεται μέγιστος στο σημείο  

       1,f 1 1,1  . 
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δ) Πρέπει   2f x x  για κάθε x 0  

   Έστω      2 2 2g x f x x ln x 1 x     , x 0 . 

   Είναι  
3

2 2

2x 2x
g x 2x 0

x 1 x 1


    

 
 για κάθε x 0 , άρα η g είναι γνησίως  

   φθίνουσα στο  0, . Για κάθε      
g

2x 0 g x g 0 0 f x x     
2

. 

 

ε) 
 f x 5 4 3 2 2 5 4 3 2e x 3x 3x 5x 11x 5 x 1 x 3x 3x 5x 11x 5                

     5 4 3 2 4 3 2x 3x 3x 6x 11x 6 0 x 1 x 2x x 5x 6 0               

   x 1   ή     4 3 2 3x 2x x 5x 6 0 x 2 x x 3 0 x 2             ή  

   3x x 3 0   . 

   Έστω    3h x x x 3, x 1,2    . Είναι    h 1 1 0, h 2 7 0     , δηλαδή  

      h 1 h 2 0  και επειδή η h είναι συνεχής στο  1,2  ως πολυωνυμική, σύμφωνα  

   με το Θ.Bolzano,  υπάρχει  1x 1,2  τέτοιο, ώστε  1h x 0 . Ακόμη  

      2h x 3x 1 0 h 1,2     1 , οπότε το 1x  είναι μοναδικό. 

 

Θέμα 39 
 

α)         3 2 2 2

2

3
x f x 3 x f x x xf x f x x

x
          

      2

2

3
xf x f x x

x
       

     
2 4 3

xf x f x f x3 1
1 x

x x x x

      
        

  
 

  
  13

23

1
x c , x 0

f x x

1x
x c , x 0

x


  

 
   


  

2

12

2

22

1
x c x, x 0

x
f x

1
x c x, x 0

x


  

 
   


.  

   Επειδή    f 1 f 1 2   , είναι 1 2c c 0  άρα   2

2

1
f x x

x
  , x 0 . 

β) Είναι  
4

3 3

2 2x 2
f x 2x

x x


    . 

   Το πρόσημο της f   και η μονοτονία της f  δίνονται στον παρακάτω πίνακα. 

  

  

 

 

 

 

 

   

 

x              0          1        

        +            + 

               +     + 

           +         + 

f   2    1  2     1 
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  Είναι   2

2x x

1
lim f x lim x

x 

 
    

 
,   2

2x x

1
lim f x lim x

x 

 
    

 
, 

     2

2
x 0 x 0

1
lim f x lim x

x  

 
    

 
 και   2

2
x 0 x 0

1
lim f x lim x

x  

 
    

 
 

   Στο  1 , 1    η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, άρα    1f 2,   . 

   Στο  2 1,0   η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, άρα    2f 2,   . 

   Στο  3 0,1  η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, άρα    3f 2,   . 

   Στο  4 1,   η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, άρα    4f 2,   . 

   Είναι            1 2 3 4f f f f f 2,           . 

 

γ) Επειδή στο διάστημα  ,0  η f έχει ελάχιστο το  f 1 2  , είναι  f x 2  για  

   κάθε    x , 1 1,0    , οπότε στο  ,0  η εξίσωση   f f x 2 2   γίνεται   

       f f x 2 f 1       f x 2 1 f x 1      (1). 

   Επειδή το 1 δεν ανήκει στα  1f   και  2f   η (1) είναι αδύνατη στο  ,0 . 

   Επειδή στο διάστημα  0,  η f έχει ελάχιστο το  f 1 2 , είναι  f x 2  για  

   κάθε    x 0,1 1,  , οπότε στο  0,  η εξίσωση   f f x 2 2   γίνεται   

       f f x 2 f 1      f x 2 1 f x 3     (1). 

   Επειδή    33 f 2,     υπάρχει μοναδικό  1x 0,1  τέτοιο, ώστε  1f x 3 . 

   Επειδή    43 f 2,     υπάρχει μοναδικό  2x 1,   τέτοιο, ώστε  2f x 3 . 

   Άρα η εξίσωση   f f x 2 2   έχει ακριβώς 2 ρίζες. 

 

δ) Επειδή η g είναι άρτια, ισχύει ότι    g x g x  , Οπότε   

               g x g x g x g x g x g x g                περιττή. 

   Το πεδίο ορισμού της h είναι το h

  . 

   Για κάθε hx A  είναι και hx A  . 

   Είναι    
 

 
2 2

2 2

1 1
f x x x f x

xx
      


, δηλαδή η f είναι άρτια και η f    

   είναι περιττή. 

                     
2 2 2

h x f x f x f x f x f x f x h x h              άρτια. 

 

 ε) Η εφαπτομένη της fC  στο ξ έχει εξίσωση ε:     y f f x     .  

   Για να διέρχεται η ε από το σημείο Μ πρέπει:  

           
   

2 2

f f1 1 1
f f f f 0 0

4 4 4

   
                

 
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   Έστω  
   f x 4f x 11

x
x 4x 4x


    . 

   H φ είναι συνεχής στο  1,2  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη  

   στο  1,2  με  
   

2 2

xf x f x 1
x

x 4x

 
   . 

   Είναι  
 4f 1 1 4 2 1 9

1
4 4 4

  
     και  

 
4

4f 2 1
2

4 2


  



17

4
1

9

8 4



 , δηλαδή  

      1 2   , οπότε σύμφωνα με το Θ.Rolle, υπάρχει  1,2  τέτοιο, ώστε  

     0   
   

2 2

f f 1
0 ...

4

   
   

 
   

1
f f 0

4
      . 

 

Θέμα 40 
 

α)      
 

2
2

2 2
x 1

x 1 f x xf x x 1


    
2x 1

   
2

x
f x f x 1

x 1
   


 

          2 2 2x 1f x x 1 f x 1 0 f x x 1 x 0
           

 
 

    Είναι  f 0 0 c 0    άρα  
2

x
f x , x

x 1
 


. 

 

β) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  με  

    
   

2 2
2

2 2

2 2 2 2
2

x x 1 x
x 1 x

1x 1 x 1
f x

x 1 x 1 x 1x 1

 
 

    
  

. 

   Είναι  f x 0 f f 1 1    1 . 

      
f 1 1

4 2 3 4 2 3f 4x 6x 8x f 8x 3 4x 6x 8x 8x 3


            

   
4 3 24x 8x 6x 8x 3 0      

   Έστω    4 3 2g x 4x 8x 6x 8x 3, x 0,2      . 

   Η g είναι συνεχής στο  0,2  ως πολυωνυμική. 

   Είναι    g 0 3 0, g 1 3 0      και  g 2 11 0  , δηλαδή    g 0 g 1 0  και  

      g 1 g 2 0 , άρα σύμφωνα με το Θ.Bolzano, υπάρχει  1x 0,1  και  2x 1,2   

   τέτοια, ώστε  1g x 0  και  2g x 0 , οπότε η εξίσωση  

     4 3 2g x 0 4x 8x 6x 8x 3 0        έχει τουλάχιστον δύο ρίζες στο  

   διάστημα  0,2 . 
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     2f x x 1 x c       2

2

x c
f x x 1 x c f x , c

x 1


     


. 

 

 γ) Είναι    1 2g x 0 g x   και η g είναι συνεχής στο  1 2x ,x  και παραγωγίσιμη στο  

    1 2x ,x  με   3 2g x 16x 24x 12x 8      άρα, σύμφωνα με το Θ.Rolle, η εξίσωση  

    g x 0   3 216x 24x 12x 8 0     έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο  

      1 2x ,x 0,2 . 

   

δ) Η f είναι συνεχής στο  οπότε δεν έχει κατακόρυφες εφαπτομένες. 

    
2x x x x

2

2

x x x
lim f x lim lim lim

1x 1
x 1

x

   
  

  
 

 
x

2

1
1

1
x

 



, άρα η  

   ευθεία y 1   είναι οριζόντια ασύμπτωτη της fC  στο  . 

    
2x x x x

2

2

x x x
lim f x lim lim lim

1x 1
x 1

x

   
  

  
 

 
x

2

1
1

1
x





, άρα η ευθεία  

   y 1  είναι οριζόντια ασύμπτωτη της fC  στο  . 

   Άρα δεν έχει πλάγιες ασύμπτωτες στο    

ε)    
 

 

2

2

f x
f x 1 f x 1

f x 1
    


 (1) 

   Αν 0  τότε η (1) είναι αδύνατη. 

   Για 0   είναι     
1

1 f f x 


 (2). 

   Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  έχει σύνολο τιμών:  

           
x x

f lim f x , lim f x 1,1
 

    . Οπότε: 

   Αν    
1 1 1

1 1 0 0 1 0 1,0
 

            
  

 η (2) είναι  

   αδύνατη γιατί  
1

f 


. 

   Αν      
1 1 1

1 1 0 0 1 0 ,0 1,


            
  

 η (2) είναι  

   αδύνατη γιατί  
1

f 


. 

   Αν 
1

1 1   


 0,1  τότε υπάρχει 0x    τέτοιο, ώστε  0

1
f x 


.  

   Τότε η (2) γίνεται:       
f 1 1

0 0f f x f x f x x


    (3). 

   Αν  0x 1,1   τότε η (3) έχει ακριβώς μια ρίζα, ενώ αν 0 0x 1 ή x 1    τότε η (3)  

   είναι αδύνατη. 
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στ) f f 1 1 1 , οπότε η f αντιστρέφεται.  
2

x
f x y y

x 1
  


 (4). 

     Αν x 0  τότε  y 0 y 0,1   ,  η (4) γίνεται:  

    
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

x
y x x y y x y x y x 1 y y

x 1
          


 

   
2 2x 0

2

2 2

y y
x x

1 y 1 y



  
 

. 

 

   Αν x 0  τότε  y 0 y 1,0    ,  η (4) γίνεται:  

    
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

x
y x x y y x y x y x 1 y y

x 1
          


 

   
2 2x 0

2

2 2

y y
x x

1 y 1 y



   
 

. 

   Άρα  

2

2

1

2

2

y
, 1 y 0

1 y
f y

y
, 0 y 1

1 y




   


 


  

. Οπότε  

2

2
1

2

2

x
, 1 x 0

1 x
f x

x
, 0 x 1

1 x




   


 


  

. 

 

Θέμα 41 
 

α) Επειδή η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο , η f  είναι συνεχής και επειδή  

    f x 0   για κάθε x 1  , η f είναι γνησίως αύξουσα στο . 

   Οι συναρτήσεις  ln f x  και 2ln x 1 x   είναι παραγωγίσιμες για x 1   ως  

   σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων οπότε: 

      
 

 
   

f x 2 x 3
lnf x 2ln x 1 x 1 f x f x

f x x 1 x 1

                
 

   Για κάθε x 3   είναι  f x 0   και  

   η f είναι συνεχής στο  , 3  , άρα  

   είναι κυρτή στο διάστημα αυτό. 

   Για κάθε  x 3, 1    είναι  

    f x 0  , άρα η f είναι κοίλη στο  

    3, 1   και  

   για κάθε x 1   είναι  f x 0   

   άρα η f είναι κυρτή στο  1,  . 

 

β)    
2

lnf x 2ln x 1 x lnf x ln x 1 x          

x        -3            -1            

x+3               +       + 

x+1                      + 

f        +        +       + 

f         +               + 

f   3   4    3 
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        
2 2

ln x 1 x ln x 1 xf x e e e
       

            2 x 2 x 2 x x 2 xf x x 1 e x 2x 1 e x 1 e 2xe x 1 e
            

   

      2 xf x x 1 e c, c     

    f 1 2e 2e c 2e c 0      , άρα    2 xf x x 1 e , x   . 

 

γ)        
2 2

2 2

2 2

1 e 1
e e 1 e 1 f f

1 e 1


  



   
            
   

 που ισχύει  

   αφού    και f γνησίως αύξουσα στο . 

 

δ)    
x

x 1 x 2

2 2

4x 2 e 4x 2
e e x 1 4ex 2e f x 4ex 2e

x 1 e x 1

  
         

 
. 

   Θα εξετάσουμε αν η ευθεία y 2ex 2e   είναι εφαπτομένη της fC . 

   Παρατηρούμε ότι    
2

f 1 1 1 e 4e    . Η εφαπτομένη της fC  στο 0x 1  είναι: 

       y f 1 f 1 x 1 y 2e 4ex 4e y 4ex 2e          . 

   Επειδή η f είναι κυρτή στο  1,   βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της  

   στο διάστημα αυτό, εκτός του σημείου επαφής, άρα  f x 4ex 2e   για κάθε  

   x 1  . 

 

ε) Έστω        g x f x f x 2e, x 0,1    . 

   Είναι        g 0 f 0 f 0 2e 1 1 2e 2 1 e 0         ,  

        g 1 f 1 f 1 2e 4e 2e     2e 4e 0   δηλαδή    g 0 g 1 0  και επειδή η  

   g είναι συνεχής στο  0,1  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων, λόγω του  

   θ.Bolzano, υπάρχει  1x 0,1  τέτοιο, ώστε  1g x 0     1 1f x f x 2e   . 

 
Θέμα 42 

 

α) Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο , είναι και συνεχής στα 1x 2   και 2x 2 . 

   Είναι       
1

f x f 2 f 2
2

    για κάθε  x 2   , άρα    

        
x 2 x 2

1
lim f x lim f 2 f 2

2 
          

1
f 2 f 2 f 2

2
       

           2f 2 f 2 f 2 f 2 f 2        (1) 

   Επίσης και       
x 2 x 1

1
limf 2 lim f 2 f 2

2 
   

                
1

f 2 f 2 f 2 2f 2 f 2 f 2 f 2 f 2
2

            (2) 

   Από τις (1),(2) προκύπτει ότι    f 2 f 2  . 
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β) Επειδή       
1

f x f 2 f 2
2

    για κάθε  x 2    και    f 2 f 2  , είναι 

        
1

f x f 2 f 2
2

    για κάθε x .  

   Τότε      2f x f 2 f 2 0     για κάθε x .  

   Έστω        g x 2f x f 2 f 2 0, x       

   Είναι    g x g 2    και    g x g 2 , δηλαδή η g παρουσιάζει μέγιστο στα  

   1x 2   και 2x 2 . Επειδή η g είναι παραγωγίσιμη στο  με    g x 2f x  , από  

   το θεώρημα Fermat είναι      g 2 0 2f 2 0 f 2 0           και     

        g 2 0 2f 2 0 f 2 0        

 

γ)                f x f x f x f x 2f x f x 2f x f x 0          ή  

      22f x f x 0


      

   Έστω        
22x f x f x , x 2,2        . 

   Είναι        
22 22 f 2 f 2 f 2            ,        

22 22 f 2 f 2 f 2       ,  

   δηλαδή    2 2     

   Η φ είναι συνεχής στο  2,2  ως σύνθεση και άθροισμα συνεχών συναρτήσεων  

   και  παραγωγίσιμη στο  2,2  με          x 2f x f x 2f x f x      . 

   Λόγω του θ. Rolle υπάρχει  2,2   τέτοιο, ώστε:   0     

          f f f f        

 

Θέμα 43 
 

α)            x xf x f x f x f x 0 e f x e f x 0           

Έστω    xg x e f x , x 0  . 

Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με      x xg x e f x e f x    . 

Είναι  g x 0   άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . 

Για κάθε x 0  είναι        xg x g 0 0 e f x 0 f x 0      . 

Είναι    f x f x 0    άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . 

 

β) Από το Θ.Μ.Τ. για την f, υπάρχει  1 0,x , x 0    τέτοιο, ώστε  

 
   

1

f x f 0
f


      

0

1f x xf
x

    

http://www.askisopolis.gr/


www.askisopolis.gr  Θέματα παραγώγων 

53 

 

Επειδή  f x 0   για κάθε x 0  είναι και  1f 0   , άρα υπάρχει 0   τέτοιο 

ώστε  1f     , επομένως    
 

1

1 1
f x xf x 0

f x x
      


. 

Επειδή 
x

1
lim 0

x



, από το κριτήριο παρεμβολής είναι 

 x

1
lim 0

f x
  και επειδή 

 f x 0  για κάθε x 0 , είναι  
x
lim f x


   

Το σύνολο τιμών της f είναι:         
x

f 0, f 0 , lim f x 0,


   


. 

 

γ) Από το Θ.Μ.Τ για την f   υπάρχει  2 0,x , x 0    τέτοιο, ώστε  

 
   

2

f x f 0
f

 
  

 
0

f x

x x


 . 

Είναι  
   

 1 2

f x f x
f f

x x


       

 

δ) Έστω        h x f x f x 4x 1, x 0,1     . 

Είναι      h 0 f 0 f 0 1 1 0       και 

         h 1 f 1 f 1 4 1 f 1 f 1 3 0         γιατί    f 1 f 1  , δηλαδή 

   h 0 h 1 0 . Επειδή η h είναι συνεχής στο  0,1 , λόγω του θ.Bolzano, υπάρχει

 0,1  τέτοιο, ώστε      h 0 f 4 f 1          

 

Θέμα 44 
 

α) Από το Θ.Μ.Τ. για την f υπάρχει  1,2  τέτοιο, ώστε  

 
   

 
f 2 f 1

f f 2 1
2 1


    


. Επειδή  f x 2   για κάθε  x 1,2 , είναι και

     f 2 f 2 1 2 f 2 1 0         . 

Επειδή    f 1 f 2 0  και η f είναι συνεχής στο  1,2 , λόγω του Θ.Bolzano υπάρχει 

 0x 1,2  τέτοιο, ώστε  0f x 0 . Είναι  f x 2 0 f     γνησίως αύξουσα στο 

 1,2 , οπότε η ρίζα είναι μοναδική. 

 

β)        x xf x 1 f x e 1 e f x f x          

          x x x x x x xf x e f x e e 1 f x e x e f x e x e c                  

  x xf x xe 1 ce , c    . Είναι  f 1 1 e 1    ce 1   c 1   , άρα 

   x x xf x xe 1 e x 1 e 1      . 
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γ)      x x xx 1 e 1 x 1 1 e x 1 e 1                 

   xx 1 e 1 f x      

Είναι    x x xf x e x 1 e xe     . 

Για κάθε x 0  είναι  f x 0 f    γνησίως αύξουσα στο  0, και για κάθε 

x 0  είναι  f x 0 f    γνησίως φθίνουσα στο  ,0 . Η f έχει ελάχιστο το 

 f 0 2  . 

Είναι   x

x xx x DLH x

x 1 1
lim x 1 e lim lim 0

e e

 
 
 

   


    ,  άρα  

x
lim f x 1


   και 

 
x
lim f x


  . 

Στο διάστημα  1 ,0    η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, άρα το 

αντίστοιχο σύνολο τιμών της είναι το    1f 2, 1    . 

Στο διάστημα  2 0,    η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα άρα το 

αντίστοιχο σύνολο τιμών της είναι το    2f 2,    . 

Αν 2   , τότε η εξίσωση  f x   είναι αδύνατη. 

Αν 2   , τότε επειδή για    
f

x 0 f x f 0 2    
2

, για 

   
f

x 0 f x f 0 2    
1

, η x 0  είναι η μοναδική ρίζα της  f x   . 

Αν  2, 1   , τότε υπάρχει μοναδικό 1 1x   τέτοιο, ώστε  1f x    και 

μοναδικό 2 2x   τέτοιο, ώστε  2f x   , άρα η εξίσωση  f x   έχει ακριβώς 2 

ρίζες. 

Τέλος αν 1   , τότε  2f  , οπότε η  f x    έχει μοναδική ρίζα στο 2 . 

 

δ) Έστω     xg x x 2 e x 4, x     .  

   Είναι        x x xg x e x 2 e 1 e x 1 1 f x         . 

Για κάθε x 0  είναι  g x 0 g    γνησίως φθίνουσα στο  ,0 . 

 Είναι     x

x x
lim g x lim x 2 e x 4
 

       γιατί   x

x
lim x 2 e 0


   και 

 g 0 6  , άρα για το διάστημα  3 ,0   , το αντίστοιχο σύνολο τιμών της g, 

είναι    3g 6,    . 

Επειδή το μηδέν ανήκει στο  3g   και η g είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα 

αυτό, η εξίσωση  g x 0  έχει μοναδική ρίζα στο 3 . 

Για κάθε        
f

0 0 00 x x f x f x 0 g x 0 g 0,x       
1

2  , άρα  

     0g x g x g 0 6 0     , οπότε η εξίσωση  g x 0  δεν έχει ρίζα στο  00,x .  

Για κάθε        
f

0 0 0x x f x f x 0 g x 0 g x ,       
1

1  

http://www.askisopolis.gr/


www.askisopolis.gr  Θέματα παραγώγων 

55 

 

Επειδή     x x

x x x

2 4
lim g x lim x 2 e x 4 lim x 1 e 1

x x  

  
             

  
για το 

διάστημα  4 0x ,   , το αντίστοιχο σύνολο τιμών της g είναι 

    4 0g g x ,    . 

Επειδή  0g x 0 , το μηδέν περιέχεται στο  4g  οπότε η εξίσωση  g x 0  έχει     

μοναδική ρίζα στο 4 , άρα συνολικά η εξίσωση  g x 0  έχει ακριβώς δύο ρίζες. 

ε) i.  Είναι    x x xf x e xe x 1 e 0       για κάθε x 0 , άρα η f είναι κυρτή στο  

        0, . 

   ii. Είναι  f 1 e   και  f 1 1  . Η εφαπτομένη της fC  στο σημείο  1, 1  είναι η  

ευθεία ε:     y f 1 f 1 x 1 y ex e 1       . 

Επειδή η f είναι κυρτή στο  0,  βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της στο  

διάστημα αυτό, εκτός του σημείου επαφής, άρα  

    xf x ex e 1 x 1 e 1      ex e 1     xx 1 e ex e    . 

 

Θέμα 45 

 

α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  ως πολυωνυμική με   2f x 3x 2x 1    .  

   Η f  είναι τριώνυμο με διακρίνουσα 8 0    , άρα  f x 0  ,οπότε η f είναι  

   γνησίως αύξουσα στο . 

   Είναι   3

x x
lim f x lim x
 

    και   3

x x
lim f x lim x
 

   . 

   Η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  , άρα έχει σύνολο τιμών το  

         
x x

f lim f x , lim f x
 

    

 

β) Η g είναι παραγωγίσιμη στο  ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με: 

    
  

   

x x 2 x 3 x x 2 x x 2 x

2 2
2 2

xe e x 1 xe 2x x e xe x e e 2x e
g x

x 1 x 1

       
   

 
 

    
 

   
 

x 3 2 x

2 2
2 2

e x x x 1 e
g x f x

x 1 x 1

  
  

 
. Επειδή 

 

x

2
2

e
0

x 1



 για κάθε x ,  

   το πρόσημο της g εξαρτάται από το πρόσημο της f . 

   Είναι  f 0 1 0   και  f 1 2 0    , δηλαδή    f 0 f 1 0   και επειδή η f είναι  

   συνεχής, σύμφωνα με το Θ.Bolzano, υπάρχει  0x 1,0   τέτοιο, ώστε  0f x 0 . 

   Για κάθε      
f

0 0x x f x f x 0 g x 0     
1

 και επειδή η g είναι συνεχής,  

   είναι γνησίως φθίνουσα στο  0,x . 

   Για κάθε      
f

0 0x x f x f x 0 g x 0     
1

 και επειδή η g είναι συνεχής,  
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   είναι γνησίως αύξουσα στο  0x , . Η g παρουσιάζει ελάχιστο στο 0x  το  

    
0x

0
0 2

0

x e
g x

x 1



. 

   Είναι   3 2 3 2

0 0 0 0 0 0 0f x 0 x x x 1 0 x x x 1          . Τότε 

    
 

0 0 0 0x x x x2 2 2

0 0 0 0
0 2 3 22

0 0 0 00 0

x e x e x e x e
g x

x 1 x x x 1x x 1
   

  
. 

 

γ)               2 2 3 2 3 2g x g x g x 1 x x x 1 g x g x g x x x x             

               
f 1 1

3 2 3 2g x g x g x 1 x x x 1 f g x f x g x x


             

   
x

2

xe
x

x 1
 


 x 3 x 3 x 2xe x x xe x x 0 x e x 1 0 x 0 ή            . 

   x 2e x 1 0   . 

   Έστω   x 2h x e x 1, x    . 

   Η h είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  ως άθροισμα παραγωγίσιμων  

   συναρτήσεων με   xh x e 2x    και   xh x e 2   . 

     x xh x 0 e 2 0 e 2 x ln2          

  Για κάθε x ln2  είναι  h x 0   και επειδή η h   

   είναι συνεχής,  είναι γνησίως φθίνουσα στο  

    , ln 2 .Για κάθε x ln2  είναι  h x 0   και  

   επειδή η h  είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα στο  ln 2, .H h έχει  

   ελάχιστο το    ln 2 2 2 2h ln2 e ln 2 1 2 1 ln 2 1 ln 2 0 0 ln2 1            . 

   Είναι    h x h ln 2 0   , άρα η h είναι γνησίως αύξουσα στο . 

    Είναι    x 2

x x
lim h x lim e x 1
 

     , γιατί x

x
lim e 0


 ,  2

x
lim x 1


      

   και    
2

x 2 x

x xx x x

x 1
lim h x lim e x 1 lim e 1

e e  

  
         

  
 γιατί  

   
2

x x xx DLH x DLH x

x 2x 2
lim lim lim 0

e e e

    
   
    

  
   . 

   H h είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  , άρα έχει σύνολο τιμών το  

         
x x

h lim h x , lim h x
 

   . Επειδή το μηδέν περιέχεται στο σύνολο τιμών  

   της h, υπάρχει 1x   τέτοιο, ώστε  1h x 0  και επειδή η h είναι γνησίως  

   αύξουσα, το 1x  είναι μοναδικό. Τελικά η αρχική εξίσωση έχει ακριβώς 2 ρίζες. 

 

 

 

 

x         ln2        

h               + 

h    2        1 
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Ολοκληρώματα 
 

Θέμα 46 
 

α) Έστω        2 2

2 2

1 1
f x x x g x f x g x x x, x 0

x x
           με  

   
x
lim g x 1


 . Για να είναι η ευθεία y x 1   ασύμπτωτη της fC  στο   πρέπει   

    
x
lim f x x 1 0


      2

2x

1
lim g x x x x 1 0

x

 
       

 
 

     
2

2

2x x

2

1
1 xlim g x 1 x 0 lim g x 1 0 0 1 1 0

1x

x

 

 
  

             
   

 

 ισχύει 

   γιατί 

1
u

2 x

x u 0 u 0

2

1
uxlim lim 1

1 u

x



  




   

β)   
2

x x

x x 5
lim f x x 1 0 lim x 1 0

x 1 

   
        

 
 

   
   22 2

x x

1 x 2 x 4x x 5 x 2x 1
lim 0 lim 0

x 1 x 1 

          
  

 
. 

   Αν 1   τότε 
     2 2

x x

1 x 2 x 4 1 x
lim lim

x 1 

       


 x
 

x
lim 1 x


     ,  

   άρα για να είναι 
   2

x

1 x 2 x 4
lim 0

x 1

     



 πρέπει 1  . Τότε 

  
     2

x x x

x
1 x 2 x 4 2 x 4

lim lim lim
x 1 x 1  

      
 

 

 
4

2
x

x

 
   

 
2

1
1

x


 
 

 

, άρα  

  2 0 2    

 

γ) Είναι  
2x 2x 5

f x
x 1

 



 και  

 

2

2

x 2x 3
f x

x 1

 
 


. 
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   H f είναι γνησίως αύξουσα σε  

   καθένα από τα διαστήματα  , 3   

   και  1,  και γνησίως φθίνουσα  

   στα  3, 1   και  1,1 . 

   Έχει τοπικό μέγιστο το  f 3 4    

   και τοπικό ελάχιστο το  f 1 4 . 

 

δ) Το ζητούμενο εμβαδό είναι 

    
2

2 2

0 0

x 2x 5
f x dx dx

x 1

 
   

   

   

2
2

0

x 2x 1 4
E dx

x 1

  
 

  

   
 

2
2

0

x 1 4
dx

x 1

 
  

  

   
2

0

4
E x 1 dx

x 1

 
    

 
  

   
2

2

0

x
E x 4ln x 1 4 4ln3

2

 
      
 

 

 

ε) Έστω     M x t ,y t , t 0 , το σημείο, με  x t 3cm / sec  . 

   Είναι  
   

 

2x t 2x t 5
y t

x t 1

 



 και  

   

  
 

2

2

x t 2x t 3
y t x t

x t 1

 
 


 

   Έστω ότι το Μ διέρχεται από το Α τη χρονική στιγμή 0t t , τότε  0x t 0  και 

    
   

 
 

2

0 0

0 0

0

x t 2x t 3 3
y t x t 3 9cm / sec

x t 1 1

  
     


. 

 

Θέμα 47 
 

α) Έστω ότι υπάρχουν 1 2x , x   με 1 2x x  για τα οποία να ισχύει    1 2f x f x   

τότε    3 3

1 2f x f x  και    1 22f x 2f x  οπότε  

       3 3

1 1 2 2f x 2f x f x 2f x    1 2x 3 x 3    1 2x x  άτοπο, άρα για κάθε 

1 2x x  θα είναι    1 2f x f x  οπότε f γνησίως αύξουσα στο . 

 

β) Αφού η f είναι γνησίως αύξουσα στο  θα είναι και 1 1  οπότε αντιστρέφεται  

   και αν  f x y  τότε  1x f y  και από τη σχέση    3f x 2f x x 3     1   

   προκύπτει  1 3f y y 2y 3    , y  άρα    1 3f x x 2x 3    . 

 

x      -3     -1       1     

1 2 2 1
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γ) Αφού η f είναι γνησίως αύξουσα στο  έχουμε:  

     1 1f x f x f x x     3x 2x 3 x    3x x 3 0   . 

Έστω   3g x x x 3    είναι   2g x 3x 1 0     οπότε g1  και      

        
x x

g A lim g x , lim g x ,
 

    , οπότε η εξίσωση  g x 0  έχει 

μοναδική ρίζα άρα και η εξίσωση    1f x f x  έχει μοναδική ρίζα. 

 

δ)  
0

3
I f x dx


  . Έστω  f x u  οπότε  1x f u  3x u 2u 3    και  

    2dx 3u 2 du  . 

Για x 3   είναι    1 1f u 3 f 0     άρα u 0  ενώ για x 0  είναι 

   1 1f u 0 f 1    άρα u 1  οπότε  
1

4
1

2 2

0
0

3u 7
I u 3u 2 du u

4 4

 
     

 
 . 

ε) Έχουμε 
 

 

3

1x

f x
L lim

f x x



. Είναι  1 3f x x 2x 3     , x . 

Έστω  f x u    1x f u  και     1 1 1f x f f u     1 3f u 2u 3   . Όταν 

x   τότε   1f u   άρα u  και      

     

3

3u 3 3 3

u
L lim 0

u 2u 3 2 u 2u 3 3 u 2u 3


 
        

. 

 

στ) Παραγωγίζουμε στην  1  και έχουμε:      23f x f x 2f x 1      2  και  

          
2 26f x f x 3f x f x 2f x 0       

Για 0x x  έχουμε    0 06f x f x 0  , αφού  0f x 0  , οπότε  0f x 0  ή 

 0f x 0  ,    2 .  Οπότε στην  1  για 0x x  έχουμε 

0 00 x 3 x 3     . 

 

ζ) Η εξίσωση είναι 
3 1 xx 2x 3 e     3 1 xx 2x 3 e 0    .  

Έστω   3 1 xh x x 2x 3 e     ,  x 1,2 . 

Είναι  h 1 1 0   ,  
1

h 2 9 0
e

   , δηλαδή     h 1 h 2 0 οπότε λόγω του 

θεωρήματος Bolzano, η εξίσωση  h x 0  έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο  1,2 .   

 Είναι   2 1 xh x 3x 2 e 0      οπότε η h είναι γνησίως αύξουσα στο , άρα η 

εξίσωση  h x 0 έχει μία μόνο ρίζα στο διάστημα  1,2 . 
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Θέμα 48 
 

α)  
  2 2 2 2

2x 2x 20x
f x

x 11 x 1 x 11 x 1


   

   
 . 

Για κάθε x 0  είναι    f x 0 f ,0   1  και για κάθε x 0  είναι  

   f x 0 f 0,   2 . Η f έχει μέγιστο το  f 0 ln11  

 

β)  Επειδή  ln6,ln5 ln 2,ln11  τότε από Θ.Ε.Τ. υπάρχουν  1 2x ,x 3,3   τέτοια  

ώστε  1f x ln5 ,  2f x ln 6 . Εφαρμόζοντας  το Θ.Μ.Τ. στο  1 2x ,x  ή  2 1x ,x  

υπάρχει    0 1 2x x ,x 3,3    τέτοιο ώστε  
   2 1

0

2 1

f x f x
f x

x x


 


  

Είναι  0

2 1

ln 6 ln5
f x

x x


 


 και 2 1 2 1x x x x 3 3 6       άρα 

   0 0

ln6 ln5 1 6
f x f x ln

6 6 5


    . 

 

γ)  Είναι        
f

3 x 0 f 3 f x f 0 ln 2 f x ln11         
1

 και    

       
f

0 x 3 f 0 f x f 3 ln 2 f x ln11       
2

, άρα  

για κάθε  x 3,3   είναι  ln 2 f x ln11  
 f xln 2 ln11e e e  

 f x
2 e 11   

οπότε     

 3 3 3f x

3 3 3
2dx e dx 11dx

  
    

 3 f x

3
12 e dx 66


  

 3 f x

3

1
2 e dx 11

6 
  . 

 

δ)       

2

2

x 11
u

2 x 1
2 2

2x x x u 1 u 1

x 11
lim f x lim ln x 11 ln x 1 lim ln limln u 0

x 1






    


      


,  

άρα ο άξονας x΄x είναι ασύμπτωτη της fC . 

 

ε)      
2 2

2 2 2

2 2

x 11 x 11
f x ln x x 4 ln ln x x 4 x x 4

x 1 x 1

 
           

 
 

2x 4 3 2 211 x x 4x x     4 3 2x 4 x x 4x x 7 0          

  3 2x 1 x 2x 6x 7 0       

x 1   ή 
3 2x 2x 6x 7 0     

Αρκεί η εξίσωση 
3 2x 2x 6x 7 0     να  

έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  2,1 . 

Έστω    3 2g x x 2x 6x 7, x 2,1      . Είναι    g 2 5, g 1 16     δηλαδή 

1 1 4 1  7 1 

 1 2 6 -7 

1 2 6 7 0 
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   g 2 g 1 0  και επειδή η g είναι συνεχής ως πολυωνυμική, λόγω του θεωρήματος  

Bolzano, η εξίσωση   3 2g x 0 x 2x 6x 7 0      έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο 

 2,1  

 

Θέμα 49 
 

α) Έστω   xg x e x 1, x    . Είναι   xg x e 1 0 x 0      . 

   Για κάθε x 0 είναι  g x 0   άρα η g είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,0  και για  

   κάθε x 0  είναι  g x 0   άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . Η g έχει  

   ελάχιστο το  g 0 0 άρα      xg x g 0 e x 1 1     

 

β) Η f   είναι παραγωγίσιμη στο  με    
2 2x xf x 2xe 2x 2x e 1      

   Για κάθε x 0  είναι 
2 2x xe 1 e 1 0    , άρα  f x 0   f κυρτή στο  0, . 

   Για κάθε x 0  είναι 
2 2x xe 1 e 1 0    , άρα  f x 0   f κοίλη στο  ,0 . 

 

γ)  Είναι   0 2f 0 e 0 1     και η εφαπτομένη της fC  στο x 0  είναι η      

   
     y f 0 f 0 x y x f 0     . 

   Επειδή η f είναι κοίλη στο  ,0  βρίσκεται κάτω από κάθε εφαπτομένη της στο  

   διάστημα αυτό, εκτός βέβαια του σημείου επαφής, δηλαδή είναι    f x x f 0    

   για κάθε x 0 .  

   Επειδή   
x
lim x f 0


    οπότε και  
x
lim f x


  . 

   Επειδή η f είναι κυρτή στο  0, βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της στο  

   διάστημα αυτό, εκτός βέβαια του σημείου επαφής, δηλαδή είναι    f x x f 0    

   για κάθε x 0 .  Είναι   
x
lim x f 0


    άρα και  
x
lim f x


  . 

   Αντικαθιστώντας στη σχέση (1) όπου x το 2x , προκύπτει:  

   
 

2 2x 2 x 2e x 1 e x 1 f x 1 0        , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο   

   και επειδή η f είναι συνεχής,  έχει σύνολο τιμών το  

         
x x

f A lim f x , lim f x
 

  . 

 

δ) Επειδή η f είναι συνεχής στο  δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 

   Επειδή  
x
lim f x


  , η f δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο  . 

   Επειδή  
x
lim f x


  , η f δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο  . 

   

 
   

2

2
x

x 2 2

2x DLH x x x

f x e
lim lim f x lim e x lim x 1

x x

 
 
 

   

  
         

   

, γιατί  

http://www.askisopolis.gr/


www.askisopolis.gr  Γενικά θέματα 

62 
 

   

2x

2x DLH x

e 2x
lim lim

x

 
 
 

 


2xe

2x
  , οπότε η fC  δεν έχει πλάγια ασύμπτωτη στο  . 

   

 
   

2

2
x

x 2 2

2x DLH x x x

f x e
lim lim f x lim e x lim x 1

x x

 
 
 

   

  
         

   

οπότε η fC  δεν  

   έχει πλάγια ασύμπτωτη και στο  . 

 

ε) Από το Θ.Μ.Τ για την f   υπάρχει  1 ,     τέτοιο, ώστε  

   

 
     2 2 2 22 2

1

f f e e e e
f

            
     

   

   


   

   

 
2 2

1

e e
f

 
    

 
 (1). 

   Έστω    
2xh x e , x ,    . Η h είναι συνεχής στο  ,   και παραγωγίσιμη στο  

    ,   με  
2xh x 2xe  . Από το Θ.Μ.Τ υπάρχει  2 ,     τέτοιο, ώστε  

   

 
   

2 2

2
2

2 2

h h e e
h 2 e

 


   
     

   
 (2). 

   Από τις σχέσεις (1),(2) είναι  
2
2

1 2f 2 e     . 

 

στ)           
1 1 11

00 0 0
E f x dx x f x dx xf x xf x dx             

          
2

2 2

1
x 4

1 1
x 2 x 3

0 0

0

e x
E f 1 x e x dx 2 xe x dx 2

2 4

 
           

  
   

    
e 1 1 11 2e

E 2
2 4 2 4


      . 

 

Θέμα 50 
 

α)  Είναι 
 f t

e 0


 , οπότε για κάθε x 0  είναι     f x f x 1 0   , άρα οι αριθμοί

 f x  και  f x 1  είναι ομόσημοι.  Αν  f x 0   και  f x 1 0  , τότε  f x 1   

για κάθε x 0  που είναι άτοπο αφού 

    f 0 0 , άρα  f x 1 0   και  f x 0   άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο . 

 

β)   Είναι               f x f x
f x f x 1 e f x f x f x e

          

   
         f x f x

f x f x e f x e 1            f x f x
f x e f x e 1


  

    f x
f x e 1


      f x

f x e x c  , c . 
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   Για x 0  είναι    f 0
f 0 e c c 0   , οπότε        f x f x

f x e x f x xe


    για  

   κάθε x 0 . 

 

γ)  Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο  0, , είναι και 1 1  και αντιστρέφεται.  

   
  yf x y x ye , y 0    , άρα  1 xf x xe , x 0    

 

δ)  Για x 0  είναι    f 0

1
f 0 1

e 0
  


. Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  

   f στο 0x 0 είναι η ευθεία     : y f 0 f 0 x 0 y x       

   Είναι     
 

 

      

  

f xf x

2

e f x f x 2e
f x f x 0

f x 1 f x 1

             

, οπότε η f είναι  

   κοίλη στο  0, . Επειδή η f είναι κοίλη, βρίσκεται κάτω από κάθε εφαπτομένη  

   της στο διάστημα αυτό, εκτός βέβαια του σημείου επαφής, άρα βρίσκεται κάτω και  

   από την ε, οπότε ισχύει:  f x x  για κάθε x 0 . 

   Είναι       
e

2
e e

0 0
0

x
E x f x dx f x dx

2



 


  
     

 
  .  

   Επειδή  1x f y  και    f x
f x e x , για κάθε x 0  έχουμε:  y 1ye f y .  

   Θέτουμε  1 yx f y ye  , τότε  y ydx e ye dy  .  

   Για x 0  είναι y 0  και για x e   είναι y   . Τότε      

   
     

2 2 2 2
y y y 2

0 0

e e
E y e ye dy e y y dy

2 2

 
  

          

   
    

2 2
2 y

0

e
E y y e dy

2


 

      

        
2 2

2 y y

00

e
E y y e 1 2y e dy

2


 

       
    

   
      

2 2
2 y

0

e
E e 1 2y e dy

2




 
          

   
     

2 2
2 y y

0 0

e
E e 1 2y e 2e dy

2





              

   
     

2 2
2 y

0

e
E e 1 2 e 1 2 e

2




 
               

   
     

2 2
2e

E e 1 2 e 1 2e 2
2


  

              

      
2 2

2e
E 1 e 1

2




       . 

 

http://www.askisopolis.gr/


www.askisopolis.gr  Γενικά θέματα 

64 
 

ε)    
2 2

2e
lim E lim 1 e 1

2




 

 
        

 
 

   

  2 2

2 2 2

1 1 1 1 1
lim E lim e

2 e e e e



    

  
          

    
. 

 

Θέμα 51 
 

α) Επειδή  fA    , η ευθεία x    είναι η μόνη πιθανή κατακόρυφη ασύμπτωτη  

   της fC . Άρα 2  . Τότε  
  22 x x 1

f x
x 2

   



. 

   Για να είναι η ευθεία y 2  οριζόντια ασύμπτωτη της fC  πρέπει  
x
lim f x 2


 . 

   Αν 2  , τότε  
  2

x x

2 x
lim f x lim
 

 


x
   

   Αν 2  , τότε  
x x x

x
x 1

lim f x lim lim
x 2  

 
 



1

x

x

 
  
 

2
1

x

 
 
 

 

 άρα 2   και 2  .  

   Για 2      είναι    
x 2 x 2

1
lim f x lim 2x 1

x 2  

 
     

, δηλαδή η x 2  είναι  

   κατακόρυφη ασύμπτωτη της fC . 

 

β) Η f είναι παραγωγίσιμη για x 2  με  
   

   
2 2

2 x 2 2x 1 5
f x 0

x 2 x 2

  
    

 
,      

  άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα διαστήματα  ,2  και  2, . 

  Είναι  
x x x

2x 1 2x
lim f x lim lim 2

x 2 x  


  


,   

x x x

2x 1 2x
lim f x lim lim 2

x 2 x  


  


 

 
 

x 2
lim f x


   και    

x 2 x 2

1
lim f x lim 2x 1

x 2  

 
     

. 

  Στο διάστημα  1 ,2    η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, οπότε το  

  αντίστοιχο σύνολο τιμών της είναι:         1
xx 2

f lim f x , lim f x ,2
 

    . 

  Στο διάστημα  2 2,    η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, οπότε το  

  αντίστοιχο σύνολο τιμών της είναι:         2
x x 2

f lim f x , lim f x 2,
 

    . 

  Το σύνολο τιμών της f είναι:        1 2f A f f 2      . 

 

γ) Είναι  
 2 x 22x 1 2x 4 5

f x
x 2 x 2

  
  

  x 2

5 5
2

x 2 x 2
   

 
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        F x 2x 5ln x 2 F x 2x 5ln x 2 c, c           

   Για c 0  η συνάρτηση    F x 2x 5ln x 2    είναι μια παράγουσα τις f. 

 

δ) Επειδή για x 2 είναι  f x 2 , έχουμε: 

   
              

5 56 2f x 6 2f x
f x 2 e ln f x 2 ln e 5ln f x 2 6 2f x

 
           

   
         2f x 5ln f x 2 6 F f x F 3      (1) 

   Είναι    F x f x 0 F     γνησίως αύξουσα στο  2, οπότε είναι και 1 1 στο  

   διάστημα αυτό. Η (1) γίνεται:    

        
1 1 2x 1

F f x F 3 f x 3 3 2x 1 3x 6 x 7
x 2

 
          


 

 

ε)              
33 3

E f x dx f x dx F x F F 3 2 5ln 2 6
  

                   

   
    lim E lim 2 5ln 2 6

 
          

 

στ) Επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα διαστήματα  ,2  και  

  
 2,  και    1 2f f    , η f είναι 1 1  και αντιστρέφεται. 

  
 

2x 1
f x y y 2x 1 xy 2y 2y 1 xy 2x

x 2


           


 

   

 
y 2

x y 2 2y 1


   
2y 1

x
y 2





, άρα  1 2y 1

f y , y 2
y 2

 
 


, οπότε και  

   1 2x 1
f x , x 2

x 2

 
 


, άρα    1f x f x  για κάθε x 2 . 

 

Θέμα 52 
 

α) Αρκεί να αποδείξουμε ότι    
0

0
x x
lim f x f x


  για κάθε 0x   . 

   Από την (1) για 0x x  έχουμε    0

3

0 0x f xf 2x   (2). 

   
       3 3

0 0 0(1) (2) f x f x f x f x x x         

   
                2 2

0 0 0 0f x f x f x f x f x f x 1 x x 3        

  
       2 2

0 0f x f x f x f x 1 0     αφού έχει  

        2 2 2

0 0 0f x 4f x 4 3f x 4 0        .   

   Οπότε     
       

0
0 2 2

0 0

x x
f x f x

f x f x f x f x 1


  

  
 

   

   
       

0

0 02 2

0 0

x x
f x f x x x

f x f x f x f x 1


    

  
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         0 0 0 0 0 0 0x x f x f x x x f x x x f x x x f x               

    
       

0 0
0 0 0 0 0

x x x x
lim f x x x f x lim f x x x
 

       άρα    
0

0
x x
lim f x f x


  από  

   κριτήριο παρεμβολής. Επομένως η f είναι συνεχής στο  . 

 

β) Αρκεί να αποδείξουμε ότι 
   

0

0

x x
0

f x f x
lim

x x





 για κάθε 0x   . 

   Από τη σχέση (3) έχουμε για 0x x   ότι :  

   
   

       
0

2 2

0 0 0

f x f x 1

x x f x f x f x f x 1




   
  

   

   

         0 0

0

2 2 2x x x x
0 0 0 0

f x f x 1 1
lim lim

x x f x f x f x f x 1 3f x 1 


  

    
 άρα  

   η f είναι παραγωγίσιμη στο . 

          

γ) H σχέση (1) αποτελείται από παραγωγίσιμες συναρτήσεις. Την παραγωγίζουμε  

   κατά μέλη  και έχουμε: 

             
 

 
 

23f x 1 0
2 2

2

2
3f x f x f x 2 f x 3f x 1 2 f x 0

3f x 1

 

          


 . 

   Επομένως η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο . 

 

δ) i) Από τη σχέση    3 x f 2f x x  (1) έχουμε  για x=0 :  

          3 2f 0 f 0 0 f 0 f 0 1 0 f 0 0       . 

Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο , η x 0  είναι η μοναδική ρίζα της 

εξίσωσης  f x 0 . Επίσης από τη σχέση (1) έχουμε: 

     
 

 
2f (x) 1 0

2

2

2x
x (f x 1) 2x f x 2x f x 2x 0

f
f

x 1

 

       


 και επειδή η 

ισότητα  ισχύει μόνο για x 0  έχουμε:  
1 1 1

2

00 0
f x dx 2xdx x 1      . 

 

    ii)  H f είναι 1-1 οπότε αντιστρέφεται. 

Από  τη σχέση (1) για  f x y  έχουμε 

 
3 3

3 1y y y y
y y 2x x f y

2 2

 
       οπότε 

3
1 x x

f (x) ,x
2

 
   και

 
1

3 4 2
1 1

1

0 0
0

x x 1 x x 1 1 1 3
f x dx dx

2 2 4 2 2 4 2 8

    
        

  
   

 

ε)      
   

 1 x

1 x 1 x

f x f x
f x f x e f x f x

e e



 


         

        x 1 x 1e f x e f x f x 0       

http://www.askisopolis.gr/


www.askisopolis.gr  Γενικά θέματα 

67 
 

Θεωρούμε συνάρτηση      x 1h x e f x f x  ,  x 0,1   . 

Η h είναι συνεχής στο  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων, και παραγωγίσιμη στο 

 0,1  με        x 1 x 1h x e f x e f x f x      . 

Είναι      1h 0 e f 0 f 0 0    και      f 1 1 0h 1  f   δηλαδή    h 0 h 1  

Σύμφωνα με το θεώρημα Rolle υπάρχει  0,1  τέτοιο ,ώστε  h 0   

           1 1 1e f e f f 0 f f e f                 . 

 

Θέμα 53 
 

α) Θεωρούμε        3 3g x f x x 3x 2 f x g x x 3x 2          (2) 

   οπότε     2f x g x 3x 3     (3) . 

   
   

2
(2),(3)

g x 3x 3 3(1) e g x x 3x 2
  

    
23x 3 3e x 3x 2        

   
      

2 2 2 g xg (x) 3x 3 3x 3 3x 3e e e g x 0 e e 1 g x 0
            (4). 

   Επειδή η g είναι παραγωγίσιμη στο  2,1  είναι και συνεχής στο διάστημα αυτό,   

   άρα έχει ελάχιστη και μέγιστη τιμή . 

-  Έστω ότι η  g παρουσιάζει ακρότατα στα άκρα  1 και - 2 .  

   Είναι        
3

g 2 f 2 2 3 2 2 0         και    g 1 f 1 1 3 2 0       

   δηλαδή το ελάχιστο και το μέγιστο της g συμπίπτουν , άρα η g είναι η μηδενική  

   συνάρτηση. 

- Έστω ότι η g παρουσιάζει ελάχιστο στο 1x  και μέγιστο στο 2x  που βρίσκονται     

   στο εσωτερικό του  2,1 , τότε επειδή η g είναι αναγνωρίσιμη , από το     

   θεώρημα Fermat ισχύει ότι  1g x 0   και  2g x 0  . Από την (4) για 1x x   

   έχουμε  
        

2 2
11 1

g x3x 3 3x 3 0

1 1 1e e 1 g x 0 e (e 1) g x 0 g x 0
           και  

  όμοια για 2x x είναι  2g x 0 .  

     Άρα σε κάθε περίπτωση τα ακρότατα της g είναι ίσα με μηδέν οπότε η g είναι η  

     μηδενική συνάρτηση. Δηλαδή για κάθε  x 2,1   είναι  

         3 3g x 0 f x x 3x 2 0 f x x 3x 2            

 

β)      3 3k x f x 1 x 3x 2 1 k x x 3x 1          .Είναι  

      2 2k x 3x 3 3 x 1      και  

   
   

x [ 2,1]
2 2 2k x 0 3 x 1 0 x 1 0 x 1 x 1

 

             . 

   Για κάθε  x 2, 1    είναι  k x 0   και επειδή η k είναι συνεχής, είναι γνησίως  

   φθίνουσα στο  2, 1  .  Για κάθε  x 1,1   είναι  k x 0   και επειδή η k είναι  

   συνεχής είναι γνησίως φθίνουσα στο  1,1 . 

  Η k παρουσιάζει μέγιστο στο -1 το   k 1 3   και ελάχιστο στα -2,1 το 
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      k 2 k 1 1    . 

 

γ) Στο διάστημα  1 2, 1      αντίστοιχο σύνολο τιμών είναι το 

  
       

f

1f A f 2 ,f 1 1,3       

f [

 και στο διάστημα  2A 1,1   αντίστοιχο σύνολο  

  τιμών είναι το        
f

2f A f 1 ,f 1 1,1    

f >

. 

  To 1 20 f (A ),f (A )  οπότε υπάρχουν 1 1 2 2x A ,x A   τέτοια ώστε  1f x 0 και 

   2f x 0 . 

  Τα 1 2x , x είναι μοναδικά αφού η f είναι γνησίως μονότονη στα αντίστοιχα  

   διαστήματα άρα και 1-1. 

 

δ)     x 3 x 3h x e f x x 2 e x    3x 2  3x 2  x3xe  . 

    Για x 0 είναι  x3x 0 3xe 0 h x 0       . Το ζητούμενο εμβαδόν είναι : 

   

      
1 1 1

x x

0 0 0
h x dx 3xe dx 3x e dx

 
      

 
     

    
11 1

x x x

0 00
3xe 3e dx 3e 3e 3e 3e 3 3                

 

Θέμα 54 
 

α) Για x 0  είναι:         3 2f 0 f 0 4 0 f 0 f 0 1 0         

   f 0 0 ή  2f 0 1   που είναι αδύνατο. 

 

β)           
 

3 2

2

4x
f x f x 4x f x f x 1 4x f x

f x 1
      


  2 . Είναι      

   
 2

4x
f x 0 0 4x 0 x 0

f x 1
      


 και   

 
 2

4x
f x 0 0 4x 0 x 0

f x 1
      


. 

 

γ) Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο , έχουμε: 

                   3 2 2f x f x 4x 3f x f x f x 4 f x 3f x 1 4
               3 . 

   Επειδή  23f x 1 0   για κάθε x  είναι και  f x 0  , άρα η f είναι γνησίως 

   αύξουσα στο . 

 

δ) Αν   , τότε      f f 4       και ισχύει η ισότητα. 
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   Αν   , τότε επειδή η f είναι συνεχής στο  ,   και παραγωγίσιμη στο  ,  ,  

   λόγω του Θ.Μ.Τ υπάρχει  ,    τέτοιο ώστε:  
   f f

f
  

  
 

. 

  Όμως από τη σχέση  3  είναι  
 2

4
f x 4

3f x 1
  


, αφού  23f x 1 1  , άρα και      

    
   

     
f f

f 4 4 f f 4
  

          


. 

 

ε) Πρέπει  f x 1  , τότε        2 23 3f x 1 4 f x 1 f x 1         

   Αν  f x 1 , τότε από την αρχική σχέση έχουμε: 3 1
1 1 4x x

2
     και η  

   εφαπτομένη είναι η 1

1 1 1 1 1
: y f f x y 1 x y x

2 2 2 2 2

    
              

    
 

   Αν  f x 1  , τότε από την αρχική σχέση έχουμε:  
3 1

1 1 4x x
2

       και η  

   εφαπτομένη είναι η  2

1 1 1 1 1
: y f f x y 1 x y x

2 2 2 2 2

    
                

    
. 

 

στ) Η f   είναι παραγωγίσιμη στο  με  

    
 

  

  

   

  

2

2 22
2 2

4 3f x 1 12f x f x4
f x

3f x 1 3f x 1 3f x 1

   
          

 

   Είναι  f x 0   για κάθε x 0 , άρα η f είναι κοίλη στο  0, . 

   Επειδή η f είναι κοίλη στο  0,  βρίσκεται κάτω από κάθε εφαπτομένη της στο  

   διάστημα  αυτό, εκτός του σημείου επαφής, οπότε βρίσκεται κάτω και από την 1 ,  

   άρα    
1

f x x 2f x x 1
2

      

ζ) Είναι  
1

0 f x x
2

    για κάθε x 0 , άρα  
2

2 1
f x x

2

 
  
 

 και επειδή η ισότητα  

   ισχύει μόνο για x 0 , είναι: 

    

1
2 3 3

1 1
2

0 0

0

1 1 1 1 1 9
f x dx x dx x 1

2 3 2 3 2 8

      
            

       
  . 

η)  Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα, αντιστρέφεται. 

      3 31
f x y y y 4x x y y

4
       , άρα    1 31

f y y y
4

    
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θ)  1 3

x x

1
lim f x lim x

4



 
   ,  1 3

x x

1
lim f x lim x

4



 
    

    

 
 

 

1

1

f x y

x f y

x y f y
lim f x lim y









  
    και όμοια  

x
lim f x


  , άρα  f A  . 

ι)    1 1 1 1
f 1 1 1 f 1

4 2 2

  
     

 
 και      1 1 68

f 4 64 4 17 f 17 4
4 4

       . 

 

Θέμα 55 
 

α)              2 2x f x 3xf x f x 0 x f x 2xf x xf x f x 0              

       2x f x xf x 0
       2x f x xf x c, c    .  

    Για x 1  είναι    f 1 f 1 c c 1     , άρα    2x f x xf x 1     

              1 1

1
xf x f x xf x ln x xf x ln x c , c

x

          . 

   Για x 1  είναι   1 1f 1 c c 0   , άρα    
ln x

xf x ln x f x
x

    

 

β) xx e ln x x ln x x      (1) 

   Αν 0  , τότε η (1) γίνεται x 0  που είναι αδύνατο, οπότε για 0   είναι 

    
ln x 1 1

f x
x

  
 

. 

   Είναι  
2

1 ln x
f x

x


   και  

2

1 ln x
f x 0 0 1 ln x 0 ln x 1 x e

x


            

   Για κάθε  x 0,e  είναι    f x 0 f 0,e   1  και για κάθε x e  είναι  

      f x 0 f e,   2 . Η f έχει μέγιστο το  
1

f e
e

 . 

   Είναι  
x 0 x 0

1
lim f x lim ln x

x  

 
    

 
και  

x x DLH x

1
ln x xlim f x lim lim 0
x 1

 
 
 

  
    

   Στο διάστημα  1 0,e   η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, άρα έχει  

   αντίστοιχο σύνολο τιμών το  1

1
f ,

e

 
   

 
 και στο διάστημα  2 e,   , το  

   αντίστοιχο σύνολο τιμών είναι το  2

1
f 0,

e

 
   

 
. 

-  Αν 
1 1

0 e
e

    


, τότε  
1

f A


, οπότε η εξίσωση  
1

f x 


 είναι αδύνατη. 

-  Αν 
1 1

e
e

  


, τότε η εξίσωση  
1

f x 


 έχει μοναδική ρίζα το x e . 
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-  Αν 
1 1

0 e
e

   


, τότε η εξίσωση  
1

f x 


 έχει 2 ρίζες, μία σε καθένα από 

τα  

   διαστήματα  0,e  και  e,  

-  Τέλος αν 
1

0 0  


, τότε υπάρχει 1 1x   τέτοιο, ώστε  1

1
f x 


  και επειδή  

   η f είναι γνησίως αύξουσα στο 1 , η ρίζα αυτή είναι μοναδική. Επειδή  2

1
f 


η  

   εξίσωση  
1

f x 


 δεν έχει άλλη ρίζα. 

 

γ) Επειδή η f έχει μέγιστο το  
1

f e
e

 , ισχύει ότι  
1

f x
e

  για κάθε x 0 . Είναι  

    
1

x
1 ln x 1 1 1 1

f x ln x ln x
e x e x e e

       , άρα και 

   

1
1

ln
e

  , 

1
1

ln
e

  , 

1
1

ln
e

   και με πρόσθεση κατά μέλη είναι: 

   

1 1 1 1 1 11 1 1 3

e
3 3

ln ln ln ln e
e e

       
 

                 
 
 

. 

 

δ)      
x x x x

2 2 2 2

11 1 1

ln t
g x 2 f t dt 2 dt ln t dt ln t ln x

t


         . 

   Για κάθε x 1  είναι  ln x 0 g x 0    και επειδή είναι συνεχής, διατηρεί  

   σταθερό πρόσημο στο  1,  και επειδή  g e 1  είναι  g x 0 , άρα  

      g x ln x, x 1,   . 

 

ε) Η g είναι συνεχής στο  ,   και παραγωγίσιμη στο  ,   με  
1

g x
x

  , λόγω  

   του Θ.Μ.Τ υπάρχει  ,    τέτοιο, ώστε  
   f f 1 ln ln

f
    

    
  

. 

   Είναι 
1 1 1 1 ln ln 1

ln
       

             
         

1 ln 1
  

   
  

. 

 

Θέμα 56 
 

α)               
xe

x x x xf x e f x 1 e f x 0 f x e f x f x e f x 0



               
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                 x x xf x f x f x e f x e 0 f x f x f x e 0                

         xf x f x f x e c, c      (1) 

   Για x 0  είναι c 0 , άρα       xf x f x f x e 0           

        xf x 1 e f x 0    
 

     
 

x xx e x exe f x 1 e e f x 0
           

   
 

    
   

x x xx e x e x e

1 1e f x 0 e f x c f x c e
      


     . 

   Για x 0  είναι 1c 1 , άρα  
xx ef x e

 , x . 

 

β) Είναι    
xx e xg x lnf x lne x e

     . 

   Η ευθεία y x  είναι πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της g στο  ,  

   αν   
x
lim g x x 0


  . Είναι   
x x
lim g x x lim x
 

  xe x   x

x
lim e 0


   

 

γ)   xg x x 1 x e x 1 0         (2) 

   Έστω   xh x x e x 1, x     . Παρατηρούμε ότι  h 0 0 και  η (2) γίνεται  

      h x h 0  για κάθε x , δηλαδή η h παρουσιάζει ελάχιστο στο 0x 0 που  

   βρίσκεται στο εσωτερικό του πεδίου ορισμού της. Επειδή η h είναι παραγωγίσιμη  

   στο  με   xh x 1 e    , από το θεώρημα Fermat ισχύει ότι: 

   h 0 0 1   1 0 0       

 

δ) Είναι    
0

E g x dx


    . Επειδή  g x 0  για κάθε x 0 , είναι: 

      
2 2

x x

0
0

x
E x e dx e e 1

2 2




    
        

 
  

   Είναι  
2

lim E lim e 1
2



 

 
      

 
 

 

ε) Έστω     x t ,y t  οι συντεταγμένες του Μ, τότε      x t
y t x t e


  . Είναι 

               x t x t
y t x t e x t x t 1 e

         (3), όμως    y t x t 0   , οπότε η (3)   

   γίνεται:  
1

x t
2

  x t
        x t x t x t x t 1

1 e 1 2 2e 2e 1 e
2

   
          

     
1

x t ln x t ln 2
2

    . Τότε   ln 2 1
y t ln 2 e ln 2

2

    , άρα  

   
1

M ln 2,ln 2
2

 
 

 
. 
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Θέμα 57 
 

α)  Επειδή    g x
f x e   και η 

 g x
e  είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση παραγωγίσιμων  

   συναρτήσεων, τότε και η f   θα είναι παραγωγίσιμη στο  0, , δηλαδή η f είναι  

   δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0,  με         g x g x
f x e e g x


   . Όμοια και η  

   g είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0,  με         f x f x
g x e e f x

 
    . 

 

β)  Είναι      g x
f x e g x   και    f x

g x e
   , άρα  

             g x f x g x f x
f x e e e

         1 .  

Είναι      f x
g x e f x

   και    g x
f x e  , άρα          f x g x f x g x

g x e e e
        2 . 

Από τις σχέσεις  1 ,  2  προκύπτει ότι    f x g x   , οπότε υπάρχει 1c   

τέτοιο ώστε:     1f x g x c    . Είναι    g e 1f e e e    και    f e 1g e e e
      , 

οπότε η σχέση  3  για x e  γίνεται:     1 1

1 1 1f e g e c e e c c 0          , 

άρα    f x g x   .  

Είναι:         2f x g x f x g x c       , 2c  . Για x e  είναι      

    2 2 2f e g e c 1 1 c c 0        , άρα    f x g x   για κάθε x 0 . 

 

γ)  Επειδή    g x
f x e   και    f x g x   είναι:    f x

f x e
    

              f x f x f x

f x

1
f x f x e 1 e x e x c

e

          , c . 

Για x e  είναι: 
 f e

e e c e e c c 0       , άρα 
   f x

e x f x ln x   , x 0  

 

δ)  Η f είναι συνεχής στο διάστημα  e,  και παραγωγίσιμη στο  e,  με  
1

f x
x

  ,   

   οπότε λόγω του θεωρήματος μέσης τιμής, υπάρχει  e,   τέτοιο ώστε:  

    
   f f e 1 ln 1

f
e e

   
    

   
. Είναι  

      
1 1 1 1 ln 1 1 1 1

e e ln 1 e
e e e e

 
                 

     
 

   
e

1 ln 1 1
e


     


e
2 ln

e


   


. 

 

ε)  Είναι  
1

f x 0 f
x

     γνησίως αύξουσα στο  0,  
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     
     

f 1 1 1
1 x t 2x f x f t f 2x

f 2x f t f x
        

1

 

Επειδή η ισότητα δεν ισχύει για κάθε  t x,2x , έχουμε: 

   
2x 2x 2x 2x2x 2x

x xx x x x

1 1 1 1 1 1
dt dt dt t dt t

f (2x) f (t) f (x) f (2x) f (t) f (x)
          

2x

x

x 1 x
dt

ln 2x f (t) ln x
   

Είναι 
x DLH x x

x 1
lim lim lim x

1ln 2x

x

 
 
 

  
     άρα και

2x

xx

1
lim dt

ln t
  . 

 

Θέμα 58 
 

α)  Είναι  
DLHx 0 x 0 x 0

ln x
lim f x lim x ln x lim  

1

x

  





  
      

x 0 x 0

2

1

xlim lim x 0 f 0
1

x

  
   



, άρα η 

f είναι συνεχής στο 0. 

β)   Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  f x ln x 1   . 

Είναι   1 1
f x 0 ln x 1 0 ln x 1 x e

e

           . 

Είναι  
x x
lim f x lim x ln x
 

    και 
1 1 1 1

f ln
e e e e

 
   

 
.  

Για κάθε 
1

x 0,
e

 
 
 

 είναι  f x 0  , άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 
1

0,
e

 
 
 

.  

Οπότε    
x 0

1 1 1 1
f 0, f , lim f x f ,f 0 ,0

e e e e

            
             

            
. 

Για κάθε 
1

x ,
e

 
  
 

 είναι  f x 0  , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο 
1

,
e

 


 
. 

Οπότε  
x

1 1 1
f , f , lim f x ,

e e e

        
          

        
. 

Το σύνολο τιμών της f είναι: 

 
1 1 1 1 1

f A f 0, f , ,0 , ,
e e e e e

            
                     

            
 

 

γ)  
x 0

x xx e   ln x ln e ln x x ln x f x
x

  
             1 . 

• Αν 
1

e
   , τότε  f A  και η  1  είναι αδύνατη. 
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• Αν 
1

e
   , τότε επειδή 

1 1
f

e e

 
  

 
 και  

   
1

f x
e

   για κάθε 
1 1

x 0, ,
e e

   
     
   

, η  1  έχει μοναδική ρίζα την 
1

x
e

 . 

• Αν 
1

,0
e

 
  

 
 τότε:  

 – Υπάρχει 1

1
x 0,

e

 
 
 

 τέτοιο ώστε  1f x    και αφού η f είναι γνησίως      

   φθίνουσα στο διάστημα αυτό, το 1x  είναι μοναδικό.  

– Υπάρχει 2

1
x ,

e

 
  
 

 τέτοιο ώστε  2f x    και αφού η f είναι γνησίως  

   αύξουσα στο διάστημα αυτό, το 2x  είναι μοναδικό. Άρα η  1  έχει ακριβώς δύο  

   ρίζες στη περίπτωση αυτή. 

 

• Αν  0,  , τότε υπάρχει  1x 1,   (  f 1 0 ) τέτοιο, ώστε  1f x    και   

  αφού η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό, το 1x  είναι μοναδικό. 

  Άρα η  1  έχει ακριβώς μία ρίζα στη περίπτωση αυτή. 

 

δ)  Η f είναι συνεχής στο διάστημα  x,x 1 , x 0  και παραγωγίσιμη στο  x,x 1 ,  

   οπότε λόγω του θεωρήματος μέσης τιμής, υπάρχει  x,x 1  , τέτοιο ώστε 

    
   

   
f x 1 f x

f f x 1 f x
x 1 x

 
     

 
.  

   Είναι  
1

f x 0
x

    για κάθε x 0 , οπότε η f   είναι γνησίως αύξουσα στο  

    0, .  

   Είναι x x 1    , οπότε          f f x 1 f x 1 f x f x 1          . 

 

ε) Έστω ευθεία x   ,  0,1 .Το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την  

fC , τον x x , την x    και την x 1  είναι:      

   
1

2 2 2
1 1 1 1x x x 1

E f x dx x ln xdx ln xdx ln x dx
2 2 2 x   



   
             

   
       

   
1

2 2 2 2 2 2
2x 1 2 ln 1 1 1

E ln ln 2ln 1
2 4 2 4 4 4 4



         
             

 
. 

Το ζητούμενο εμβαδό είναι το      2

0 0

1 1
E lim E lim 2ln 1

4 4  

 
        

 
. 
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Επειδή    2 2

DLH0 0 0 0

2 3

2

2ln 1
lim 2ln 1 lim lim lim 0

1 2   

 
 
 

   

         


 

, είναι 

   
0

1
E lim E

4
    . 

 

Θέμα 59 
 

α)  
   

   

x x x x x

2 2
x x

e e 1 e e 1 2e
f x 0 f

e 1 e 1

  
    

 
 γνησίως αύξουσα στο . 

Είναι  
x

xx x

e 1
lim f x lim 1

e 1 


  


και  

x x

x xx x x

e 1 e
lim f x lim lim 1

e 1 e

 
 
 

  


  


. 

Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  έχει αντίστοιχο σύνολο  

τιμών         
x x

f A lim f x , lim f x 1,1
 

    

 

β) Επειδή  
2017

1,1
2018

   υπάρχει  0x 1,1   τέτοιο, ώστε  

 0

2017
f x

2018
     

0

0 0

0

x
x x

x

e 1 2017
2017 e 1 2018 e 1

2018e 1


    


.  

Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο , το 0x  είναι μοναδικό. 

 

γ)  
 

   
     

2
x x

2 2

2 2
x x

e 1 4e
1 f x 1 2f x f x 2f x 1 0

e 1 e 1


         

 
 

 

δ) Επειδή    2f x 1 2f x   τότε  

 
1

2

0
I f x dx       

1

0

e 1 3 e
1 2f x dx 1 2 f 1 f 0 1 2

e 1 e 1

 
                 

 Επίσης    21 f x 2f x   οπότε  

 

           
1 1 1 112

00 0 0 0
J x 1 f x dx x 2f x dx 2xf x 2 f x dx 2f 1 2 f x dx              

Όμως  
x x

1 1 1 1

x x x0 0 0 0

e 1 e 1
f x dx dx dx dx

e 1 e 1 e 1


   

                               

 
 

 
 

x xx u e du e dx1 1 e
x

x x0 1x 0 u 10
x 1 u e

e du
ln e 1 dx ln e 1 ln 2 du

u u 1e e 1

  

  
  

        
  

   

                           
e e

1 1

1 1
ln e 1 ln 2 du du

u u 1
     

   
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                           
 

2
e e

1 1

e 1
ln e 1 ln 2 ln u ln u 1 ln

e


              

 Άρα 
 

2
e 1e 1

J 2 ln
e 1 e


 


. 

 

ε) Αφού η f είναι γνησίως αύξουσα στο   θα είναι και 1 1 , οπότε αντιστρέφεται.  

Είναι  
x

x

e 1
f x y y

e 1


   



x x x 1 y
e y y e 1 e

1 y


    


,  y 1,1   και 

 1 1 x
f x ln

1 x

 



,  x 1,1   

 

στ) Είναι       1 1f x 0 f f x f 0 x 0        

 

ζ)    
1 1 1

12 2 2
1 1 1

2 2 2

1 x 1 x
f x dx ln dx x ln dx

1 x 1 x



  

   
   

1
1

2
2
1 2

1
2

2

1 x 2x
x ln dx

1 x 1 x


 
    
  

                        

1

2 2
1

2

1 1 1
ln 3 ln ln x 1 0

2 2 3 

           
 

 

Θέμα 60 
 

 

α)               f x f x x f x 0 f x f x xf x f x 0           

 
 

2f x
xf x 0

2

 
    

 

 
     

2

2
f x

xf x c f x 2xf x 2c
2

     , c . 

Για x 0  είναι  2f 0 2c 2c 1   , άρα  

          
22 2 2 2 2f x 2xf x 1 f x 2xf x x x 1 f x x x 1            

Επειδή 
2x 1 0   είναι   

2

f x x 0  , άρα  f x x 0   για κάθε x  και 

επειδή η συνάρτηση  f x x  είναι συνεχής, διατηρεί σταθερό πρόσημο. 

Είναι  f 0 0 1 0    άρα  f x x 0   για κάθε x  , οπότε  

   2 2f x x x 1 f x x 1 x        

 

β) Είναι  
2

f x 
x

2

 
   

2
2

2 2 2

f xx x 1
1 f x x 1 f x 0

x 1 x 1 x 1

 
       

  
 

 

γ) Είναι  
   

 2 2

f x f x 1
f x

f xx 1 x 1


     

 
, άρα 
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 

 
       

1 1 1

0 2 0 0

f x1
dx dx ln f x ln f 1 ln f 0 ln 2 1

f xx 1


           


   

 

δ) Είναι    
  2 2

2

2x x x

x 1 x x 1 x
lim f x lim x 1 x lim

x 1 x  

   
    

 
 

 
2

x x

x
lim f x lim
 


21 x 

2

0
1

x 1 1
x


 

  
 

 άρα η y 0  δηλαδή ο άξονας x΄x είναι 

οριζόντια ασύμπτωτη της fC στο  . 

Είναι
  22

x x x

1
x 1 1

xf x x 1 x
lim lim lim 2

x x x  

 
   

   
     και 

    
  2 2

2

2x x x

x 1 x x 1 x
lim f x 2x lim x 1 x lim

x 1 x  

   
     

 
 

  
2

x x

x
lim f x 2x lim
 

 
21 x 

2

0
1

x 1 1
x


 
   
 

, άρα η ευθεία y 2x   είναι πλάγια 

ασύμπτωτη της fC  στο  . 

 

ε) Είναι 2 2 2 2x 1 x x 1 x x        

2 2 2x 1 x x 1 x 1 x 0         , άρα  f x 0  για κάθε x , οπότε και  

   
x 1

2
x 1 x 1 x 1

2 2

x x x
x

t
f t dt 0 t 1 t dt 0 t 1dt 0

2


    

          
 

    

2
x 1

2

x

x
t 1dt



 
22x 1 x  

0
2

 
x 1

2

x
2 t 1dt 2x 1 0



      
x 1

2

x
2 t 1dt 2x 1



   
x 1

2

x
4t 4dt 2x 1



   . 

 

 

Θέμα 61 
 

α)    2xf x f x 0     
   

 

2

2

f x f x 1
f x

x f x x


        

   
 

 
 

1 1
ln x ln x c

f x f x

        
 

 
1

f x
ln x c




, c . 
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   Για x e  είναι:  
1

f e 1 c 0
1 c

   


, άρα  
1

f x
ln x

 , x 1 . 

 

β)  
2

1
f x

x ln x
    και  

 

   

2 2

2 2
2 2

x ln x ln x 2ln x
f x 0 f

x ln x x ln x




     κυρτή στο  1, . 

Παρατηρούμε ότι  
1

f e
e

   . Η εφαπτομένη της fC  στο x e  είναι η ευθεία  

ε:       
1 1

y f e f e x e y 1 x e y x 2
e e

             

Επειδή η f είναι κυρτή βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της στο  1,  εκτός 

του σημείου επαφής, άρα      
1

f x x 2 ef x x 2e ef x x 2e 0
e

           . 

 

γ) Είναι  
1

f x x 2
e

    για κάθε  x 1,   και επειδή η ισότητα ισχύει μόνο για 

x e , έχουμε:  
2e

2
2e 2e

e e
e

1 1 x
f x dx x 2 dx 2x

e e 2

  
        

   
   

 
2 2

2e

e

1 4e 1 e e
f x dx 2 2e 2e

e 2 e 2 2
        

 

δ) Από το Θ.Μ.Τ για την f υπάρχει  ,    τέτοιο, ώστε  

 
   

 

1 1

f f ln lnln ln
f

ln ln


      

    
        

 

Είναι        
 

f
ln

1
e f e f f f

ln ln e






                   

   

1

 

   eln ln ln eln ln ln 0
 
              

 
 

 

ε) Η εφαπτομένη ε έχει εξίσωση:     y f k f k x k     

    
2 2 2

1 1 1 1 1
y x k y x

ln k k ln k k ln k ln k ln k
           

    
2 2

1 ln k 1
y x

k ln k ln k


   . 

   Για τη γωνία θ που σχηματίζει η ε με τον άξονα x΄x ισχύει ότι:
2

1

k ln k
      

   και επειδή τα μεγέθη μεταβάλλονται με τη πάροδο του χρόνου, είναι: 
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    
   2

1
t

k t ln k t
   . 

   Επειδή και τα δύο μέλη της προηγούμενης ισότητας αποτελούνται από  

   παραγωγίσιμες συναρτήσεις όταν  k t 1 , έχουμε: 

      
     

 
    

    

2

22 2
2

k t ln k t1 1
t t

k t ln k t t k t ln k t

             
 

    
 

 

     2

2

k t ln k t k t
1

t
t

 

 
 

 

 

2ln k t

k t
 

    
2

2

k t

k t ln k t



. 

   Τη χρονική στιγμή 0t  είναι      0 0 0k t e, k t 2k t 2e    και 

 

   
 

 
       

    

2

0 0 0 0

0 22
2

0
0 0

k t ln k t 2ln k t k t1
t

t k t ln k t

 
  

 
  

   
 

 
   

 
2

0 022 2
2

0 0

1 2eln e 2 2eln e 1 6 e
t t

t teln e

 
     

    2e


   2

0 0

6
t t

e
    . 

 

Θέμα 62 
 

α)                    xf x 2 x f x f x xf x f x f x 2 x f x f x                

           xf x f x f x x 2 f x f x          

       xf x f x 1 x 2 f x             xf x f x x 1 f x      

             xf x x 1 f x xf x x 1 f x c, c          

Για x 1  είναι  f 1 c c 0    , άρα  

                xf x xf x f x xf x f x xf x xf x xf x          

   
x

x 1
1 1

c e
xf x c e f x , c

x
    .  

  Για x 1  είναι   1 1f 1  c e c 1   , άρα  
xe

f x
x

 . 

 

β)  
x x 3 3

x 3 x 3

3

e x e e e
3e x 0 3e x f x

e 3 x 3 3

            (1) 
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Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  
 x

2

e x 1
f x

x


   

Για κάθε 0 x 1   είναι  f x 0   άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  1A 0,1  

Είναι  
x

x 0 x 0

e
lim f x lim

x  
   , οπότε το αντίστοιχο σύνολο τιμών για το διάστημα 

1A , είναι το        1
x 0

f A f 1 , lim f x e,


  


. 

Επειδή  
3

1

e
f A

3
  και η f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα αυτό, υπάρχει 

μοναδικό 1 1x A  τέτοιο, ώστε  
3

1

e
f x

3
 . 

Για κάθε x 1  είναι  f x 0   άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  1, . 

Είναι  
x x

x x DLH x

e e
lim f x lim lim

x 1

 
 
 

  
    , οπότε το αντίστοιχο σύνολο τιμών για 

το διάστημα  2A 1,   είναι το        2
x

f A f 1 , lim f x e,


  


. 

Επειδή  
3

2

e
f A

3
  και η f είναι γνησίως αύξουσα στο 2A , υπάρχει μοναδικό 

2 2x A  τέτοιο, ώστε  
3

2

e
f x

3
 . Τελικά η (1) έχει ακριβώς δύο ρίζες. 

 

γ) i)  
   x 23 x x 3 x 2 x x

4 4 4

xe x 2x 2x e 2xe x 1 x e 2x e 2xe
f x

x x x

      
     . 

2
x

4

x 2x 2
f (x) 0 xe 0 x 0

x

 
        ( 2x 2x 2 0    αφού 4 0     ) 

Άρα  f x 0   στο (0, )  οπότε η f είναι κυρτή στο  0, . 

ii)  

2e
,x 02 x 2 2x

x 2 x e e e
e x f (x) x

4 x 4 4

 

      . Η εφαπτομένη της f  στο x = 2 έχει 

εξίσωση :       
2 2 2e e e

y f 2 f 2 x 2 y x 2 y x
2 4 4

            

Αφού η f είναι κυρτή στο (0, )  βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της  

με εξαίρεση το σημείο επαφής, άρα  
2e

f x x
4

  για κάθε x 0 . 

 

δ)  
x

3 x x 3

1 1 1 1

e
f x dx e ln3 e ln xdx dx e ln xdx e ln3

x

   

          

 x x 3 x 3

1 1

1
e e ln x dx e ln3 e ln x dx e ln3

x

   
     

 
   
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x 3

1
e ln x e ln3 e ln e ln1


     

0 3 3e ln3 e ln e ln3     (2) 

Έστω   xg x e ln x, x 1  . 

Είναι   x x 1
g x e ln x e 0

x
     άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο  1, , οπότε 

είναι και 1 1 . Η (2) γίνεται:    
1 1

g g 3 3


     . 

 

Θέμα 63 
 

α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με    

      2f x 3x 6 ln x 2 6 x    
1

x
 23x 6ln x 6   . 

Η f   είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  
6

f x 6x 0 f
x

     γνησίως αύξουσα 

στο  0, . 

Είναι    2

x 0 x 0
lim f x lim 3x 6ln x 6

  

       και

   2

x x
lim f x lim 3x 6ln x 6
 

      . 

Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστημα  0,   , το 

σύνολο τιμών της είναι  f    . 

Επειδή  0 f   , υπάρχει  0x 0,    τέτοιο, ώστε  0f x 0   και επειδή η f   

είναι γνησίως αύξουσα, το 0x είναι η μοναδική της ρίζα. 

Για κάθε    
f

0 00 x x f x f x 0 f


      
1

γνησίως φθίνουσα στο  00,x  και 

   για κάθε    
f

0 0x x f x f x 0 f


     
1

γνησίως αύξουσα στο  0x , . Η f έχει  

   ελάχιστο στο 0x . 

 

β) Είναι   2f 1 3 1 6ln1 6 3 0         και  f 2 12 6ln 2 6 6 6ln 2 0        και  

   επειδή η f   είναι συνεχής, η εξίσωση  f x 0   έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  

    1,2 . Όμως το 0x  είναι η μοναδική ρίζα της f  , άρα  0x 1,2 . 

 

γ)    2 3x x 6ln x 2 6x 1 x 6x ln x 12x 2 0          

      3x 6x ln x 2 2 0 f x 0       

Είναι 
 

   
0f 0,x

0 01 x f x f 1 9 0     
2

 

Είναι    3

x 0 x 0
lim f x lim x 6x ln x 2 2 2

  

       , γιατί 
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   
DLHx 0 x 0 x 0 x 0

2

1
ln x 2 xlim x ln x 2 lim lim lim x 0

1 1

x x

   

 
 
 

   


     



 

Επίσης    3

x x
lim f x lim x 6x ln x 2 2
 

         

Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  1 00,x  , το αντίστοιχο 

σύνολο τιμών της είναι το         1 0 0
x 0

f f x , lim f x f x ,2


   
 

Επειδή  10 f   υπάρχει μοναδικό 1 1x   τέτοιο, ώστε  1f x 0 . 

Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  2 0x ,   , το αντίστοιχο 

σύνολο τιμών της είναι:     2 0f f x ,    . 

Επειδή  20 f   υπάρχει μοναδικό 2 2x   τέτοιο, ώστε  2f x 0 . 

Επομένως η εξίσωση  f x 0  έχει ακριβώς 2 ρίζες. 

 

δ)  Είναι      
f

0 0x x 2 f x f x f 2 12ln 2 14      
1

 Επειδή  

Όμως  2 e ln 2 lne 1 12ln 2 12 14 12ln 2 14 0 f 2 0            , άρα 

 f x 0  για κάθε  0x x ,2 . 

Επειδή    
f

01 x x f x f 1 9 0      
2

, είναι  f x 0  για κάθε  x 1,2 , οπότε 

το ζητούμενο εμβαδό είναι:      
2 2

3

1 1
E f x dx x 6x ln x 2 2 dx             

 
2 2 2 2

3

1 1 1 1
E x dx 6x ln xdx 12xdx 2dx           

   
2

4
2 2

2 2

11
1

x
E 3x ln xdx 6x 2

4

 
          

 
  

 
2

2 2

1

15
E 3x ln x 3x

4
      

1

x


2

1
dx 18 2    

 
2

2

1

15 3x 49 3
E 16 12ln 2 12ln 2 6

4 2 4 2

   
             

  
 

 
49 9 67

E 12ln 2 12ln 2
4 2 4

      . 

 

Θέμα 64 
 

α)      f x f x xf x x 1          f x x 1 f x x 1       

   
    

 
2

f x x 1 f x 1

x 1x 1

  
 



 
  

f x
ln x 1

x 1

     
 

 
 

f x
ln x 1 c

x 1
  


 (2).  
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   Για x 0  η (1) γίνεται:      
0 0

0 0
f 0 f t dt tf t dt 0     και από τη (2) είναι: 

   
 f 0

c c 0
1

   , άρα      f x x 1 ln x 1    

 

β) Είναι      f x ln x 1 x 1    
1

x 1
 και  

       1 1f x 0 ln x 1 1 x 1 e x e 1              

Για κάθε 1x e 1   είναι  f x 0 f   γνησίως αύξουσα στο 1e 1,   και για 

κάθε  1x 1,e 1    είναι  f x 0 f    γνησίως φθίνουσα στο  11,e 1    . Η f 

έχει ελάχιστο το  1 1 1 1
f e 1 e lne

e

      , άρα  
1

f x
e

   για κάθε x 1  . 

Είναι        
1 1 1

f x x 1 ln x 1 eln x 1
e e x 1

           


 

 
e 1

ln x 1
x 1

   


 
1

e
x 1x 1 e


   και επειδή η ισότητα δεν ισχύει για κάθε 

x 1  , έχουμε:  
1

e ee
x 1

1 1
x 1 dx e dx


    

 

γ)      
 

DLHx 1 x 1 x 1 x 1

1

ln x 1 x 1
lim f x lim x 1 ln x 1 lim lim

1

x 1

   

 
 
 

   

 
       

  
2

1

x 1




  

   
x 1 x 1
lim f x lim x 1 0

  
   .  Επομένως η fC  δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 

Επειδή      
x x
lim f x lim x 1 ln x 1
 

         η fC  δεν έχει οριζόντια 

ασύμπτωτη. 

       
x x DLH x

f x x 1 ln x 1 ln x 1 1
lim lim lim

x x 1

 
 
 

  

   
    , οπότε η fC  δεν έχει 

πλάγια ασύμπτωτη. 

 

 

δ) Επειδή      
x 1 x 1
lim g x lim f x 0 g 0

  
    η g είναι συνεχής στο 0x 0 . 

     
 

 
2

0 0 0 x 1
g x dx x 1 ln x 1 dx ln x 1 dx

2  

 
      
 
 

    

                     
 

 
 

0
2 2

x 1 x 1
ln x 1

2


  
  

    

1

2 x 1

0

dx


   
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          

0 22 2
1 1 2ln 1 11 ln 1 x 1

2 4 4


           
    

  

,  1,0   

Επειδή  g x 0  για κάθε  x 1,0  , το ζητούμενο εμβαδό είναι: 

         
2

0

1 1

1 1 2ln 1 1 1
E lim g x dx lim

4 4  

      
      γιατί 

    
 

 

2

DLH1 1

2

1 2ln 1
lim 1 1 2ln 1 lim

1

1

 

 
 
 

 

  
      

 

1

2

1
lim




 

 
3

2

1



 

  
2

2

1
lim 1 0


      

 

Θέμα 65 
 

α)               f x f x f x f x 2f x 2xe e f x e 2x 1 e x x
            

 
 f x 2e x x c       2f x ln x x c , c    .  f 0 0 c 1   , άρα 

   2f x ln x x 1    

 

β)      f x2 2f x ln x x 1 e x x 1        

    
2

f x f x 2 2 2e e x 6x 1 x x 1 x x         1 x  
2

26x 1    

2 4 2x x 1 x 2x 1     26x 1  4 2x 3x x 1 0     

  3 2x 1 x x 2x 1 0      x 1  ή 3 2x x 2x 1 0    . 

Έστω    3 2h x x x 2x 1, x 1,2     . 

Είναι    h 1 1, h 2 7   , δηλαδή    h 1 h 2 0  και επειδή η h είναι συνεχής ως 

πολυωνυμική, λόγω του θεωρήματος Bolzano, υπάρχει  0x 1,2 :

  3 2

0 0 0 0h x 0 x x 2x 1 0      . 

 

γ)
 
       

22f x f x 1 ln x x 1 ln x 1 x 1 1           
 

 

         2 2f x f x 1 ln x x 1 x x 1        
 

   
 

    4 3f x f x 1 ln x x    2 3x x  2x x 2x x 1   

       4 2 2f x f x 1 ln x x 1 f x       (1) 
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δ) Επειδή η σχέση (1) ισχύει για κάθε x , αντικαθιστώντας όπου x το xe  έχουμε: 

     x x 2xf e f e 1 f e    (2) 

     
 2

x 2x x x x xf e f e f e 1 1 x e 1 x e e x 1 0              (3) 

Έστω   xg x e x 1, x    . Είναι   xg x e 1 0 g 1 1      1 . 

     3 g x g 0 x 0     

 

ε) Από τη σχέση (1) έχουμε:      
2 2 2

2

1 1 1
f x dx f x 1 dx f x dx      (4) 

Θέτουμε x 1 u dx du    , οπότε:      
2 1 1

1 0 0
f x 1 dx f u du f x dx      και 

θέτοντας
2 1

x t x t dx dt
2 t

     , έχουμε:

   
 2 4 4

2

1 1 1

f x1
f x dx f t dt dx

2 t 2 x
    . 

     
 

 
 2 1 4 2 4

1 0 1 0 1

f x f x
4 f x dx f x dx dx f x dx dx

2 x 2 x
          

 

Θέμα 66 

 

α) Είναι      2f x f x x 3f x
            

            f x f x 2f x f x 1 3f x            f x f x 2f x 3 1        (1) 

Έστω  h x x 2x 3, x     . 

Είναι  h x x 2 0       1 x 1     άρα η h είναι γνησίως φθίνουσα. 

Για κάθε x 0  είναι    h x h 0 2 0    , άρα και   h f x 0 

   f x 2f x 3 0    , x ,  οπότε λόγω της (1) είναι  f x 0 f   2 . 

 

β) Αν 1 2x x  τότε ισχύει η ισότητα. 

Αν 1 2x x , τότε από το Θ.Μ.Τ., υπάρχει  1 2x ,x :  
   2 1

2 1

f x f x
f

x x


  


 

Είναι      
 

   
1

h f x 2 h f x 2 f x 2f x 3 2           

   
 

1 1 1
f x

2 2f x 2f x 3
  

  
 οπότε και 

 
1

f
2

   
   2 1

2 1

f x f x 1

x x 2


 


   1 2 1 2

1
f x f x x x

2
   . 

Όμοια αν 1 2x x . 
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γ)      
1 1 1

f x f x 1 2f x 1
2 2 2

            

Έστω    g x 2f x 2x 1, x 0    . Είναι      g x 2f x 2 0 g 0,     2 . 

Για κάθε x 0  είναι        g x g 0 1 0 2f x 2x 1 0 2f x 2x 1            

Έστω    t x 2f x 2x 1, x 0    . Είναι      t x 2f x 2 0 t 0,     1 . 

Για κάθε x 0  είναι        t x t 0 1 0 2f x 2x 1 0 2f x 2x 1            

 

δ) Είναι        
   

1
f x f x 2f x 3 1 f x

f x 2f x 3
           

 

Επειδή η συνάρτηση    f x 2f x 3    είναι παραγωγίσιμη στο  ως σύνθεση 

και πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων, η f   είναι παραγωγίσιμη με: 

 
     

    

    

    
2 2

f x f x 2f x f x 2f x
f x 0

f x 2f x 3 f x 2f x 3

     
     

     
f κοίλη στο . 

Από τη σχέση (1) για x 0  έχουμε:  

         
1

f 0 f 0 2f 0 3 1 2f 0 1 f 0
2

               

Η εφαπτομένη της fC  στο 0x 0  είναι:    
1

y f 0 f 0 x y x
2

     . 

Επειδή η f είναι κυρτή, βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της εκτός βέβαια του 

σημείου επαφής, άρα    
1

f x y f x x 0
2

    . Το ζητούμενο εμβαδό είναι:

     
2 2

2

0
2

0 0

2 2
2

x x
E f x dx f x dx

2 4     
  

  
         

   
   

   
 

2

2
0

2

2
E f x dx

4  

  
    . 

Επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα είναι και 1-1 και αντιστρέφεται. 

Θέτουμε    1f x y x f y   , οπότε η αρχική σχέση γίνεται: 

 2 1 2y y x 3y f y y y 3y, y 0          

Για x 0  είναι    1 1f y 0 f 0 y 0      και για 
2x 2     είναι 

   1 2 1f y 2 f y          .  

Επίσης     1dx f y dy y 2y 3 dy 
     . Τότε: 

   
 2

0 2
E y y 2y 3 dy

4

  
         

   
 2

0 0
2

2
E y ydx 2y 3y dy

4 

  
          
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   
 0 23 2

00 2y y
E y y ydx 2 3

3 2 4 


   
          

 
  

   
   2 23 2

0 2 8 21 62 3
E y 2

3 2 4 12

        
           

 

Θέμα 67 
 

α) Έστω        h x g x f x , x ,     . Είναι  h x 0  και  

        0 0 0h x g x f x 0    και επειδή η h είναι συνεχής στο  ,  , ισχύει ότι  

        h x dx 0 g x f x dx 0
 

 
          

          g x dx f x dx 0 g x dx f x dx
   

   
        

 

β) Η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  1,2 , οπότε για κάθε 1 x 2   είναι      

              
2 2 2

1 1 1
f 1 f x f 2 f 1 dx f x dx f 2 dx         

                
2 2

1 1
f 1 2 1 f x dx f 2 2 1 f 1 f x dx f 2         (1) 

   Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  2,3  , για κάθε 2 x 3    

   ισχύει ότι      f 2 f x f 3        
3 3 3

2 2 2
f 2 dx f x dx f 3 dx      

                
3 3

2 2
f 2 3 2 f x dx f 3 3 2 f 2 f x dx f 3         (2) 

   Επαναλαμβάνοντας την ίδια διαδικασία προκύπτει ότι: 

       
4

3
f 3 f x dx f 4   (3) ...... 

       
2018

2017
f 2017 f x dx f 2018     (2017) 

   Προσθέτοντας κατά μέλη της (1),(2),…,(2017) έχουμε: 

                 
2018

1
f 1 f 2 f 3 f 2017 f x dx f 2 f 3 f 2018        

 

γ) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
4

x 0 x 0

f 16x f 16x f 8x f 4x f 2x
lim lim 2 2 2 2 2

f x f 8x f 4x f 2x f x 

 
          

 
 γιατί 

   
 

 

 

 

8x u

x 0 u 0 u 0

f 16x f 2u
lim lim 2

f 8x f u



  
  , 

 

 

 

 

xx u

x 0 u 0 u 0

f 8x f 2u
lim lim 2

f 4x f u



  
   και 

   
 

 

 

 

2x u

x 0 u 0 u 0

f 4x f 2u
lim lim 2

f 2x f u



  
   
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   δ) Είναι 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

x 1 u

x u u

x 2 u

x u u

x 2017 u

x u u

f x 1
lim 2

f x

f x 2 f u 1
lim lim 2

f x 1 f u

f x 3 f u 1
lim lim 2

f x 2 f u

...............................................

f x 2018 f u 1
lim lim 2

f x 2017 f u



 

  

 

  

 

  

 



  
  

 


  
 



 
 



x









 

   

 
x

f x 1
lim




 

 f x 2

f x




 f x 1

 f x 3


 f x 2

 

 

f x 2018
...

f x 2017





 

 
2016 2018

x

f x 2018
2 lim 2

f x

  
    
 
 

  

 

Θέμα 68 
 

α) Έστω       
2 f x 1

1
e f f x dx c 

  , τότε:  

             
2 f x 1

1
e f f x dx ln x f x 1 f x ln x c 1 

         . 

   Είναι    
1

f x 0 f 0,
x

     2 . Για κάθε 11 2 f
x ,x D   με 1 2x x  είναι 

             1

f
1 1 1 1 1

1 2 1 2 f
f f x f f x f x f x f D 

       
2

2 . 

 

β) Είναι   1f f x x   για κάθε x 0 και η 1f f  είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση  

   παραγωγίσιμων συναρτήσεων, οπότε:       1f f x f x 1    

         1 11
f f x 1 f f x x

x

   
     
 

 (1) 

   
      

 

 
1

2 2f x 1 ln x c 1

1 1
c e f f x dx e x dx   
    

2
c 1

ln x1

x
c e dx

e

     

   
x

c  
x

2
c 1

1
e dx    c 1 c 1 c 1

c 1

1
c e 2 1 c e c ce 1 0

e

    


             (2) 

   Λόγω της σχέσης (2) ο c είναι λύση της εξίσωσης 
x 1xe 1 0    

   Έστω   x 1x xe 1, x    . Είναι    x 1 x 1 x 1x e xe x 1 e       . 

       x 1x 0 x 1 e 0 x 1 0 x 1           . 

   Για κάθε x 1   είναι    x 0 , 1    2  και για κάθε x 1   είναι  

     x 0 1,    1 . 
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   Για κάθε    x 1 x 1 0


       
2

 και για κάθε    x 1 x 1 0


       
1

. 

   Επειδή  1 0    και  x 0   για κάθε x 1   η x 1   είναι η μοναδική ρίζα  

   της  x 0  , άρα c 1  , οπότε  f x ln x 1 1 ln x      . 

 

γ) Για την f g ισχύει: 
   

g

f

x D x

g x D g x 0

  
 

   
 άρα η g΄ είναι γνησίως αύξουσα  

   στο . Έστω        h x g x g 0 x g 0 , x    . Παρατηρούμε ότι  h 0 0 . 

   Η h είναι παραγωγίσιμη στο  με      h x g x g 0    . 

   Για κάθε            
g

x 0 g x g 0 g x g 0 0 h x 0 h 0,


             
1

1 .  

   Για κάθε    
h

x 0 h x h 0 0   
1

. 

   Για κάθε            
g

x 0 g x g 0 g x g 0 0 h x 0 h ,0


             
1

2 .  

   Για κάθε    
h

x 0 h x h 0 0   
2

. 

   Επειδή  h x 0  για κάθε x 0  και  h 0 0 , η x 0  είναι η μοναδική ρίζα της  

          h x 0 g x g 0 x g 0    . 

 

Θέμα 69 
 

α) Έστω , ,    με    .Αρκεί να αποδείξουμε ότι      f f f      ή  

        f f f     .Έστω ότι δεν ισχύει ο προηγούμενος ισχυρισμός και έστω ότι     

        f f f     , τότε επειδή    f f    και η f είναι συνεχής στο  ,  ,  

   λόγω του θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών υπάρχει  ,    τέτοιο, ώστε  

      f f   . Επειδή όμως η f είναι 1-1 ισχύει ότι     που είναι άτοπο αφού  

    ,   . Άρα η f είναι γνησίως μονότονη. 

 

β) Έστω 0 fx,x D . Αν 0x x  τότε επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα ισχύει ότι    

         
   0

0 0

0

f x f x
f x f x f x f x 0 0

x x


      


 

  
   

 
0

0

0
x x

0

f x f x
lim 0 f x 0

x x


  


 

  Αν 0x x  τότε επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα ισχύει ότι    0f x f x   

     
       

 
0

0 0

0 0
x x

0 0

f x f x f x f x
f x f x 0 0 lim 0 f x 0

x x x x

 
       

 
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γ) i) Η f είναι 1-1 άρα αντιστρέφεται στο  0, . 

     
  

   2 2

1 1

f x x

2 3f x x1

2f xdx
dx

xf x


  
   (1) 

     Θέτουμε    1f x y x f y     και  dx f y dy .  Για  1x f x  είναι  

        
1 1

1 1f x f y x y


    και για  2x f x  είναι    
1 1

2 2f x f y x y


   . 

      
       2 2 2 2

1 1 1 1

x x x x

2 3 2 3x x x x

f y 2f x f x 2f x
1 dy dx dx dx 0

y x x x

 
          

     
       2 2

1 1

x x

2 3 3x x

f x 2f x xf x 2f x
dx 0 dx 0

x x x

   
     

 
   

    
   2

1

2
x

4x

x f x 2xf x
dx 0

x

 
 

 2

1

x

2x

f x
dx 0

x

 
  

 


 
2

1

x

2

x

f x
0

x

 
  

 
 

     
2

1

x

x
g x 0              2 1 1 2g x g x 0 g x g x g 0,     1 . 

 

  ii) Η g είναι παραγωγίσιμη και γνησίως αύξουσα στο  0, , οπότε  g x 0    

     
   

     
 2

2

4

x f x 2xf x 2f x
0 x f x 2xf x 0 f x 0

x x

 
         για κάθε  

     x 0 , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . 

 

  iii) Είναι            2 2x f x 2xf x 0 x f x 2xf x xf x 2f x         με την  

     ισότητα να ισχύει για x 0 . Επειδή οι συναρτήσεις f και f ΄ είναι συνεχείς στο  

     0, , ισχύει ότι:    
1 1

0 0
xf x dx 2f x dx     

             
1 1 11

0 0 0 0
xf x f x dx 2 f x dx 3 f x dx f 1           (3) 

 

  iv) Σύμφωνα με το Θ.Μ.Τ για την f στο  0,1 , υπάρχει  0,1 :  

      
   

 
f 1 f 0

f f 1
1


    . 

     Από τη σχέση (3) προκύπτει ότι    
1

0
f 3 f x dx    . 

 

Θέμα 70 
 

α) Για κάθε 1 2x ,x   με    1 2f x f x  είναι:    1 2f x f x    (1) και  

   
   

 1 1 2 2

1 1

x f x x f x
x f x

2 2

   
     2 2x f x  

 1

 ,  

  1 2x x f 1 1    οπότε η f αντιστρέφεται. 
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   Είναι  1f
D f A    και θέτοντας  f x y  προκύπτει: 

   
x y

y 2y y x
2


     

   άρα  1f y 2y y, y     οπότε και  1f x 2x x, x     

 

β) Η 1f   είναι παραγωγίσιμη στο  με    1f x 2 x 
  . 

  Επειδή 1 x 1     είναι    1 1f x 0 f 
  1 . 

  Για κάθε 1 2x ,x   με 1 2x x  είναι  

           
1f

1 1

1 2 1 2f f x f f x f x f x f



    
1

1 . 

   Είναι         1 1f 0 2 0 0 0 f f 0 f 0 0 f 0         . 

   2ος τρόπος:  
  

    
f 0

f 0 f 0 2f 0
2


   (2) 

                              
(2)

f 0 f 0 2 f 0 f 0 f 0 0 f 0 0         

 

γ) 
         

 

1f x y x f y

1x 0 x 0 y 0 y 0 y 0

f x f 0 f x y y
lim lim lim lim

x 0 x f y 2y y

  

    


   

 
 

   
y 0

1
lim 1

y
2

y







, άρα  f 0 1  . 

δ) Θέτουμε          1 1f x y x f y dx f y dy 2 y dy  
        

   Για x 0  είναι y 0  και για x 2   είναι      1 1f y 2 f y f y         

          
2

1

0 0 0 0 0
f x dx y f y dy y 2 y dy 2ydy y ydy

    
 

            

                    2 2 2 2

0 00 0 0
y y y dy y y ydy y 2

                        

 

Θέμα 71 
 

α) Επειδή η fC εφάπτεται του x΄x στο α, ισχύει ότι  f 0   και  f 0   . Επειδή η  

   f είναι κυρτή βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της, εκτός του σημείου επαφής,  

   άρα  f x 0  με την ισότητα να ισχύει μόνο για x  . 

   Επειδή 0   είναι 
           f x f x 0 f x f f x f

x x x x

    
  


 (1). 

   Σύμφωνα με το Θ.Μ.Τ για την f στο  ,x , x  , υπάρχει  , x   τέτοιο,  

   ώστε:  
   f x f

f
x

 
  

 
.  
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   Επειδή η f είναι κυρτή η f   είναι γνησίως αύξουσα στο . 

   Είναι    
   

 
f f x f

x f f x f x
x

  
          



1

. 

 

β) Η g είναι παραγωγίσιμη στο  ,   με      g x f x xf x   . 

   Επειδή η f είναι κυρτή, η f είναι γνησίως αύξουσα, οπότε για κάθε x   είναι  

      f x f 0     και επειδή  f x 0 , είναι   g x 0  , άρα η g είναι γνησίως  

   αύξουσα στο  ,  . Επειδή επιπλέον η g είναι συνεχής, έχει αντίστοιχο σύνολο  

   τιμών το         g , g ,g 0, f               . 

 

γ) Είναι 
 

         
f x

f x f x xf x f x dx xf x dx
x

 

 
          

            f x dx xf x f x dx 2 f x dx f
  

  
          , άρα ο αριθμός  

   2 f x dx


   
 

 
f x 0 x a

a
f x 0 f x dx 0

  
 

   
 

  ανήκει στο σύνολο τιμών της g  

    και είναι διαφορετικός από τα  g   και  g  ,. Επειδή επιπλέον η g είναι συνεχής  

   στο  ,  , υπάρχει  ,   τέτοιο, ώστε    g 2 f x dx



    

      f 2 f x dx



    . Επειδή η g είναι γνησίως αύξουσα στο  ,  , το ξ είναι  

   μοναδικό. 

 

δ) Είναι           f x xf x 1 f x xf x 1 0 xf x x 0           

   Έστω      h x xf x x, x ,     . 

   Είναι      h f 2 f x dx



         ,    h f    και λόγω της υπόθεσης  

   είναι    h h   . Επειδή η h είναι συνεχής στο  ,   και παραγωγίσιμη στο  

   ,   με      h x f x xf x 1     , λόγω του Θ.Rolle, υπάρχει    0x , ,        

   τέτοιο, ώστε      0 0 0 0h x 0 f x x f x 1     . 

 

Θέμα 72 
 

α) Επειδή η f είναι συνεχής και  f x 0  , η f   διατηρεί σταθερό πρόσημο στο ,  

   οπότε η f είναι γνησίως μονότονη. 

   Επειδή οι αριθμοί    1 2f x ,f x   είναι ομόσημοι, ισχύει ότι:    1 2f x f x 0   .  

   Τότε: 

   1ος τρόπος 

              1 2f 1 f 3 f 2 f 4 f x f x       

              1 2f x f x f 2 f 4 f 1 f 3              f 2 f 4 f 1 f 3 0    . 
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   Αν η f ήταν γνησίως φθίνουσα, τότε:        
f

1 2 f 1 f 2 f 2 f 1 0     
2

, 

          
f

3 4 f 3 f 4 f 4 f 3 0     
2

 και με πρόσθεση κατά μέλη είναι:  

          f 2 f 4 f 1 f 3 0     που είναι άτοπο, άρα η f είναι γνησίως αύξουσα. 

   2ος τρόπος 

  Για την f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ σε καθένα από τα διαστήματα  1,2  και  3,4 ,  

   οπότε υπάρχουν  3 1,2   και  4 3,4   τέτοια, ώστε:      3f f 2 f 1     και  

        4f f 4 f 3    . Με πρόσθεση κατά μέλη στις δύο τελευταίες σχέσεις  

   προκύπτει:            3 4f f f 2 f 1 f 4 f 3        . Όμως  

              1 2f x f x f 2 f 4 f 1 f 3      ,άρα        3 4 1 2f f f x f x 0          

   και επειδή οι αριθμοί    3 4f , f    είναι ομόσημοι, θα είναι  

      3 4f , f 0    , οπότε και  f x 0 f   1 . 

 

β) Έστω ότι η ευθεία y x    τέμνει τη fC σε 3 σημεία. Τότε η εξίσωση  

    f x x    θα   έχει τουλάχιστον 3 ρίζες 3 4 5x ,x ,x  με 3 4 5x x x  . Έστω  

      h x f x x   . 

   Η h είναι συνεχής σε καθένα από τα διαστήματα    3 4 4 5x ,x , x ,x  και  

   παραγωγίσιμη στα    3 4 4 5x ,x , x ,x  με    h x f x   . Επειδή  

        3 4 5h x h x h x 0   , λόγω του Θ.Rolle, υπάρχουν  1 3 4x ,x   και  

    2 4 5x ,x   τέτοια, ώστε    1 1h 0 f        και    2 2h 0 f       .  

   Επειδή    1 2f f      , λόγω του Θ.Rolle για την f ΄ η  

   εξίσωση  f x 0   έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  1 2,   που είναι άτοπο. 

 

γ) i. Επειδή  f x 0   και η f   είναι συνεχής, διατηρεί σταθερό πρόσημο. Άρα  

     f x 0 f   3  ή  f x 0 f   4 . Η εφαπτομένη της fC  στο   0,f 0  έχει  

    εξίσωση ε:    y f 0 f 0 x y x 1     . 

    Αν η f ήταν κοίλη τότε θα βρίσκονταν κάτω από κάθε εφαπτομένη της εκτός του  

    σημείου επαφής, άρα θα ήταν  f x x 1   που είναι άτοπο. Άρα η f είναι κυρτή  

    στο . 

   ii. Η y x 1   εφάπτεται στη 
gC  αν υπάρχει  0x 0,   τέτοιο, ώστε  

     0 0

0

1
g x 1 1 x 1

x


        . Η εφαπτομένη της 
gC  στο 0x 1  έχει  

    εξίσωση:     y g 1 g 1 x 1 y 2 x 1 y x 1          ,δηλαδή είναι η  

    εφαπτομένη της fC στο x 0 . 

   iii. Είναι  
1

g x
x

   και    
2

1
g x 0 g 0,

x
     4 , οπότε η 

gC  βρίσκεται  
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     κάτω από κάθε εφαπτομένη της εκτός του σημείου επαφής. Δηλαδή  g x x 1    

     με την ισότητα να ισχύει μόνο για x 1 . Επειδή  f x x 1   με την ισότητα να  

    ισχύει μόνο για  x 0 , είναι     f x x 1 g x   . 

   iv.     
2 2

1 1

e e
x 1 g x dx x 1 ln x 2 dx

 
           

          
2 2

1 1

e e
E x 1 dx x ln xdx

 

          

         2

2

1
2

1

e

e

x
E x x ln x x

2




 
    
 

1

x
2

1

e
dx


  

    
1

E 1
2

 
4

2e
e

2


  22e 1  2e

4
21 e

2e
2 2


    

 

   v. Επειδή η ευθεία y x 2018   βρίσκεται κάτω από  

    την ευθεία y x 1   και η fC βρίσκεται πάνω από την y x 1   εκτός του σημείου  

     0,1  η fC  δεν τέμνει την ευθεία  y x 2018  . 

 

Θέμα 73 
 

α) Για να ορίζεται η f πρέπει  2
x x

x 1 0
2

 
  

 
 και  

   2 2x 1 0 x 1 x 1 x 1 ή x 1          . 

   Αν x 0  τότε    2 2
x x x x

x 1 x 1 0
2 2

  
    

 
οπότε απορρίπτεται .  

   Αν  x 0 τότε     2 2
x x x x

x 1 0 x 1 0
2 2

   
      

 
 

    
x 0

2 2x x 1 0 x 1 0


      
x 0

2x 1 x 1 x 1


      .  

   Άρα το πεδίο ορισμού είναι  A , 1    και τότε     

        
 2

2 2
x x 1

f x x ln x x 1 xln x 1 x x ln
 

       
  2x 1

 x x ln x x     

 

β) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  , 1   με      
1

f x ln x x 1 ln x 2
x


       


. 

    Επειδή x 1   είναι  f x 0   άρα η f είναι γνησίως αύξουσα. 

   Ακόμη είναι   
1

f x 0
x

   άρα η f στρέφει τα κοίλα κάτω. 

 

γ) Είναι  f ( e) f x elne e 2e        και  f e lne 2 3      άρα η εφαπτομένη  
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   της fC είναι η ε: y 2e 3(x e)  y 3x e       

 

δ) Επειδή η f είναι κοίλη βρίσκεται κάτω από κάθε εφαπτομένη της εκτός του  

  σημείου επαφής, άρα:  f x 3x e    x ln x x 3x e       x ln x 2x e    . 

 

ε) Για x 1   η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα άρα  

           
x x 1

f A lim f x , lim f x , 1
 

     άρα  f x 0  για κάθε x 1  . 

   Το ζητούμενο εμβαδόν είναι:    
e e

2e 2e
E f x dx x ln x x dx

 

 
            

     
e

2 2
e

2e
2e

x x
E ln x dx

2 2







   
       

   
  

     
e

2 2 2 2
e

2e
2e

x x 1 e 4e
E ln x dx

2 2 x 2 2






   
         

   
  

    
e

2 2 2
e

2 2 2

2e
2e

e x 3e x
E 2e ln(2e) dx e 2e ln 2e

2 2 2 4







 
         

 
  

      
2 2 2

2 2 2e 4e e
E e 2e ln 2e 2e ln 2e

4 4 4
       τ.μ. 

 

Θέμα 74 
 

α) Επειδή   
x
lim g x 2 0


  ,   
x
lim f x x 3 0


    και οι συναρτήσεις  g x 2 ,  

    f x x 3   είναι παραγωγίσιμες, έχουμε: 

   
 

 

 

 

 

 

0

0

x DLH x x

f x x 3 f x 1 g x
lim lim lim 1

g x 2 g x g x

 
 
 

  

   
  

 
 

 

β)     
x x
lim g x 2 0 lim g x 2
 

      άρα η y 2   είναι οριζόντια ασύμπτωτη  

   της gC  στο  . 

   Επειδή   
x
lim f x x 3 0


    η ευθεία y x 3   είναι πλάγια ασύμπτωτη της fC   

   στο  . 

 

γ) Έστω ότι η  g x 0  έχει δύο ρίζες 1 2,   με 1 2   . Τότε λόγω του θ.Rolle  

   υπάρχει  1 2,    τέτοιο, ώστε  g 0   . Τότε όμως    f g 1 1       άτοπο,  

   άρα η εξίσωση  g x 0  έχει το πολύ μία ρίζα. 

 

δ)               f x g x 1 f x g x x f x g x x c             

      f x x g x c, c    . 
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    Επειδή   
x
lim f x x 3 0


    είναι   
x
lim f x x 3


    άρα 

        
x x
lim f x x lim g x c 3 2 c c 1
 

           , οπότε    f x g x x 1    

   

ε)  Το ζητούμενο εμβαδό είναι:      
4

2
f x g x dx    . Είναι    

          
4

22 x 44 4 4

2 2 2
2

x
f x g x dx x 1 dx x 1 dx x 4

2

   
           

 
    

 

Θέμα 75 
 

α) Επειδή η ευθεία y x 1821  είναι ασύμπτωτη της fC ισχύει ότι: 

   
 

  
x x

f x
lim 1, lim f x x 1821

x 
    και   

x
lim f x x 1821 0


   . 

   Είναι 
   

  2x x

x
1 f x 4x 2

lim 1 lim
xf x x 1820x 

   
 

 

 
 f x 2

1 4
x x

x

 
    

 

  
1

f x x 1820
 

 
 

   
1 4

1 3 1 4
1821 1820

  
    


. 

 

β) Έστω  
 

   
f x

g x f x xg x , x 0
x

    . Είναι    
x x
lim f x lim xg x
 

        

   και    
x x
lim f x lim xg x
 

      . Επειδή η f είναι συνεχής στο  θα παίρνει και  

   όλες τις ενδιάμεσες τιμές, άρα  f   . 

 

γ) Είναι 
   

 
x DLH x x

f x f x
lim lim lim f x

x 1

 
 
 

  


   και επειδή 

 
x

f x
lim 1

x
  είναι και  

   
x
lim f x 1


  , άρα η y 1  είναι οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης  

   της f   στο  . Όμοια στο  . 

 

δ) Για την f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ στο  x,x 1 , οπότε υπάρχει  x,x 1    

   τέτοιο, ώστε  
   

     
f x 1 f x

f f f x 1 f x
x 1 x

 
       

 
. 

   Επειδή η f είναι κυρτή, η f   είναι γνησίως αύξουσα στο . 

   Είναι              
f

x x 1 f x f f x 1 f x f x 1 f x f x 1


                  
1

. 

   Επειδή  
x
lim f x 1


   και    
x 1 u

x u u
lim f x 1 lim f u 1

 

  
    , από το κριτήριο  

   παρεμβολής είναι και     
x
lim f x 1 f x 1


   . 
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ε) Είναι            f x f x 1 f x f x 1 f x f x 0           

         
1

f x 1 f x f x dx 0



        

        
1 1 1

f x 1 dx f x dx f x dx 0
  

  
       (1) 

   Είναι    
x 1 u1 2

1
f x 1 dx f u du

  

 
    και  

         
1 1

f x dx f x f 1 f
 


          , οπότε η (1) γίνεται:  

          
2 1

1
f x dx f x dx f 1 f 0

 

 
             

          
2 1

1
f x dx f x dx f 1 f

 

 
        

 

στ) Επειδή    f 0 f 1 και η f είναι συνεχής στο  0,1  και παραγωγίσιμη στο  0,1 ,  

   σύμφωνα με το Θ.Rolle, υπάρχει  0,1  τέτοιο, ώστε  f 0   . 

   Για κάθε      
f

0 x f x f 0 f 0,


         
1

2 .  

   Για κάθε    
f

0 x f x f 0 0     
2

. 

   Για κάθε      
f

x 1 f x f 0 f ,1


         
1

1 .  

   Για κάθε    
f

x 1 f x f 1 0     
1

. 

   Άρα  f x 0  για κάθε  x 0,1 . 

 

Θέμα 76 
 

α) Είναι    
1 1

f x 1 dx f 3 x dx
 

 
    . 

   Για το πρώτο ολοκλήρωμα θέτουμε x 1 u  τότε dx du . Για x   είναι  

   u 1    και για x 1    είναι u 2   . Τότε  

        
1 2 2

1 1
f x 1 dx f u du f x dx

  

  
      (1). 

   Για το δεύτερο ολοκλήρωμα θέτουμε 3 x t  τότε dx dt  .  

   Για x   είναι t 3   και για x 1    είναι t 2   . Τότε  

        
1 2 3

3 2
f 3 x dx f t dt f x dx

  

  
       (2). 

   Από τις (1), (2) προκύπτει ότι    
2 3

1 2
f x dx f x dx

 

 
  . 

 

β) f f 3 1 . Είναι        f x 1 f 3 x f x 1 f 3 x                   και για  

   x 1  είναι        f 2 f 2 2f 2 0 f 2 0         . 
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   Για κάθε      
f

x 2 f x f 2 0 f ,2


      
1

2  και για κάθε  

        
f

x 2 f x f 2 0 f 2,


      
1

1 . H f έχει ελάχιστο στο 0x 2 . 

 

γ) Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο  είναι: 

   
         

0

0

2h 0 DLH h 0

2f x 3h 3f x 2h f x 6f x 3h 6f x 2h
lim lim

h 2h

 
 
 

 

       
   

   
h 0

6
lim


       
3

f x 3h f x f x 2h f x

2

          

h
  

   
       

      
h 0

f x 3h f x f x 2h f x
3lim 3 3f x 2f x 3f x

h h

        
      

 
 γιατί 

   
           

 
kh u

h 0 u 0 u 0 u 0

f x kh f x f x u f x f x u f x
lim lim k lim kf x

uh u

k



   

          
    

δ) Για την f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. σε καθένα από τα διαστήματα  0,1  και  3,4 ,  

   οπότε υπάρχει  1x 0,1 και  2x 3,4  τέτοια, ώστε      1f x f 1 f 0    και  

        2f x f 4 f 3   . 

  Αν στη σχέση    f x 1 f 3 x    αντικαταστήσουμε x 0  προκύπτει    f 1 f 3   

   και για x 1  :    f 0 f 4 , οπότε και        f 1 f 0 f 3 f 4     

     1 2f x f x   , οπότε οι εφαπτομένες της fC  στα σημεία με τετμημένες  

    1x 0,1 και  2x 3,4 έχουν αντίθετους συντελεστές διεύθυνσης. 

 

ε) Η εφαπτομένη της fC  στο x 3  έχει εξίσωση   

             y f 3 f 3 x 3 y f 3 x 3f 3 f 3         . 

   Επειδή η f είναι κυρτή βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της εκτός του  

   σημείου επαφής, άρα        f x f 3 x 3f 3 f 3    . Όμως     

          
x x
lim f 3 x 3f 3 f 3 lim f 3 x
 

            f 3 f 2 0   , άρα και 

    
x
lim f x


  . 

 

Θέμα 77 
 

α)          
   

2 2

xf x f x 1 1
f x x xf x 1 1 x 1 xf x f x

x x x

 
             

   
   

 
f x f x1 1

ln x ln x c f x x ln x 1 cx
x x x x

    
            
  

, c . 

    f 1 0 1ln1 1 c 0 c 1         άρα  f x x ln x x 1   . 
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β)  50 49 50 4950 e ln50 lne 50ln50 49 50ln50 49 0 f 50 0           

   Είναι    f x x ln x x 1 ln x 1 1 ln x        . 

    f x 0 ln x 0 x 1       

   Για κάθε 0 x 1   είναι    f x 0 f 0,1   2  και 

   για κάθε x 1  είναι    f x 0 f 1,   1 . 

   Είναι    50 1 f 50 f 1 0    . 

γ) Για κάθε    
f

x x x 1x 1 f x f 1 x ln x x 1 0 ln x x 1 x e            
1

 και  

   επειδή υπάρχουν τιμές του  x 1,2  για τις οποίες δεν ισχύει η ισότητα στη  

   τελευταία σχέση,  είναι: 
2 2

x x 1

1 1
x dx e dx  . 

 

δ)               f x lnf x f x 1 f x lnf x f x 1 2 f f x 2          (2) 

   Αρχικά θα ορίσουμε τη συνάρτηση f f . Πρέπει: 
   

f

f

x A x 0

f x A f x 0

  
 

  
. 

   Για κάθε    
f

0 x 1 f x f 1 0    
2

 και επειδή για κάθε x 1  είναι  f x 0 , η  

   f f ορίζεται όταν    x 0,1 1,   . Είναι    
x 0 x 0
lim f x lim x ln x x 1 1

  
    γιατί  

   
DLHx 0 x 0 x 0

1

ln x x
lim x ln x lim lim

1

x

  

 
 
 

  
 

2

1

x


 
x 0
lim x 0


    και 

      
x x x

1
lim f x lim x ln x x 1 lim x ln x 1

x  

  
         

  
. 

   Στο διάστημα  1 0,1   η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα οπότε έχει  

   αντίστοιχο σύνολο τιμών:        1
x 0

f f 1 , lim f x 0,1


  


 

   Επειδή  12 f   η εξίσωση (2) είναι αδύνατη στο 1 . 

   Στο διάστημα  2 1,    η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα , οπότε έχει  

   αντίστοιχο σύνολο τιμών:         2
x

f f 1 , lim f x 0,


    . 

   Επειδή  22 f   υπάρχει 3 2x   τέτοιο, ώστε  3f x 2 . Τότε η (2) γίνεται: 

            3 3f f x 2 f f x f x f x x      (3) 

   Επειδή 3 2x   είναι 3x 1 , οπότε  3 1x f   και  3 2x f  , οπότε υπάρχει  

   μοναδικός 2 2x   τέτοιος, ώστε  2 3f x x . 

 

 

x 0      1    

 

       + 

f 2  1 

http://www.askisopolis.gr/


www.askisopolis.gr  Γενικά θέματα 

101 

 

Θέμα 78 
 

α) f f 3 1 . Για κάθε        
f 1

x 0 f x f 0 f x 0 f 0,
2



         
1

1 . 

   Για κάθε      
f

x 0 f x f 0 1 f x 0     
1

. 

 

β) Έστω ότι η f παρουσιάζει ελάχιστο στο 0x 0 , τότε  

         f x f 0 f x f 0 0     για κάθε x .  

   Για x 0  είναι 
       

x 0

f x f 0 f x f 0
0 lim 0

x x

 
      

   
1

f 0 0 0
2

    άτοπο. Αν η f παρουσιάζει μέγιστο στο 0x 0 , τότε   

         f x f 0 f x f 0 0     για κάθε x . Για x 0  είναι   

  
       

x 0

f x f 0 f x f 0
0 lim 0

x x

 
     

1
f 0 0 0

2
    άτοπο. 

    Άρα η f δεν έχει ακρότατο στο 0x 0 . 

 

γ)                  
2

f x f x f x f x f x f x f x f x f x                  

       xf x f x ce   (1) 

   Για x 0  η (1) γίνεται    
1

f 0 f 0 c c
2

    , οπότε     x2f x f x e    

         2 x 2 x

1f x e f x e c
 
    . Για x 0  είναι  

    2

1 1 1f 0 1 c 1 1 c c 0       , οπότε    2 xf x e 0 f x 0     και επειδή η f  

   είναι συνεχής, διατηρεί σταθερό πρόσημο. Όμως  f 0 1 0   άρα  f x 0  για  

   κάθε x , οπότε:    
x

2 x x 2f x e f x e e    . 

 

δ)  
x 2 2

2 2 2 2 12
x 1 1 x

x ln f x dx x ln e dx x dx x dx
2 2 2 2 2




   
   

   


 
     

  
     

            
2 2 2 21

0
2 2 2 2 2

   
  

    
 

 

ε) 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2x x x x x x x x x x x x x x

2 2 4 4 2 2 4 2 2 4e e 2e 0 2e e e e e e e
   

           

   Έστω 1 2x x . Για την f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. σε καθένα από τα διαστήματα  

   1 2
1

x x
x ,

2

 
 
 

 και 1 2
2

x x
,x

2

 
 
 

, οπότε υπάρχει 1 2
1 1

x x
x ,

2

 
  

 
 και  
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   1 2
2 2

x x
,x

2

 
  

 
τέτοια, ώστε  

  1 2 1

1

x x x1 2
1 4 2

2
1

1 2 2 1
1

x x
f f x

1 e e2
f e

x x x x2
x

2 2




 
 

     
 



  

   και  
  2 1 2

2

x x x1 2
2 2 4

2
2

1 2 2 1
2

x x
f x f

1 e e2
f e

x x x x2
x

2 2




 
  

     
 



. 

   Είναι 
1 2 1 2

1 2 2 2 2 2
1 2

1 1
e e e e

2 2 2 2

   
 

           

   

1 2 1 2 1 2x x x x x x

4 2 2 4

2 1 2 1

e e e e

x x x x

2 2

 

 
 

 

1 2 1 2 1 2x x x x x x

4 2 2 4e e e e
 

   . 

   Αν 1 2x x  τότε 
1 1 1 1 1 1x x x x x x

4 2 2 4e e e e 0 0
 

      και ισχύει η ισότητα. 

   Όμοια αποδεικνύεται και για 1 2x x . 

 

Θέμα 79 
 

α) Πρέπει 2x 0  που ισχύει για κάθε x , άρα fD  . 

   Η f είναι συνεχής ως σύνθεση των συνεχών συναρτήσεων 3 x  και 2x . Είναι 

    
 

2

3
2

3

2

3

x , x 0
f x x

x ,x 0




  
  

 .  

   Για x 0  είναι  
1

3

3

2 2
f x x 0

3 3 x



    και επειδή η f είναι συνεχής στο 0, είναι  

   γνησίως αύξουσα στο  0, . Για x 0  είναι    
1

3
3

2 2
f x x 0

3 3 x


      


και  

   επειδή η f είναι συνεχής στο 0, είναι γνησίως φθίνουσα  στο  ,0 . 

 

β) Η εφαπτομένη της fC στο 0x 1   είναι     y f 1 f 1 x 1       ή  

    
2

y 1 x 1
3

    
2 1

y x
3 3

    

γ) Για x 0 είναι   
1 4

3 3

3 4

2 2 2
f x x x 0

3 9 9 x

 
 

       
 

 και  
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   επειδή η f είναι συνεχής στο  0, είναι  κοίλη  

   στο  0, .   Για x 0 είναι    

        
1 4

3 3
2 2

f x x x
3 9

 
 

        
 

     

   
 

4
3

2
f x 0

9 x

   



 και επειδή η f είναι  

   συνεχής στο 0, είναι κοίλη στο  ,0 . 

 

δ) Η  fC στρέφει τα κοίλα κάτω στο  ,0  οπότε η ε και η fC έχουν μοναδικό  

   κοινό σημείο για x 1   και ισχύει  
2 1

f x x
3 3

    . 

   Για x 0  είναι  
2 1

f x x
3 3

  
3 2 2 1

x x
3 3

    
3 23 x 2x 1        

   2 3 227x 8x 12x 6x 1     3 28x 15x 6x 1 0     2 1
8(x 1) (x ) 0

8
      

   Συνεπώς η εφαπτομένη τέμνει την fC και σε σημείο με τετμημένη 1. 

  Ακόμη για x 0  είναι  
2 1

f x x
3 3

     
2 1

8 x 1 x 0
8

 
   

 
 ισχύει στο  

   διάστημα 
1

0,
8

 
 
 

 

 

ε) Αν η fC ήταν κοίλη στο  τότε η εφαπτομένη ε και η fC θα είχαν μοναδικό κοινό  

   σημείο άτοπο άρα η fC δεν είναι κοίλη στο . 

 

στ)    
1/8 1/8

1 1

2 1 2 1
E f (x) x dx f x x dx

3 3 3 3 

 
        

 
      

   
1/8

3 2

1

2 1
x x dx

3 3

 
     

 
 =

1/8 1/8 1/8
3 2

1 1 1

2 1
x dx xdx dx

3 3  
        

    
2 2

0 1/8 1/8 1/83 3

1 0 1 1

2 1
x dx x dx xdx dx

3 3  
              

      

1
1/80 5 25 8

1/8
33

1
1 10

3 3 2 x 1 27
x x x

5 5 3 2 3 2400
 

    
          

    
 τ.μ. 
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Θέμα 80 
 

α) Για x 0 είναι 

1
tx x x x x

1
tx e e e e e

e dt
x x x x

 




  
    
 

 . 

   Επειδή η f είναι συνεχής στο  είναι συνεχής και στο 0x 0 , οπότε  

      
x 0
limf x f 0 1


  . 

   Είναι  

0

x x x x0

x 0 x 0 DLH x 0

e e e e
limf x lim lim 1

x 1

 
   

  

 
    . Άρα 1 1 0      και 

  

xe 1
, x 0

f x x

1, x 0

 


 
 

. 

 

β) 
       f x f x

e 2018f x 1 e 1 2018f x      (1) 

    Αν  f x 0
x

x xe 1
0 e 1 0 e 1 x 0

x


          απορρίπτεται. 

   Αν  f x 0  η (1) γίνεται: 
 

 
  

f x
e 1

2018 f f x 2018
f x


    (2) 

   H f είναι παραγωγίσιμη στο   με  
   

x x x

2 2

e x e 1 x 1 e 1
f x

x x

   
   . 

   Για να βρούμε το πρόσημο της f   χρειάζεται να γνωρίζουμε το πρόσημο της  

   συνάρτησης     xg x x 1 e 1, x    . Είναι    x x xg x e x 1 e xe     . 

   Για κάθε x 0  είναι    g x 0 g 0,   1  και για κάθε x 0  είναι  

      g x 0 g ,0   2 . Για κάθε    
g

x 0 g x g 0 0   
2

 και για κάθε  

      
g

x 0 g x g 0 0   
1

, δηλαδή  g x 0  για κάθε x 0  άρα  f x 0   και  

   επειδή η f  είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα στο . 

     
x

x

x x x

e 1 1
lim f x lim lim e 1 0

x x  

  
     

 
 και  

    
x x

x x DLH x

e 1 e
lim f x lim lim

x 1

 
 
 

  


    . 

   Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  έχει σύνολο τιμών: 

           
x x

f lim f x , lim f x 0,
 

    . 

   Επειδή  2018 f   υπάρχει 1x    τέτοιο, ώστε  1f x 2018 .  

   Επειδή    1f x 2018 f 0 1    και η f είναι γνησίως αύξουσα, είναι 1x 0 . 

   Τότε η (2) γίνεται:          
f 1 1

1 1f f x 2018 f f x f x f x x


     (3) 
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   Επειδή  1x f   υπάρχει 2x    τέτοιο ώστε  2 1f x x  και η (3) γίνεται: 

      
f 1 1

2 2f x f x x x


   . 

 

γ) 
   

x x
0

x x0

2x 0 x 0 x 0 x 0 DLH x 0

e 1 e 1 x
1f x f 0 e 1 x e 1 1x xlim lim lim lim lim

x 0 x x x 2x 2

 
 
 

    

  
   

    


,  

   άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 0x 0  με  
1

f 0
2

  . 

   Η εφαπτομένη της fC  στο 0x 0  έχει εξίσωση ε:    
1

y f 0 f 0 x y x 1
2

     . 

   Για κάθε x 0  η f   είναι παραγωγίσιμη με  

    
 x x 2e x 1 e x

f x
    

  xx 1 e 1 2 x    
4x

 
3

2 x

3

x 2x 2 e 2

x

  
 . 

   Έστω    2 xx x 2x 2 e 2, x 0      . Είναι  

        x 2 x 2 xx 2x 2 e x 2x 2 e x e 0         για κάθε x 0 , άρα  0, 1 . 

   Για κάθε        x 0 x 0 0 f x 0 f 0,


         
1

3 . 

   Επειδή η f είναι κυρτή στο  0,  βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της στο  

   διάστημα αυτό εκτός του σημείου επαφής, άρα    
1

f x x 1 2f x x 2 0
2

      . 

δ) Επειδή υπάρχουν τιμές του  x 0,   για τις οποίες δεν ισχύει η ισότητα στη  

   σχέση  2f x x 2 0   , έχουμε: 

        
4

2
4 4 4

22 2
2

x
2f x x 2 0 2 f x dx 2x 0

2

 
           

 
   

          
3 4 4

2 2 2
2 f x dx 8 2 8 4 0 2 f x dx 10 f x dx 5            

 

ε)    g x xf x 1 x  
xe 1

x


 x1 e  . Το ζητούμενο εμβαδόν είναι:  

   
4

x

1
e dx   . Θέτουμε 

2x u x u    και dx 2udu .  

   Για x 1  είναι u 1  και για x 4 είναι u 2 . 

   Είναι  
2 2 22

u u u u

11 1 1
e 2udu 2u e du 2ue 2e du

            

    
2

2 u 2 2 2

1
E 4e 2e 2 e 4e 2e 2 e e 2e          . 
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      Θέμα 81 
 

α) Έστω  g x x ln x, x 0   . Είναι  
1 x 1

g x 1
x x


    . 

    
x 1

g x 0 0 x 1 0 x 1
x


         . 

   Για κάθε 0 x 1   είναι    g x 0 g 0,1   2  και για κάθε x 1  είναι  

      g x 0 g 1,   1 . Η g έχει ελάχιστο το  g 1 1  άρα  

      g x g 1 1 0 x ln x 0 x ln x        . 

 

   β) i. Η συνάρτηση 
1 t 1

t ln t t





 είναι συνεχής στο  0,  και  1 0,  , άρα  

     πρέπει και  x 0,  , Οπότε  f 0,   . 

 

   ii.    
x x x

1 1 1

1 t 1 1 1 1
f x dt 1 dt t ln t dt

t ln t t t ln t t t ln t

           
   

    

          
x

1
f x ln t ln t ln x ln x       . 

       Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  
1 1

f x 1
x ln x x

 
   

  
. 

 

      Είναι  
x 01 1 x 1

f x 0 1 0 0 0 x 1 0 x 1
x ln x x x

 
             

  
. 

      Για κάθε 0 x 1   είναι    f x 0 f 0,1   2  και για κάθε x 1  είναι  

        f x 0 f 1,   1 .  

     Η f έχει ελάχιστο το  f 1 0  άρα      f x f 1 f x 0   . 

 

  iii.            2016f x lnf x e ln f x lnf x 2016 f f x 2016         (1) 

     Για να ορίζεται η f f  πρέπει fx A x 0    και    ff x A f x 0    (2).  

    Επειδή  f x 0  για κάθε x 0  και η ισότητα ισχύει μόνο για x 1 , η (2) ισχύει  

    για    x 0,1 1,   ,άρα    f f 0,1 1,    . 

     Είναι    
x ln x u

x x u
lim f x lim ln x ln x lim lnu

 

  
     , γιατί  

   
x DLH x

1
ln x xlim lim 0
x 1

 
 
 

 
   και  

x x

ln x
lim x ln x lim x 1

x 

  
      

  
 και  

      
x ln x u

u ux 0 x 0
lim f x lim ln x ln x lim ln u

 

 

  
      

     Στο διάστημα  1 0,1   η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, άρα έχει  
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    αντίστοιχο σύνολο τιμών    1f 0,   . 

     Στο διάστημα  2 1,    η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, άρα έχει  

    αντίστοιχο σύνολο τιμών    2f 0,   . 

     Επειδή  12016 f  , υπάρχει μοναδικό 1 1x  :  1f x 2016 . 

     Επειδή  22016 f  , υπάρχει μοναδικό 2 2x  :  2f x 2016 . 

    Τότε η (1) γίνεται       
1f A

1 1f f x f x f x x  
2

 (3)  και  

          
2f A

2 2f f x f x f x x  
2

 (4) 

   Επειδή    1 1 2 1x f A f A    η (3) έχει ακριβώς μια ρίζα στο 1  και η (3) έχει  

   ακριβώς μια ρίζα και στο 2 . 

   Επειδή    2 2 2 1x f A f A    η (4) έχει ακριβώς μια ρίζα στο 1  και επειδή  

   2 2x    η (4) έχει ακριβώς μια ρίζα και στο 2 . Άρα η αρχική εξίσωση έχει  

   ακριβώς τέσσερις ρίζες. 

iv. Είναι      
x 1 1

g x 2f x 2ln x ln x 1
x x

  
    

 
. Επειδή  g x 0  για κάθε  

    x 1,e , το ζητούμενο εμβαδόν είναι: 

       
e e

1 1

1
2ln x ln x 1 dx 2ln x ln x x ln x dx

x

          
 

   

      
e

2 2

1
E ln x lnx ln e 1       

 

Θέμα 82 
 

α)          
2 2

1 1
xf x 2f x 0 xf x f x f x 0

x x
              

          
1 1

xf x f x 0 xf x f x c, c
x x

 
         

 
. 

   Για x 1  είναι    f 1 f 1 1 c c 0      , οπότε  

           1

1
xf x f x 0 xf x ln x 0 xf x ln x c

x

               

     1
1

ln x c
f x , c

x


  . Για x 1  είναι   1 1f 1 c c 0   , άρα  

ln x
f x

x
 . 

 

β) i.      2

DLHx 0 x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

2

1
ln x ln x xlim g x lim x lim x ln x lim lim lim x 0

1 1x

x x

     

 
 
 

     

 
       

  

. 

   Επειδή    
x 0
lim g x g 0


  η g είναι συνεχής στο x 0  και επειδή είναι συνεχής στο  
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    0,  ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων, είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της. 

 

   ii. Έστω  0,1 . Είναι  
2

1 1 1 x
g x dx x ln xdx lnxdx

2  

 
   

 
    

    

1
2 2x x

E ln x
2



 
  
 

1

2 x


1
2 2

1 x
dx ln

2 4


 
     

 


2 22 ln 1
E

4

    
 . 

    
x 0

x 1 ln x ln1 0 xln x 0 g x 0


        . 

   Το ζητούμενο εμβαδόν είναι  

   
2 2

1

0 0

2 ln 1 1
lim g x dx lim

4 4  

     
     

 
   

   γιατί 2

0 0
lim ln lim ln 0

  
        

 

γ)  Είναι  
2

1 ln x
f x

x


  . 

    
2

1 ln x
f x 0 0 1 ln x 0

x


          

   ln x 1 ln e x e    , οπότε f1  στο  

    ,e  αφού η f  είναι συνεχής. 

    
2

1 ln x
f x 0 0 1 ln x 0 ln x 1 lne x e

x


             οπότε f2  στο  

    e,  αφού η f  είναι συνεχής. Επομένως η f παρουσιάζει μέγιστο στο e το  

   
1

f e
e

  οπότε  για κάθε x 0 είναι 

       e e xln x 1
f x f e eln x x ln x x x e

x e
          

 

δ)  e x e x ln x ln ln
x ln x ln eln x x ln f x

x e e

 
          . 

    Είναι  
1

f x
e

 , για κάθε x 0 , άρα πρέπει 
1 ln

ln 1 e
e e


    . 

 

ε)   x x xe ln x e
f x e e ln x xe e 0

x x x
          . 

   Έστω   xh x ln x xe e, x 0     . Είναι    h x h 1 , οπότε η h παρουσιάζει  

   ελάχιστο στο 0x 1  που είναι εσωτερικό του πεδίου ορισμού της. Επειδή η h είναι  

   παραγωγίσιμη στο  0,  με   x x1
h x e xe

x
     , σύμφωνα με το θεώρημα  

   Fermat, είναι  h 1 0 e e 0 2e        . 
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Θέμα 83 
 

α) Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο  τα κρίσιμα σημεία της είναι οι ρίζες της  

   εξίσωσης  f x 0  . Έστω ότι υπάρχει 0x   τέτοιο, ώστε  0f x 0  . Είναι 

              2 2f x 2xf x x 2x 5 0 2f x f x 2f x 2xf x 2x 2 0
                

   Για 0x x :    0 02f x f x    
0

0 0 02f x 2x f x   
0

0 0 02x 2 0 f x 1 x      . 

   Η αρχική σχέση για 0x x  γίνεται:    2 2

0 0 0 0 0f x 2x f x x 2x 5 0       

     
2 2

0 0 0 0 01 x 2x 1 x x 2x 5 0         

   
2

0 01 2x x  02x 2 2

0 02x x  02x 5   

   
2 2

0 0 0 0 0 02x 2x 4 0 x x 2 0 x 1 ή x 2          . 

 

β) Έστω ότι η f δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  2,4 . Τότε θα υπάρχουν  

    , 2,4   με    τέτοια, ώστε    f f 0    και επειδή η f είναι συνεχής,  

   λόγω του θ.Bolzano, υπάρχει  2,4   τέτοιο, ώστε  f 0  . Η αρχική σχέση  

   για x    γίνεται:  2f   
0

2 f  
0

2 22 5 0 2 5 0            αδύνατη  

   γιατί έχει 16 0    . Άρα η f διατηρεί σταθερό πρόσημο. 

 

γ)        2 2 2 2f x 2xf x x 2x 5 0 f x 2xf x x 2x 5            

        
22 2 2 2f x 2xf x x 2x 2x 5 f x x 2x 2x 5              (1). 

   Επειδή το τριώνυμο 22x 2x 5   έχει 0   είναι 22x 2x 5 0    για κάθε  

   x , οπότε και    g x f x x 0   . Επειδή επιπλέον η g είναι συνεχής, διατηρεί  

   σταθερό πρόσημο. 

   Επειδή    g 0 f 0 5  , είναι  g x 0  για κάθε x , οπότε η (1) γίνεται: 

     2f x x 2x 2x 5       2f x 2x 2x 5 x    . 

 

δ)        
1 1 1

2 2 2 2

0 0 0

16 16
f x x f x dx 5 f x dx x f x dx 5

3 3
              

        
1 11

2 2

00 0

16
f x dx x f x 2xf x dx 5

3
         

        
1 1

2

0 0

16
f x dx 2xf x dx f 1 5

3
       

       
1 1

2

0 0
f x dx 2xf x dx 5  

16
1 5

3
       

1 1
2

0 0

13
f x dx 2xf x dx

3
   . 

   Είναι    2 2f x 2xf x x 2x 5 0     , οπότε και 

      
1

2 2

0
f x 2xf x x 2x 5 dx 0         
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      
1

3
1 1

2 2

0 0
0

x
f x dx 2xf x dx x 5x 0

3

 
       

 
     

1 1
2

0 0

13
f x dx 2xf x dx

3
    

 

Θέμα 84 
 

α)       x x xf x e 2 f x e 2 0 f x e 2x 0
              

     x 2f x e x 1 0


    . 

   Έστω     x 2g x f x e x 1, x 0     . Είναι     xg x f x e 2x     και     

        xg x f x e 2 0 g 0,       1 .  

   Για κάθε x 0  είναι    g x g 0 0     

        x xf x e 2x 0 f x e 2x 0 f 0,         1 . 

 

β)    g x 0 g 0,   1 . Για κάθε x 0 είναι      g x g 0 f 0 0     

     x 2f x e x 1   . 

 

γ) Για κάθε    
f

x 0 f x f 0 0   
1

, οπότε 
  x 2

1 1
0

f x e x 1
 

 
. 

   Επειδή 
x 2x

1
lim 0

e x 1


 
, από το κριτήριο παρεμβολής είναι και 

 x

1
lim 0

f x
 . 

   Επειδή  f x 0 , είναι  
x
lim f x


  . 

 

δ) Επειδή η f είναι συνεχής στο  0, , η fC  δεν έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη. 

   Επειδή  
x
lim f x


  , η fC  δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη. 

   Για κάθε x 0  είναι 
 

 
   

xf x e 1 x 1
x h x 0

x x x f x h x
        

   Είναι 
x x

x DLH x

e e
lim lim

x 1

 
 
 

 
   άρα 

 x

1
lim 0

h x
 , οπότε και 

 x

x
lim 0

f x
  και  

   επειδή 
 f x

0
x

  στο  0, , είναι 
 

x

f x
lim

x
  ,οπότε η fC  δεν έχει ούτε  

   πλάγια ασύμπτωτη. 

 

ε) Επειδή η ισότητα στη σχέση   x 2f x e x 1    ισχύει μόνο για x 0 , έχουμε: 

      
1

3
1 1

x 2 x

0 0
0

x 1 5
f x dx e x 1 e x e 1 1 e

3 3 3

 
            

 
   
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στ)        
1 1 11

00 0 0
xf x dx x f x dx xf x f x dx                 

         
1

0
f 1 f x f 1 f 1        

 

Θέμα 85 
 

α) Για κάθε 1 2x ,x   με 1 2 1 2x x ln x ln x    1 23ln x 3ln x      

          3 3

1 1 2 2f x 2f x f x 2f x           3 3

1 1 2 2f x 2f x f x 2f x 0           

          3 3

1 1 2 2f x 2f x f x 2f x 0   
3 3

1 2 1 2f (x ) f (x ) 2f (x ) 2f (x ) 0          

              2 2

1 2 1 1 2 2f x f x f x f x f x f x 2 0              1 2f x f x 0        

      1 2f x f x  αφού        2 2

1 1 2 2f x f x f x f x 2 0    (Διακρίνουσα αρνητική) 

   Παρατηρούμε ότι         
 

 
2f 1 2 0

3 2f 1 2f 1 3ln1 f 1 f 1 2 0 f 1 0
 

       . 

   Για κάθε    
f

x 1 f x f 1 0   
1

 και για κάθε    
f

0 x 1 f x f 1 0    
1

 

 

β) Η f είναι γνησίως αύξουσα άρα 1-1 άρα αντιστρέφεται. 

   Αντικαθιστώντας στην (1) όπου x το  1f x
  που προφανώς ανήκει στο πεδίο  

  ορισμού της f προκύπτει:  3 1x 2x 3lnf x    
3

1x 2x
lnf x

3


    

    
3x 2x

1 3f x e


  . 

 

γ) Για κάθε   0x,x 0,   με 0x x είναι    3f x 2f x 2ln x  ,  

     3

0 0 0f x 2f x 2ln x  και με αφαίρεση κατά μέλη προκύπτει: 

         3 3

0 03ln x 3ln x f x 2f x f x 2f x             

         3 3

0 0 03ln x 3ln x f x f x 2f x 2f x       

             2 2

0 0 0 03ln x 3ln x f x f x f x f x f x f x 2             . 

   Επειδή        2 2

0 0f x f x f x f x 2 1    (Διακρίνουσα αρνητική για το  

          2 2

0 0f x f x f x f x 1   ), είναι: 

     
       

0
0 02 2

0 0

3ln x 3ln x
0 f x f x 3ln x 3ln x

f x f x f x f x 2


     

  
  

     0 0 03ln x 3ln x f x f x 3ln x 3ln x      . 

   Όμως 
0

0
x x
lim 3ln x 3ln x 0


  , οπότε από κριτήριο παρεμβολής είναι:  

      
0

0
x x
lim f x f x 0


        
0

0
x x
lim f x f x


   
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δ) Στην (1) για x e :              3 2f e 2f e 3 f e 1 f e f e 3 0 f e 1           

   Είναι 
     f x

f f e f 1    f x
f e 1 

    f x
f e f e 

 f x
e e     

   f x 1     f x f e x e      

ε) 
   3

x e

f x 2f x 3
lim

x e

 



(1)

  
x e

3ln x 3
lim

x e





0

0

DLH

 
 
 


x e

3
lim

x
=

3

e
  

 

στ)  Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα το σύνολο τιμών της είναι  

       
xx 0

lim f x , lim f x
 

 άρα  
x 0
lim f x


   και  

x
lim f x


  . Επειδή  

    
x 0
lim f x


  , η ευθεία x 0  δηλαδή ο άξονας y΄y,  

   είναι κατακόρυφη  ασύμπτωτη της fC . 

 

ζ) Επειδή  
x 0
lim f x


  , είναι  

   
   

 
   

3

3

2 3
x 0 x 0

f x f x 3 1 3 1
lim lim f x 1

x f x f x x  

   
       

   

. 

   Θέτουμε    1f x x f      με  
x
lim f x


  άρα  ω  και 

   
 

x

f x
lim

x  1
lim

f 





 

3 32 2DL
23 3

3
lim lim 0

e e 3 2





      


  

 

. 

 

η) Είναι ln 1    για κάθε 0  και η ισότητα ισχύει μόνο για α=1 και  1f x 0   

   για κάθε x , οπότε αν 0   και α  1 είναι  
1

1

ln
f x dx 0





 που είναι άτοπο,  

   οπότε α=1 αφού τότε  
0

1

0
f x dx 0  . 

 

θ)    
1

1 1
1 2 1

1
f x dx xf x dx 0


 



  
  .     

   Θέτουμε x x


  


. Τότε 
1

dx d 


. 

   Για
1

x 


 είναι ω=1 και για x 1 είναι  , άρα  

        
1

1 1 1
1

1 1

1 1
f x dx f d f x dx

 
  



   
    , οπότε 

     
1

1 1
1 2 1

1
f x dx xf x dx 0


 



   
     1 1

21 1

1 1
f x dx xf x dx 0

 
   

        
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      1 1

2 1 1

1
f x dx xf x dx 0

 
    

      1

2 1

1
x f x dx 0


 

  . 

   Αν 1   τότε 1 x   και    1x f x 0  , οπότε    1

2 1

1
x f x dx 0


 

  . 

   Αν 0 1    τότε x 1   και    1x f x 0  οπότε    1

2 1

1
x f x dx 0


 

   

   Τέλος αν α=1 τότε    1

2 1

1
x f x dx 0


 

  . 

   Σε κάθε περίπτωση είναι    1

2 1

1
x f x dx 0


 

  . 

 

Θέμα 86 
 

α)   xf x 1 e 0 f      γνησίως αύξουσα στο . 

   x

x x
lim f x lim x e 2
 

      και    x

x x
lim f x lim x e 2
 

      αφού 

x

x
lim e


   και 
x

x
lim e 0


 . 

Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο A   έχει σύνολο τιμών το  

 f A  . 

 

β) Η g είναι παραγωγίσιμη στο  με      x xg x 2x 2e 4 2 x e 2 2f x         

Επειδή  0 f A , υπάρχει μοναδικό 0x   τέτοιο, ώστε  0f x 0  

Για κάθε        
f

0 0 0x x f x f x 0 g x 0 g ,x       
1

2  και 

για κάθε        
f

0 0 0x x f x f x 0 g x 0 g x ,       
1

1  

Η g παρουσιάζει ελάχιστο στο 0x , άρα    0g x g x  για κάθε x . 

 

γ) Είναι 
  x x

x x x

f x x e 2 e 2
lim lim lim 1 1

x x x x  

  
     

 
 αφού  

x
x

x x

e 1
lim lim e 0 0 0

x x 

 
     

 
 και 

    x

x x
lim f x x lim e 2 2
 

     , άρα η y x 2  είναι η πλάγια ασύμπτωτη  

της fC  στο  . 

Για να υπάρχει εφαπτομένη της fC  παράλληλη στην ε πρέπει να υπάρχει  

1x   τέτοιο, ώστε   1 1x x

1f x 1 1 e 1 e 0
          που είναι αδύνατο. 

 

δ) Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο  είναι και 1 1 , οπότε αντιστρέφεται. 

Το ζητούμενο εμβαδό είναι:  
2e

1

e 1
E f x dx


   
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Θέτουμε    1f x u x f u     και  dx f u du  

Για x e 1   είναι      
1 1

f u e 1 f u f 1 u 1


       και  

για 2x e  είναι      
1 1

2f u e f u f 2 u 2


     . 

Είναι          
2e 2 2 221

1e 1 1 1 1
E f x dx uf u du uf u du uf u f u du


              

        
2

2
2

u 2 u 2

1
1

u 3
2f 2 f 1 u e 2 du 2e e 1 e 2u e

2 2

 
              

 
  

 

Θέμα 87 
 

α)        
1

f ln x x ln x x f ln x ln x 1 f ln x x ln x
x

              

 f ln x x ln x c, c   . 

Για x 1  είναι  f 1 e c c 0    , άρα  f ln x x ln x . 

Θέτουμε ln x t , τότε tx e , οπότε   tf t te , t   άρα και   xf x xe , x   

 

β) Είναι    x x xf x e xe e x 1     ,  f 1 2e   και  f 1 e  

ε:     y f 1 f 1 x 1 y e 2ex 2e y 2ex e           

Είναι      x x xf x e x 1 e e x 2        

 f x 0   για κάθε x 0 , οπότε η f είναι κυρτή στο  0,  , άρα βρίσκεται πάνω 

από κάθε εφαπτομένη της στο διάστημα αυτό, εκτός του σημείου επαφής, άρα  

βρίσκεται πάνω και από την ε, δηλαδή x xxe 2ex e xe e 2ex      

 

γ) Έστω ότι τα σημεία      1 1 2 2A x ,f x , B x ,f x  και   3 3x ,f x  με  

1 2 30 x x x    είναι συνευθειακά. Τότε  

       2 1 3 2

2 1 3 2

f x f x f x f x

x x x x
 

 
    

 
  (1) 

Από το θεώρημα Μέσης τιμής για την f, υπάρχουν  1 1 2x ,x   και  

 2 2 3x ,x   τέτοια, ώστε  
   2 1

1

2 1

f x f x
f

x x


  


 και  

   3 2

2

3 2

f x f x
f

x x


  


 

Επειδή  f x 0   για κάθε x 0 ,η f   είναι γνησίως αύξουσα στο  0, ,  

οπότε είναι και 1 1  στο διάστημα αυτό. 

Η (1) γίνεται    
1 1

1 2 1 2f f


         άτοπο. Άρα δεν υπάρχουν τρία σημεία  

της fC  με θετική τετμημένη, που να βρίσκονται στην ίδια ευθεία. 

 

δ)      
1 1

x

0 0
f x 2ex e dx xe 2ex e dx          
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   
1 1 1 1

x 2 x x

0 0 00
E x e dx ex e 1 0 xe e e                  e e e 1 1  . 

 

ε) Έστω      x 2g x 6 x 2 e 5e ex 2x 3 , x 0       

Είναι        x x 2 x 2g x 6e 6 x 2 e 2ex 2x 3 ex 2 6e x 1 6ex 6ex             

και      x x xg x 6e x 1 6e 6e 12ex 6 xe e 2ex          

Είναι  g x 0   για κάθε 0 x 1    και επειδή η g  είναι συνεχής στο  0, ,  

είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό. Παρατηρούμε ότι  g 1 0  . 

Για κάθε      
g

0 x 1 g x g 1 0 g 0,1


      
1

2  και 

για κάθε      
g

x 1 g x g 1 0 g 1,


      
1

1 . 

Η g παρουσιάζει ελάχιστο στο x 1 , άρα    g x g 1   

       x 2 x 26 x 2 e 5e ex 3 2x 0 6 x 2 e 5e ex 3 2x           για κάθε  

x 0 . 

 

Θέμα 88 
 

α)         xf x f x f x f x 4e         

       x x x x 2xe f x e f x e f x e f x 4e         

          x x 2x x x 2xe f x e f x 2e e f x e f x 2e c           

    x xf x f x 2e ce , c      

Για x 0  είναι    f 0 f 0 2 c c 2     , άρα     x xf x f x 2e 2e     

 

β) Είναι     t tf t f t 2e 2e , t     , άρα 

     
x x x

t t

x x x
f t dt f t dt 2e 2e dt

  
       (1) 

Θέτουμε t u  , τότε dt du  . Για t x   είναι u x  και για t x  είναι  

u x  . Η (1) γίνεται:    
x x x

t t

xx x
f t dt f u du 2e 2e





        

    
x

x x x x

x
2 f t dt 2e 2e 2e 2e 


     

   
x x

x x x x

x x
2 f t dt 4e 4e f t dt 2e 2e 

 
       

 Είναι    
x

x x

xx x
lim f t dt lim 2e 2e

 
     

 

γ)     4x x x x xf x f x e 2e 3e 4 2e 2e         4x xe 2e  x3e 4     

4x xe 5e 4 0    (1). 

 Θέτουμε 
xe u , τότε η (1) γίνεται: 

4u 5u 4 0    (2) 
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Όταν 0 x 1   τότε 0 x 1e e e 1 u e     , οπότε αρκεί η εξίσωση (2) να έχει  

τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα  1,e . 

Από σχήμα Horner έχουμε:   4 3 2u 5u 4 u 1 u u u 4       , οπότε: 

  4 3 2u 5u 4 0 u 1 u u u 4 0           

u 1  ή 3 2u u u 4 0     

Έστω   3 2g u u u u 4    ,  u 1,e  

Είναι     3 2g 1 1 0, g e e e e 4 0        , δηλαδή    g 0 g 1 0  και επειδή η  

g είναι  συνεχής, λόγω του θεωρήματος Bolzano,  υπάρχει  0u 1,e τέτοιο ώστε  

 0g u 0   
3 2 4

0 0 0 0 0u u u 4 0 u 5u 4 0        , άρα υπάρχει  0x 0,1   

τέτοιο, ώστε 0 04x x
e 5e 4 0   . 

 

δ) Αν η f είναι άρτια, τότε    f x f x   για κάθε x . Τότε η σχέση 

    x xf x f x 2e 2e     γίνεται:    x x x x2f x 2e 2e f x e e      . 

 

 

Θέμα 89 
 

 α) Αρχικά θα δείξουμε ότι η f   είναι 1-1.  

   Έστω ότι υπάρχουν  1 2x ,x 1,1   με 1 2x x  τέτοια ώστε    1 2f x f x  . Τότε  

   λόγω του Θ.Rolle για την f  , υπάρχει  1 2x ,x  ή στο  2 1x ,x τέτοιο, ώστε   

    f 0    που είναι άτοπο. Άρα    1 2f x f x  , οπότε η f   είναι 1-1. 

   Έστω  , , 1,1     με    .Αρκεί να αποδείξουμε ότι      f f f         

   ή      f f f       .Έστω ότι δεν ισχύει ο προηγούμενος ισχυρισμός και έστω  

   ότι       f f f       , τότε επειδή    f f     και η f   είναι συνεχής στο  

    ,  , λόγω του θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών υπάρχει  ,    τέτοιο, ώστε  

      f f    . Επειδή όμως η f   είναι 1-1 ισχύει ότι     που είναι άτοπο αφού  

    ,   . Άρα η f   είναι γνησίως μονότονη. 

 

β) Επειδή    f 1 f 1  , λόγω του Θ.Rolle, υπάρχει  1 1,1    τέτοιο, ώστε  

    1f 0   . Αν η f   ήταν γνησίως αύξουσα στο  1,1 , τότε  για κάθε 

     
f

1 1 11 x f x f 0 f 1,


           
1

2  και για κάθε  

       
f

1 1 1x 1 f x f 0 f ,1


         
1

1 , οπότε η f παρουσιάζει ελάχιστο στο 1 . 

  Αν η f   ήταν γνησίως φθίνουσα στο  1,1 , τότε για κάθε 
f

11 x


    
2

 

       1 1f x f 0 f 1,      1  και για κάθε    
f

1 1x 1 f x f 0


        
2

,  
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    1f ,12 οπότε η f παρουσιάζει μέγιστο στο 1 .  Άρα σε κάθε περίπτωση η f  

   παρουσιάζει ακρότατο σε εσωτερικό σημείο του  1,1 . 

 

γ) Έστω     2g x f x x  . Είναι    g 1 f 1 1    ,    g 1 f 1 1  , δηλαδή  

      g 1 g 1   και επειδή η g είναι συνεχής στο  1,1  και παραγωγίσιμη στο  1,1   

   με    g x f x 2x   , σύμφωνα με το Θ.Rolle, η εξίσωση    g x 0 f x 2x      

   έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα αυτό. 

   Έστω ότι υπάρχουν  1 2, 1,1     τέτοια, ώστε    1 2g g    , τότε επειδή η g   

   είναι συνεχής στο  1 2,   και παραγωγίσιμη στο  1 2,   με    g x f x 2   ,  

   λόγω του Θ.Rolle η εξίσωση    g x 0 f x 2     έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο  

   διάστημα αυτό που είναι άτοπο. 

 

δ) Επειδή η f  είναι γνησίως μονότονη και    f 1 f 1   , η f  είναι γνησίως  

   αύξουσα. Για την f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. σε καθένα από τα διαστήματα  1,x   

   και  x,1 , οπότε υπάρχει  2 1,x    και  3 x,1   τέτοια, ώστε: 

    
   

2

f x f 1
f

x 1

 
  


 και  

   
3

f 1 f x
f

1 x


  


. 

   Είναι    
       f

2 3 2 3

f x f 1 f 1 f x
f f

x 1 1 x

   
          

 

1

 

      f x xf x          1 x f 1 x 1 f 1 xf x       f x   

            2f x x 1 f 1 1 x f 1     .  

   Επειδή όμως για x 1  είναι          2f 1 1 1 f 1 1 1 f 1      και για x 1   είναι  

            2f 1 1 1 f 1 1 1 f 1       , τελικά ισχύει ότι  

            
   f 1 f 1

2f x x 1 f 1 1 x f 1
 

        

                     2f x x 1 f 1 1 x f 1 f 1 x 1 1 x 2f 1 f x f 1            για  

   κάθε  x 1,1  . Επειδή η ισότητα ισχύει μόνο για x 1 , έχουμε: 

             
1 1 1

1 1 1
f x dx f 1 dx f x dx f 1 1 1 2f 1

  
        
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Θέμα 90 
 

α) 1ος τρόπος:          
3

1
f x dx 0 F 3 F 1 0 F 3 F 1      . Για την F 

   εφαρμόζεται το Θ.Rolle στο  1,3 , οπότε υπάρχει  1,3  τέτοιο, ώστε  

    F 0     f 0  . 

   2ος τρόπος: Έστω ότι η f διατηρεί πρόσημο στο  1,3  

• Αν ήταν  0f x 0  τότε  f x 0  για κάθε  x 1,3 , οπότε  

   
3

1
f x dx 0  (άτοπο) 

• Αν ήταν  0f x 0  τότε  f x 0  για κάθε  x 1,3 , οπότε  

  
3

1
f x dx 0  (άτοπο) 

 Οπότε η f δεν διατηρεί πρόσημο στο  1,3 , δηλαδή υπάρχουν  1 2, 1,3    με 

   1 2f f 0     και αφού η f είναι συνεχής, από Θ. Bolzano υπάρχει 

   1 2, 1,3     τέτοιο, ώστε  f 0  . 

 

β) Έστω ότι η f   διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  1,3 , τότε η f θα ήταν γνησίως  

   μονότονη,  οπότε και 1 1 . 

Επειδή      f 1 f 3 f 0     τότε από Θ. Rolle υπάρχουν  1 1,    και 

 2 ,3    τέτοια, ώστε  1f 0    και  2f 0   , οπότε    
1 1

1 2f f 0


     

1 2    που είναι άτοπο.  Συνεπώς η f   δεν διατηρεί πρόσημο στο  1,3  άρα 

υπάρχουν  1 2x ,x 1,3  με    1 2f x f x 0   . 

γ) Επειδή η F είναι παράγουσα της f, ισχύει ότι    F x f x  για κάθε   x 1,3  και  

          
3

1
f x dx 0 F 3 F 1 0 F 3 F 1      . 

Λόγω του Θ.Μ.Τ για την F,  υπάρχουν  1 1,2   και  2 2,3   τέτοια, ώστε      

 
   

   
2

1 1
1

F 2 F 1
F f f t dt

2 1


     

   και  
       F 3 F 1

2

F 3 F 2
F

3 2


   


 

       
2

2
1

f F 1 F 2 f t dt     . Είναι    
f

1 2 1 2f f       
1

 

         
2 2 2 2

1 1 1 1
f t dt f t dt 2 f t dt 0 f t dt 0          

 

δ) Έστω            2 2h x x F x x F 1 x 5 f x , x 1,3     . 

Είναι    h 1 4f 1  και    h 3 9F 3  9F 1      3 5 f 3 2f 3    
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Είναι          
f

1 3 f 1 f f 3 f 1 0 f 3         
1

, άρα    h 1 0, h 3 0  , 

οπότε λόγω του θεωρήματος Bolzano η εξίσωση  h x 0    

       2 2x F x x 5 f x x F 1    έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο  1,3 . 

 

Θέμα 91 
 

α)           2 2xf x f x x 2x xf x x x xf x x x c
              

   c   
2x x c

f x
x

  
 , x 0 .    

 
2

2 2c
f c c 0

  
          


, άρα  

2x x
f x

x

 
 , x 0 . 

 

β) Είναι 
  2

2 2x x x

f x x x x
lim lim lim 1

x x x  

   
   

 
.  

Για κάθε x 0 , είναι: 
2 2 2 2 2 2

xx 1 1 x 1

x x x x x x

 
      .  

Είναι 
2x

1
lim 0

x
 , 

2x

1
lim 0

x

 
  
 

, άρα και 
2x

x
lim 0

x


 , οπότε 

 
x

f x
lim 1

x
 . 

  
2 2 2

x x x x

x x x x x x
lim f x x lim x lim lim

x x x   

      
     

 
 

Για κάθε x 0 , είναι: 
xx 1 1 x 1

x x x x x x

 
      .  

Επειδή 
x

1
lim 0

x
 , 

x

1
lim 0

x

 
  
 

, είναι και 
x

x
lim 0

x


 ,άρα   

x
lim f x x 0


  , 

οπότε η ευθεία y 1x 0 y x    , είναι πλάγια ασύμπτωτη της fC  στο  . 

Είναι  
x 0 x 0

x
lim f x lim x 1

x  

 
   

 
, και η f είναι συνεχής στο  0, ,  άρα η fC  

δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 

 

γ) Για την F εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ στο  , x , x  , άρα υπάρχει  

   
   

    
F x F

,x : F f x F x
x

 
        

 
. 

Είναι  
2x x

f x
x

 
 ,  

2

2

x x x x
f x

x

  
  .  

Έστω   2x x x x x     , x   .  Είναι 

 x x   x x x       2x x 2 x 0 ,      1  
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Για κάθε      2x x 1 0 f x 0 f           γνησίως αύξουσα στο 

 ,  .  

Είναι           x f f f x f f x               

            2x f x f x x x F x f x x              . 

Για κάθε x   είναι:  20 x F x      

Επειδή  2

x
lim x


      είναι και  
x
lim F x


  . 

 

Θέμα 92 
 

α)           x x xf x f x e 2x 1 e f x e f x 2x 1             

       x 2e f x x x           x 2 x 2e f x x x c f x e x x c         , c . 

Για x 0  είναι  f 0 c c 1     άρα    x 2f x e x x 1    , οπότε και 

   t 2f t e t t 1 , t     . Είναι:    
x x

t 2

0 0
f t dt e t t 1 dt     

       
x

t 2

0
f x f 0 e t t 1 dt


      

     
x x

t 2 t

00
f x 1 e t t 1 e 2t 1 dt       

  

 f x 1  x 2e x x 1 1       
x

t

0
e 2t 1 dt


    

     
xx

x 2 t t

0 0
f x e x x 1 e 2t 1 e 2dt            

     
x

x 2 x t

0
f x e x x 1 e 2x 1 1 2e           

  x 2f x e x x 1   2x 1    x x 21 2e 2 e x x 2 1       . 

 

β)  2 x 2 x x 2x x e 2 x x 2 e e x x 2 1              

    x 2e x x 2 1 0      f x 0 . 

   Είναι          x 2 x x 2 x 2f x e x x 2 e 2x 1 e x x 2 2x 1 e x x 1              . 

   Επειδή 
2x x 1 0    για κάθε x , είναι  f x 0 f   1 . 

   
    x 2

x x
lim f x lim e x x 2 1
 

      , 

  
 

20
x 2

x x xx x DLH x DLH x

x x 2 2x 1 2
lim e x x 2 lim lim lim 0

e e e

    
   
     

     

  
     


, άρα  

       x 2

x x
lim f x lim e x x 2 1 1
 

      . 

   Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο A  , το σύνολο τιμών της  

   είναι:         
x x

f A lim f x , lim f x 1,
 

    . 
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   Επειδή  0 f A  και η f είναι γνησίως αύξουσα στο , η εξίσωση  f x 0  έχει  

   μοναδική ρίζα. 

 

γ) Η συνάρτηση F είναι παραγωγίσιμη στο  με    F x f x  , οπότε είναι συνεχής  

   στο  0,x  και παραγωγίσιμη στο  0,x , x 0 . Από το Θ.Μ.Τ. υπάρχει  0,x   

   τέτοιο, ώστε:  
   

 
   F x F 0 F x F 0

F f
x x

 
      . 

   Είναι      
   

 
f F x F 0

0 x f 0 f f x 1 f x
x


          

1

 

          x F 0 F x xf x F 0    . 

   Είναι   
x
lim x F 0


   άρα και  
x
lim F x


  . 

 

δ) Είναι    F x f x 0 f    3 . 

   Είναι    F 0 f 0 1    και  F 0 1 , οπότε η εφαπτομένη της FC  στο 0x 0  είναι: 

   
   y F 0 F 0 x y x 1     . 

   Επειδή η F είναι κυρτή βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της, εκτός του  

   σημείου  επαφής, άρα  F x x 1   για κάθε x . 

 

Θέμα 93 
 

α)               2f x f x 1 3f x 2f x f x 2f x 3f x           

   
       2f x 2f x 3f x

         2f x 2f x 3f x c, c    (1). 

   Για x 0  η (1) γίνεται:      2 1 9
f 0 2f 0 3f 0 c 1 c c 1

4 4
          . 

   Η (1) γίνεται:            2 2f x 2f x 3f x 1 f x 2f x 1 3f x          

   
    

2

f x 1 3f x  
 

  
2

f x1

3 f x 1


 


 

   
   

1

1 x 1 x
c

f x 1 3 f x 1 3

    
             

 

   
 

   1
1

1 1

x 3c1 3 3
f x 1 f x 1 , c

f x 1 3 x 3c x 3c


         

  
(2) 

   Για x 0  η (2) γίνεται:   1

1 1 1

1 1 1 1 1 2
f 0 1 1 1 c

c c 2 2 c 3
           . 

   Η (2) γίνεται:  
3

f x 1

x 3

 


2

3

x 2 3 x 1

x 2 x 2

  
 

 
. 
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β) Αρκεί    F x f x   για κάθε x 0 . 

   Είναι  
x 2 1 x 2 9

F x x 1 3ln 1 3 1
x 23 3

3

     
             

3

1

x 2 3



  

      
x 2 3 x 1

F x f x
x 2 x 2

  
   

 
 

 

γ) 

x 1 x 1 x 1

3 3 3
x 2 x 1 x 2

3e x 2 0 3e x 2 e ln
3 3 3

  
  

            

   

x 2
x 1 3ln

3


    

x 2
x 1 3ln 0 F x 0

3


      

   Είναι    
x 1

F x f x 0 x 1 0 x 1
x 2


        


 

   Για κάθε x 1  είναι  F x 0 F   γνησίως αύξουσα στο  1,  και για κάθε  

   x 0,1  είναι  F x 0 F   γνησίως φθίνουσα στο  0,1 . Η F έχει ελάχιστο το  

   F 1 0 , άρα       F x F 1 0   για κάθε x 0 . 

 

δ)          
x

x x x

x

e 1 ex 1
e 1 ex 2 e 2 ex 1 f e f ex

e 2 ex 2

 
        

 
  (3) 

Η f είναι παραγωγίσιμη με  
   

 2 2

x 2 x 1 3
f x 0 f 0,

x 2 x 2

  
     

 
1  

Η σχέση (3) γίνεται:    
 f 0,

x x xf e f ex e ex e ex 0


     
1

. 

Έστω   xg x e ex, x 0   . Είναι   xg x e e    και

  x xg x 0 e e 0 e e x 1         . 

Για κάθε x 1  είναι  g x 0 g    γνησίως αύξουσα στο  1,  και για κάθε 

 x 0,1  είναι  g x 0 g    γνησίως φθίνουσα στο  0,1 . Η g έχει ελάχιστο το 

 g 1 0 , άρα     xg x g 1 0 e e 0     . 

 

Θέμα 94 
 

α)          f x f x
f x 2x 1 e f x e 2x 1

      
    f x 2e x x

 
    

   
 f x 2e x x c   . Είναι  f 0 0 1 c   , άρα      

   
     f x 2 2e x x 1 f x ln x x 1       , x  

 

β) Επειδή η F είναι παράγουσα της f, η F είναι παραγωγίσιμη με    F x f x  , οπότε  

   είναι και συνεχής. 

http://www.askisopolis.gr/


www.askisopolis.gr                                          Γενικά θέματα με αρχική συνάρτηση 

123 
 

   

     
0

0

3 2 2 2x 0 DLH x 0

F x x F 0 f x 1
lim lim 1 1

x x 3x

 
 
 

 

    
     

    
 

 

γ)    
2 1

2 2

0 0
ln3 ln x x 1 dx ln x x 1 dx ln7          

   
   ln3 F 2 F 0     F 1 F 0     ln 7 ln3 F 2 F 1 ln7      

   Από το Θ.Μ.Τ για την F, υπάρχει  1,2  τέτοιο, ώστε: 

   
 

   
     

F 2 F 1
F f F 2 F 1

2 1


      


 

   Είναι  
2

2x 1
f x 0

x x 1


  

 
 για κάθε  x 1,2 , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  

    1,2 . Είναι      1 2 f 1 f f 2           ln3 F 2 F 1 ln7   . 

 

δ) Από το ΘΜΤ για την F, υπάρχει  1 x,2x  , x 0 :  

   
 

   
     1 1

F 2x F x
F xf F 2x F x

x


        

   
     

f

1 1x 2x f x f f 2x       
1

     2 2

1x ln x x 1 xf x ln 4x 2x 1         

   
       2 2x ln x x 1 F 2x F x x ln 4x 2x 1       . 

   Επειδή  2

x
lim xln x x 1


    
 

, είναι και     
x
lim F 2x F x


   . 

 

Θέμα 95 

 

α)  
   

 

x x x x x

x 2
x

x

e e 1 e 1 e1 e 1
f x

e 1 e 1
e 1

   
  

 


 

x

x 2
x

2e

e 1 e 1    

x

x x

2e
0

e 1 e 1
  

 
f   

   γνησίως αύξουσα στο  0,  

β) 
x

x
x 0

e 1
lim 0

e 1





 και 

x x

xx DLH x

e 1 e
lim lim

e 1

 
 
 

 




 xe
1 , άρα 

 

x

x

e 1
u

x e 1

x
x 0 x 0 u 0 u 0

e 1
lim f x lim ln lim ln u

e 1   






   


   


, 

 

x

x

e 1
u

x e 1

xx x u 1 u 1

e 1
lim f x lim ln limln u 0

e 1






   


  


.      

Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  A 0,  , είναι 

   f A ,0   
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γ) Σύμφωνα με το Θ.Μ.Τ για την F, υπάρχει  x,x 1   τέτοιο ώστε  

        F F x 1 F x     . Είναι      
f

x x 1 f x f f x 1         
1

     

       f x F x 1 F x f x 1      

Επειδή  
x
lim f x 0


 ,    
x 1 u

x u
lim f x 1 lim f u 0

 

 
   , είναι και 

    
x
lim F x 1 F x 0


   . 

 

δ) Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα είναι και 1 1 , οπότε αντιστρέφεται. 

 
x x

y x x y y

x x

e 1 e 1
f x y ln y e e 1 e e e

e 1 e 1

 
         

 
 

 x x y y x y ye e e e 1 e 1 e e 1         (1) 

Επειδή η f έχει σύνολο τιμών το  ,0 , είναι y 0 , οπότε η (1) γίνεται: 

y y
x

y y

e 1 e 1
e x ln

1 e 1 e

 
  

 
, άρα  

y
1

y

e 1
f y ln , y 0

1 e

 
 


, οπότε 

 
x

1

x

e 1
f x ln , x 0

1 e

 
 


. 

 

ε)  
x x

x x x

x x

e 1 e 1
f x x ln lne e e

e 1 e 1

 
     

 

2x x1 e e   2xe 1    

 ισχύει. 

 

Θέμα 96 
 

α) Αφού η f  είναι παραγωγίσιμη τότε παραγωγίζοντας την σχέση  

      f x
f x e x 1


      1   

   έχουμε:               

f x f x

f x

1
f x e f x 1 f x 1 e 1 f x

1 e

 


         


   2 . 

 

β) Επειδή η f  είναι παραγωγίσιμη τότε από τη  2  προκύπτει ότι και η f   είναι  

   παραγωγίσιμη με  
  
  

   
  

f x f x

2 2
f x f x

1 e e f x
f x 0

1 e 1 e

 

 


 

    

 

 αφού η  f x 0  , οπότε  

   η f  κυρτή άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο .      

   Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την f  στο  0, x  οπότε υπάρχει  0, x  τέτοιο ώστε      

   
 

     f x f 0 f x
f

x x


    .  Είναι 0 x    οπότε      

        
 

     
f x1 x

f 0 f f x f x f x xf x
2 x 2

                3  
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   Επίσης    f x

1
f x 1

1 e


  


 οπότε για x 0  θα είναι  xf x x     4 .  

   Άρα από  3  και  4  έχουμε    
x

f x xf x x
2

   . 

 

γ) Αφού  
x

f x x
2
   και 

x

x
lim

2
  είναι και  

x
lim f x


  , οπότε  

   
 

 

f x

uf xx x u

1 1
lim e lim lim 0

ee



  
   . Από τη σχέση  1  έχουμε:      

   
     f x

f x x 1 e


    οπότε      f x

x x
lim f x x 1 lim e 0



 
        άρα η y x 1    

   είναι πλάγια ασύμπτωτη της fC  στο  . 

 

 δ) Έστω g  αρχική της 
 f x

x
στο  0, . 

   Από το θεώρημα Μέσης τιμής, υπάρχουν  1 2,3   και  2 3,4   τέτοια, ώστε:  

    
     3

1
2

g 3 g 2 f t
g dt

3 2 t


   

   και  
     4

2
3

g 4 g 3 f t
g dt

4 3 t


   

   

   Είναι  
 f x

g x
x

   και  
   

2

xf x f x
g x 0 g

x

 
     γνησίως αύξουσα στο 

 0, . Είναι    
   g 3 4

1 2 1 2
2 3

f t f t
g g dt dt

t t



          
1

 

 

Θέμα 97 
 

α) Είναι  f x 0   και αφού f   συνεχής θα είναι f 2  στο  2,3  άρα για x 3   

   έχουμε    f x f 3 1 0     οπότε  f x 0   άρα f1  στο  2,3  με σύνολο τιμών       

         f A f 2 ,f 3 0,3     . 

 

β) Η εφαπτομένη της fC  στο   3,f 3  είναι     y f 3 f 3 x 3     

    y 3 1 x 3 y x      

 

γ) Θ.Μ.Τ. για την f στο  2,x , υπάρχει  1 2,x   τέτοιο ώστε  
   

1

f x f 2
f

x 2


  


. 

   Θ.Μ.Τ. για την f στο  x,3 , υπάρχει  2 x,3   τέτοιο ώστε  
   

2

f 3 f x
f

3 x


  


 

   Είναι 1 2    και  f 2,32  οπότε    1 2f f    
   f x 3 f x

x 2 3 x


 

 
 

         3f x xf x 3x 6 xf x 2f x         f x 3 x 2  .  
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  Επιπλέον για x 2  και x 3  είναι    f x 3 x 2  , οπότε για κάθε  x 2,3    

  είναι    f x 3 x 2  . 

 

δ) Είναι    f x 3 x 2 0    και η    f x 3 x 2   συνεχής στο  2,3  οπότε        

      
3

2
f x 3 x 2 dx 0          

3 3

2 2

3
f x dx 3 x 2 dx

2
    . 

 

 ε) i)                F x 3 x f x F 2 F x x 3 F x F 2 0         ή      

   
      x 3 F x F 2 x 0   . Έστω          g x x 3 F x F 2 x, x 2,3    . Είναι  

   
                   g 2 2 3 F 2 2F 2 3F 2 , g 3 3 3 F 3 3F 2 3F 2          ,  

   δηλαδή    g 2 g 3 . 

   Επειδή η F είναι παραγωγίσιμη είναι και συνεχής στο  2,3 , άρα η g είναι συνεχής  

   στο  2,3  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη στο  2,3  με  

           g x F x x 3 F x F 2 x     , άρα από το θ.Rolle υπάρχει  1x 2,3  τέτοιο,  

   ώστε          1 1 1 1g x 0 F x 3 x f x F 2       

  ii) Έστω          h x F x f x x F 2 , x 2,3     . 

   Είναι        h 2 F 2 f 2 2 F 2 2 0       ,   

             h 3 F 3 f 3 3 F 2 F 3 F 2       

   Είναι        
3

2

3 3 3
f x dx F 3 F 2 h 3 0

2 2 2
        δηλαδή    h 2 h 3 0  και  

   επειδή η h είναι συνεχής στο  2,3  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων, λόγω του  

   θ.Bolzano, υπάρχει  2x 2,3  τέτοιο, ώστε   2h x 0   

        2 2 2F x f x x F 2   . 

 

Θέμα 98 
 

α)            
22 2 2f x x 1 f x x 1 0 f x x 1 f x x 2x 1            

   

 

 

 

 
     

2
2

2 2

f x f xx 2x 1 2x
1 ln f x x ln x 1

f x x 1 f x x 1

              
 

   
    2ln f x x ln x 1 c    , c . Για x 0  είναι   ln f 0 c c 0   , άρα  

         
 

 
 

2

2

x x
x ln x 12

2ln x 1

e e
ln f x x ln x 1 f x e f x

x 1e

 


       


 

 

β)    
x

x 2 x 2 2

2

e
e x e x x 1 f x

x 1
              


. 
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   Είναι  
 

 

 

 

2x 2 x x

2 2
2 2

e x 1 e 2x e x 1
f x

x 1 x 1

   
  

 
 

   Επειδή  f x 0   για κάθε x 1  και η f είναι συνεχής στο 1, είναι γνησίως  

   αύξουσα στο . Είναι  
x

x

2 2x x x

e 1
lim f x lim lim e 0

x 1 x 1  

 
    

  
 και  

  
 

x x x

2x x DLH x DLH x

e e e
lim f x lim lim lim

x 1 2x 2

    
   
    

   
    


, άρα    f A 0,   

   Αν 0   τότε η  f x    έχει ακριβώς μια ρίζα. 

   Αν 0   ή εξίσωση  f x   είναι αδύνατη. 

γ) H F είναι παραγωγίσιμη με    F x f x  , οπότε είναι  και συνεχής.  

   Από το Θ.Μ.Τ. υπάρχει  0,2  τέτοιο, ώστε  
   F 2 F 0

F
2 0


   


 

        
2 2

20 0

1 e 1
f f t dt f t dt

2 1 2



    
      

2
2

0
2e 1 f t dt      

 

δ)  
t t

1 1
2

2 2 20 0

e e 1 e
2e 1 dt dt

t 1 1 2 t 1


      

      

  

1

2

t
2

20

e 1
dt

t 1 2


    
t

1

20

e
dt F 2 F 0

t 1
 

    F 1 F 0     F 2 F 1   

   Είναι    F x f x 0 F    γνησίως αύξουσα στο . Επειδή 2 1  είναι και  

      F 2 F 1 . 

 

ε) Έστω    g x xF x , x 0  . Είναι    g (x) F x xF x   . 

 Για κάθε    
F

x 0 F x F 0 0   
1

 και επειδή  xF x 0  , είναι  g x 0   άρα η g 

είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . 

   Για κάθε x 1  είναι          
g

0 x 1 x g x 1 g x x 1 f x 1 xf x         
1

. 

 

Θέμα 99 

 

α)  Είναι    
2xe

f x 2xf x 0



       
2 2x xe f x 2xe f x 0       

2xe f x 0 
  άρα 

 
2xe f x c   και για x 1 :  1e f 1 c   c 1  άρα  

2xe f x 1    
2xf x e . 

 

β)  Έστω F αρχική τις f τότε από Θ.Μ.Τ. στο  0,1  υπάρχει  0x 0,1  τέτοιο, ώστε: 
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 
   

0

F 1 F 0
F x

1 0


  


     0f x F 1 F 0  .  

Επίσης        
1 1

00
f x dx F x F 1 F 0       άρα    

2
0

1
x

0
0
f x dx f x e  ,  

άρα    2
0

1
x 2

0
0

ln f x dx lne x  . 

 

γ)  fD   και      
2 2x xf x e e f x


     οπότε η f είναι άρτια και   

      
x u0 0

0
f x dx f u du f u du

 

 
      . 

 

δ) Είναι  
2xf x 2xe 0    όταν  x 0,2  οπότε  f 0,21  και      f 0 f x f 2    

2x 41 e e   και επειδή οι ισότητες δεν ισχύουν για κάθε  x 0,2 , είναι: 

2 22 2 2 2
x 4 x 4

0 0 0 0
1dx e dx e dx 2 e dx 2e        . 

 

ε)  Είναι  
2 2x 2 xf x 2e 4x e 0     f κυρτή στο . Είναι  f 1 2e  και  f 1 e . 

Η εφαπτομένη της fC  στο 0x 1  είναι η ε:     y f 1 f 1 x 1 y 2ex e      . 

Επειδή η f είναι κυρτή βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της εκτός του σημείου 

επαφής, άρα  
2xf x 2ex e e e 2ex     . 

 

Θέμα 100 
 

α)        x x xf x f x 1 e f x e f x e 0          

   Έστω    x xh x e f x e   , x . Είναι      x x xh x e f x e f x e 0        άρα  

   η h είναι γνησίως αύξουσα στο . Για κάθε x 0  είναι  

            x x x xh x h 0 0 e f x e 0 e f x e f x 1               

   και για κάθε x 0  είναι      h x h 0 0 f x 1     . 

 

β)        f x f x 1 f x f x dx 1dx
 

 
            

      f x dx f x dx
 

 
           f f f x dx




        

   
     f x dxf f

1




  

 
   


 (1)

 

   Λόγω του Θ.Μ.Τ. για την f, υπάρχει  ,    τέτοιο, ώστε  
   f f

f
  

  
 

, 
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   οπότε η (1) γίνεται:  
 f x dx

f 1



    



   

1
f f x dx 1




   

  
 

 

γ) Έστω       x 3g x f x 2 x 12e , x 0,3    . 

   Είναι   3g 0 12e 0   ,     g 3 3 f 3 2 12    

   Αντικαθιστώντας στη σχέση (1) α = 0  και β = 3, έχουμε: 

   

     
     

3

3
0

0

f x dxf 3 f 0
1 f 3 1 f x dx 3 4 3 7 f 3 6

3 0 3 0


           

 


  

   
         f 3 2 4 3 f 3 2 12 3 f 3 2 12 0 g 3 0           . 

   Επειδή    g 0 g 3 0  και η g είναι συνεχής στο  0,3 , λόγω του Θ. Bolzano,  

   υπάρχει  1 0,3   τέτοιο, ώστε  1g 0      1 3

1 1f 2 12e     . 

 

δ)  Από το Θ.Μ.Τ. για την F, υπάρχουν  1 x 1,x    και  2 x,x 1    τέτοια,  

   ώστε:      1F F x F x 1      και       2F F x 1 F x     . 

   Είναι        f x f x 1 f x 1 f x 0        για κάθε x 0 , άρα  

   
         F x F x f x f x 0       , άρα η F  είναι γνησίως αύξουσα στο  

    0, .Είναι  
F

1 2x 1 x x 1


        
1

 

            1 2F x 1 F F x F F x 1            
  

   
         F x F x 1 f x F x 1 F x       

 

Θέμα 101 
 

α) Αν στη σχέση     2f x f x 3x    (1) , αντικαταστήσουμε όπου χ το x   

   προκύπτει: 

   
    2f x f x 3x    (2) και με αφαίρεση κατά μέλη των (1),(2), έχουμε: 

   
               f x f x f x f x 0 f x f x 0 f x f x c, c               . Για  

   x 0  είναι  2c f 0 1  , άρα    f x f x 1 0   , άρα  f x 0  και  

    
 
1

f x
f x

  , οπότε η (1) γίνεται:  
 

     2 31
f x 3x ln f x x

f x

       

       
3

1x c3

1 1ln f x x c f x e , c      

   Επειδή  f 0 1  είναι 1c 0 , άρα  
3xf x e . 

 

β) Είναι    
3xF x f x e 0 F F1 1      1  
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         
F1 1

x x x xF e F ex 0 F e F ex e ex e ex 0


          

   Έστω   xg x e ex  , x . Είναι   x xg x e e 0 e e x 1        . 

   Για κάθε x 1  είναι  g x 0 g    γνησίως αύξουσα στο  1, , άρα  

      g x g 1 0  . 

   Για κάθε x 1  είναι  g x 0 g    γνησίως φθίνουσα στο  ,1 , άρα  

      g x g 1 0  . 

   Επειδή  g 1 0 , η x 1  είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης  g x 0 . 

 

γ) Είναι    
3 3x 2 xF x e 3x e 0


     για κάθε x 0 και επειδή η F  είναι συνεχής, η  

   F είναι κυρτή στο . 

   Η εφαπτομένη της FC στο x 0  έχει εξίσωση      y F 0 F 0 x y x F 0       

   γιατί    F 0 f 0 1   . 

   Επειδή η F είναι κυρτή, βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της εκτός του  

   σημείου επαφής τους, δηλαδή    F x x F 0  . 

   Επειδή  
x
lim x F 0


       είναι και  
x
lim F x


  . 

 

δ) Για την F εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. οπότε υπάρχει  ,    τέτοιο, ώστε: 

   

 
   

     
F F

F f f t dt




  
       

     
3

e f t dt





     

 

ε) Είναι  
32 xg x x e  και 

   
3

3 3 3

2
2 x

x 2 x xx x x DLH x x

x 2x 2
lim g x lim x e lim lim lim 0

e 3x e 3xe

 
 
 

      
    

 
, 

   άρα ο άξονας x΄x είναι η οριζόντια ασύμπτωτη της gC  στο  . 

   Έστω ευθεία x    με 0  . 

   Είναι    
3 3 3

0
0 0

2 x x1 1 1
E g x dx x e dx e e

3 3 3



 


 
      

 
  . 

   Το ζητούμενο εμβαδό είναι:    
31 1 1

E lim E lim e
3 3 3



 

 
      

 
 

 

στ) Για κάθε 0 x 1   είναι      f 0 f x f 1  , άρα και      xf 0 xf x xf 1   

   Επειδή όμως η ισότητα δεν ισχύει για κάθε  x 0,1 έχουμε: 

   
   

31 1 1
x

0 0 0
xf 0 dx xe dx xf 1 dx        

3

1 1
2 2

1
x

0
0 0

x x
f 0 xe dx f 1

2 2

   
     

   

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   
31

x

0

1 1
f 0 xe dx f 1

2 2
      

31
x

0
f 0 2 xe dx f 1  , οπότε λόγω του  

   θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών υπάρχει  0,1  τέτοιο, ώστε  

    
3 3 31 1

x x

0 0
f 2 xe dx e 2 xe dx     . 

 

Θέμα 102 
 

α)  
2

1
F x 0 F

1 x
   


 γνησίως αύξουσα στο . 

   Από το Θ.Μ.Τ υπάρχει  1 0,x  , x 0  τέτοιο ώστε  
   

1

F x F 0
F

x


     

      1xF F x   . Επειδή  1F 0   , υπάρχει 0   τέτοιος ώστε  

        1 1F xF x F x x        .      

   Επειδή  
x
lim x


   , είναι  
x
lim F x


   και επειδή  F 0 0 , είναι 

       F 0, 0,   . 

 

β) Από το Θ.Μ.Τ για την F υπάρχει  2 1,2   τέτοιο ώστε: 

        
2

2 21

1
F F 2 F 1 dt

t 1
    

 . 

   Είναι  
 

2
2

2x
F x 0 F

1 x


   


 γνησίως φθίνουσα στο  0, , οπότε η F είναι  

   κοίλη στο     0, . Είναι  

       
F 2

2 2 21

1 1 1
1 2 F 1 F F 2 dt

5 t 1 2



           


2

 

 

γ) Έστω    
1

h x F F x
x

 
  

 
, x 0 . 

   

     
2 2 2 2

2

1 1 1 1 1 1 1
h x F F x f f x

1x x x x x 1 x
1

x

   
              

    

     

   

 
2

1
h x

x
  

2

2

1

x 1

x

 2 2 2

1 1 1
0

1 x 1 x 1 x
     

  
 h x c  

 

δ)  Από το Θ.Μ.Τ για την F,  υπάρχει  3 x,x 1 :         3F F x 1 F x      

   
 Είναι      

F

3 3x x 1 F x F F x 1


           
2
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   
 

22

1 1
F x 1 F x

1 x 1 x 1
    

  
    

 

x x
x

22

e e
e F x 1 F x

1 x 1 x 1
   

  
 

   Επειδή 
x x x

2x DLH x DLH x

e e e
lim lim lim

1 x 2x 2

    
   
    

  
   


, είναι και  

      x

x
lim e F x 1 F x


      . 

 

ε) Η εφαπτομένη είναι η ευθεία ε:  y F 0    
0

F 0 x y f 0 x y x     . 

 

στ) Για κάθε x 0  είναι    F x F 0 0  , άρα το ζητούμενο εμβαδόν είναι: 

    
4

2
E F x dx  .Επειδή η F είναι κοίλη στο  0, , βρίσκεται κάτω από την ε στο  

   διάστημα αυτό εκτός σημείου επαφής, άρα  F x x  για κάθε x 0 . 

   Επειδή η ισότητα ισχύει μόνο για x 0 , είναι:  

    
4

2
4 4

2 2
2

x
F x dx xdx E 8 2 6

2

 
      

 
   

 

Θέμα 103 

 

α) Επειδή    f f 0     και η f είναι συνεχής στο  ,   και παραγωγίσιμη στο 

    ,  , λόγω του θ. Rolle υπάρχει  ,    τέτοιο ώστε  f 0   . Επειδή η f  

   είναι κυρτή, η f   είναι γνησίως αύξουσα, οπότε  

            f f f f 0 f                  , άρα    f f 0    . 

 

β) Για κάθε x    , επειδή η f  είναι γνησίως αύξουσα, είναι:     

            f f x f f f x 0            , άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  

    ,  . Για κάθε x    , είναι      f f x f    , δηλαδή    f x f 0   . 

   Για κάθε x   , επειδή η f  είναι γνησίως αύξουσα, είναι:     

           f f x f 0 f x f            , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  ,  . 

   Για κάθε x    είναι      f f x f 0     . Άρα  f x 0  για κάθε  x ,   . 

 

γ) Έστω ότι    f x f x  για κάθε  x ,   . Τότε    f x f x 0     

      x xe f x e f x 0    , άρα  xe f x 0     . Έστω    xg x e f x ,  x ,   .  

   Είναι    xg x e f x 0      , άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο  ,  . Επειδή  
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    , είναι    g g       e f e f 0 0      . που είναι αδύνατο.  

   Άρα υπάρχει  0x ,    τέτοιο ώστε    0 0f x f x . 

 

δ) Αν  f x dx



  , τότε:       f t f x dx dt f x dx 2 0

  

  
       

    f t dt 2 0 f t dt 2 0 2 0
 

 
                      

2 2 0 2 ή 1        . 

 Επειδή  f x 0  για κάθε  x ,    θα είναι και  f x dx 0



 ,  άρα 

 f x dx 2



    . Το ζητούμενο εμβαδόν είναι:    E f x dx 2




    . 

 

ε)   i. Η συνάρτηση F είναι παραγωγίσιμη στο  ,   με    F x f x  , οπότε είναι  

και συνεχής στο διάστημα αυτό. Από το θεώρημα μέσης τιμής, υπάρχει  ,    

τέτοιο ώστε  
   

 
 

 
f x dxF F 2 1

F f 2f 1 0
4 4 2




   

            



. 

 

ii. Σύμφωνα με το Θ.Μ.Τ. για την f, υπάρχει  1 x,x 1    και  2 x 1,x 2      

   τέτοια, ώστε:  
   

     1 1

f x 1 f x
f f f x 1 f x

x 1 x

 
       

 
 και  

    
   

     2 2

f x 2 f x 1
f f f x 2 f x 1

x 2 x 1

  
        

  
 

   Είναι            
f

1 2 1 2f f f x 1 f x f x 2 f x 1


               
1

 

       2f x 1 f x 2 f x     

 

Θέμα 104 
 

α) Έστω 
 

     
x

x 0
x

f x e
g x f x 2x g x e

2x


     . Επειδή η f είναι συνεχής στο  

x = 0, ισχύει ότι:       x

x 0 x 0
f 0 limf x lim 2xg x e 1

 
    . 

 Είναι 
   x x

x 0 x 0

f x e f x 1 e 1
lim 1 lim 1

2x 2x 2x 

   
    

 
 

Έστω  
   

 
x xf x 1 f x 1e 1 e 1

h x 2h x , x 0
2x 2x x x

  
       

Επειδή 

0

x x0

x 0 DLH x 0

e 1 e
lim lim 1

x 1

 
 
 

 


  , είναι  

http://www.askisopolis.gr/


www.askisopolis.gr                                          Γενικά θέματα με αρχική συνάρτηση 

134 
 

 
   

x

x 0 x 0

f x 1 e 1
lim lim 2h x 2 1 3 f 0 3

x x 

  
       

 
 

Η εφαπτομένη της fC  στο Α είναι η ε:    y f 0 f 0 x y 3x 1      

 

β) Επειδή η f   είναι συνεχής και  f x 0   για κάθε x , η f διατηρεί σταθερό  

πρόσημο. Επειδή  f 0 1 0   , είναι  f x 0   άρα η f είναι γνησίως αύξουσα  

στο . 

 

γ) Έστω F αρχική της f . Από το Θ.Μ.Τ για την F, υπάρχει  1 0,1   τέτοιο, ώστε  

 
   

 
1

1
0

F 1 F 0
F f t dt

1 0


   

   και  2 1,2  τέτοιο, ώστε  

 
   

 
2

2
1

F 2 F 1
F f t dt

2 1


   

    

Είναι        F x f x , F x f x 0 F       γνησίως αύξουσα στο . 

Είναι    
F

1 2 1 2F F


        
1

   
1 2

0 1
f x dx f x dx  . 

 

δ) Αν η f είναι κυρτή, τότε η fC  βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της εκτός του  

σημείου επαφής, άρα  f x 3x 1   . Επειδή  
x
lim 3x 1


    είναι και 

 
x
lim f x


  . 

 

ε) Είναι  f x 0  για κάθε  x 0,2 , άρα  
2

0
E f x dx  . 

Επειδή στη σχέση  f x 3x 1   η ισότητα ισχύει μόνο για x 0 , είναι  

   
2

2
2 2

0 0
0

x
f x dx 3x 1 dx E 3 x 8

2

 
      

 
  . 

 

Θέμα 105 

 

α)    
ln x ln2

f x g x 2ln x x ln2
x 2

      (1) 

   Έστω  
ln x

h x
x

  με  hD 0,   και  
2

1 ln x
h x

x


   .Είναι  

    
2

1 ln x
h x 0 0

x


     1 ln x 0 x e     και   

2

1 ln x
h x 0 0

x


      

   1 ln x 0 x e    . Άρα η h είναι γνησίως αύξουσα στο  0,e και γνησίως  

   φθίνουσα στο  e, . 
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   Από την (1)    
ln x ln2

h x h 2 x 2 
x 2

       αφού η h είναι 1-1 στο  0,e . 

   Η h είναι συνεχής ως πηλίκο συνεχών και γνησίως φθίνουσα στο  e,  άρα το  

     h e, είναι το    
x
lim h x ,h e





 , όμως
dl

x x

ln x 1
lim lim 0

x x 



  , άρα 

       h e, 0,h e   . 

   Όμως    
h

2 e  h 2 h e  
1

και  h 2 0 , συνεπώς υπάρχει μοναδική λύση της (1)  

   στο  e,  αφού η h είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα αυτό. 

   Άρα η (1) έχει ακριβώς δυο λύσεις μια το 2 και μία  e,  . 

   Στο  2,e η h είναι γνησίως αύξουσα άρα  
ln 2

h x
2

    f x g x  . 

   Στο  e, η h είναι γνησίως αύξουσα άρα  
ln 2

h x
2

     f x g x  . 

   Άρα στο  2, ισχύει    f x g x . 

   Πρέπει να υπάρχει  0x 2,  : 
    

    

0

0

x

2

x

f x g x dx 1

2016f x g x dx



 






     

   
    

         

0

0

0

x

2

x

2 x

f x g x dx 1

2016 1f x g x dx f x g x dx



 

  



 
 

   
    

    

0x

2

2

f x g x dx 1

2017f x g x dx



 






    

            
0x

2 2
2017 f x g x dx f x g x dx



          

            
0x

2 2
2017 f x g x dx f x g x dx 0



      (2) . 

   Έστω F,G αρχικές συναρτήσεις των f,g αντίστοιχα. Τότε η (2) γίνεται: 

                  0 02017 F x G x F 2 G 2 F G F 2 G 2 0                   

                0 02017 F x G x 2017F 2 2017G 2 F G F 2 G 2 0               

              0 02017 F x G x 2016F 2 2016G 2 F G 0            

   Έστω              b x 2017 F x G x 2016F 2 2016G 2 F G            

   Η b συνεχής στο  2,  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

               b 2 2017 F 2 G 2 2016F 2 2016G 2 F G             

                 
2

b 2 F 2 G 2 F G f x g x dx 0


           

  αφού    f x g x  και η ισότητα δεν ισχύει για κάθε  x 2,  . 
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                b 2017 F G 2016F 2 2016G 2 F G                

               
2

b( ) 2016 F G F 2 G 2 f x g x dx 0


              . 

    Άρα    b 2 b 0  , οπότε από το Θ.Bolzano η εξίσωση  b x 0  έχει  

   τουλάχιστον μια ρίζα στο  2,e . 

 

β) Έστω ότι η εφαπτόμενη της fC  στο  

     ,f   τέμνει την  fC  στο  

     ,f    τότε ο συντελεστής  

   διεύθυνσης της ευθείας ΑΒ είναι ο  

   συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης     

   της  fC  στο   ,f   άρα  

    
   f f

f
  

  
 

.   

   Τώρα η f είναι συνεχής στο  ,   και  

   παραγωγίσιμη στο  ,  ως παραγωγίσιμη στο  οπότε από ΘΜΤ υπάρχει  

    , :    
   f f

f
  

  
 

 άρα    f f    .  

   Τώρα η f   είναι συνεχής στο  ,  , παραγωγίσιμη στο  ,   και    f f      

   οπότε από θεώρημα Rolle η f   έχει  

   τουλάχιστον μια ρίζα στο  ,   .  

   Έστω ότι η εφαπτόμενη της fC  στο  

     ,f    εφάπτεται της fC  και στο  

     ,f     τότε ο συντελεστής διεύθυνσης  

   της ευθείας ΑΒ είναι ο συντελεστής  

   διεύθυνσης της εφαπτομένης της  fC   

   στο   ,f   και ο συντελεστής διεύθυνσης  

   της εφαπτομένης της fC  στο   ,f   άρα 

    
   

 
f f

f f
  

    


. Τώρα η f είναι  

   συνεχής στο  ,   και  παραγωγίσιμη στο  ,   ως παραγωγίσιμη στο  οπότε  

   από ΘΜΤ υπάρχει  , :    
   f f

f
  

  
 

 άρα      f f f       . 

   Τώρα η f   είναι συνεχής στα    , , ,     

   παραγωγίσιμη στα    , , ,    και      f f f       οπότε από θεώρημα Rolle  
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   η f   έχει τουλάχιστον μια ρίζα 1x  στο  ,  και μία 2x  στο  ,  .  Τώρα η f    

   είναι συνεχής στο  1 2x ,x , παραγωγίσιμη στο  1 2x ,x   και    1 2f x f x   οπότε  

   από θεώρημα Rolle η 
 3

f  έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο  1 2x ,x  . 

 

Θέμα 106 
 

α) Έστω ότι  
1

0
f x dx    (1), τότε: 

            
1

0
f x f x f x dx 1 e f x f x 1 e             

        x x xe f x e f x 1 e e             x xe f x 1 e e           

        
  x

x x x

x x

1 e e c
e f x 1 e e c f x 1 e ce

e e



 

 

  
               ,  

   c . Είναι  f 0 1 1 e c 1 c 2 e           , άρα  

       xf x 1 e 2 e e        . 

    Η (1) γίνεται:   
1

x

0
1 e 2 e e dx          

          
11 x

0 0
1 e x 2 e e 1 e 2 e e 1                    

   2 21 e e 2e 2 e e 0 e 3 e 4e 3                   

     e 3   e 3   e 1 e 1     . Άρα  

       x xf x e 1 1 e e 1 2 e e e          . 

 

β) Έστω G η αρχική της    2g x f x δηλαδή    
2xG x g x e   , τότε: 

   
     

2

2

0

x0
x

3 2 2 2x 0 DLH x 0 x 0 x 0

G x G 0 G x e 1
lim lim lim lim e

x 3x 3x 3x

 
 
 

   

  
    

 
 

 

γ) Το ζητούμενο εμβαδό είναι: 
21

x

0
e dx   . 

   Είναι  
2 2 2 2 211 1 1 1

x x x x 2 x

0 0 0 00
e dx e x dx xe 2xe xdx e 2 x e dx e 2           

     . 

 

δ) Είναι    
2 2x xg x e 2xe 0


     για κάθε x 0 , άρα η g είναι γνησίως αύξουσα  

   στο  0, . 

   Για κάθε        
g

2 21 x 2 g 1 g x g 2 e f x e       
1

 και επειδή η ισότητα δεν  

   ισχύει για κάθε  x 1,2 , έχουμε: 
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      
2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
edx f x dx e dx e f x dx e         (2). 

   Για κάθε        
g

2 2 32 x 3 g 2 g x g 3 e f x e       
1

 και επειδή η ισότητα  

   δεν ισχύει για κάθε  x 2,3 , έχουμε: 

      
3 3 3 3

2 2 3 2 2 3

2 2 2 2
e dx f x dx e dx e f x dx e         (3). 

   Από τις σχέσεις (2),(3) προκύπτει ότι  

          
2 3 2 3

2 2 2 2 2

1 2 1 2
f x dx e f x dx f x dx f x dx        

 

Θέμα 107 
 

α)            f x 1 x f x f x 1 x f x 0           

            f x x 1 f x 0 x 1 f x 0            

   Έστω      g x x 1 f x , x   . Είναι      g x x 1 f x 0 g        1 . 

   Για κάθε x 1  είναι            
x 1

g x g 1 x 1 f x 0 f x 0 f 1,


        1 . 

   Για κάθε x 1  είναι            
x 1

g x g 1 x 1 f x 0 f x 0 f ,1


        1 . 

   Επειδή η f είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα στο . 

 

β) Αρχικά παρατηρούμε ότι για x 0  η εξίσωση είναι αδύνατη. Οπότε για x 0   

   είναι        
1 1

xf x 1 0 xf x 1 f x f x 0
x x

         . 

   Έστω    
1

h x f x , x 0
x

   . Είναι      
2

1
h x f x 0 h ,0

x
     1 , οπότε η  

   εξίσωση  h x 0  έχει το πολύ μια ρίζα στο διάστημα αυτό. 

 

γ) Η F είναι συνεχής στο  2,x , x 2  και παραγωγίσιμη στο  2,x  γιατί είναι  

   παραγωγίσιμη στο  με    F x f x  , οπότε λόγω του Θ.Μ.Τ. υπάρχει  2,x   

   τέτοιο, ώστε  
   F x F 2

F
x 2


  


. 

   Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο , το ίδιο ισχύει και για την F , οπότε 

      
   

         
F x F 2

2 F F 2 f 2 F x xf 2 2f 2 F 2
x 2


           


. 

   Είναι    
f

2 1 f 2 f 1 0   
1

. 

   Επειδή        
x x
lim xf 2 2f 2 F 2 lim xf 2
 

         είναι και  
x
lim F x


  ,  

   οπότε ότι η γραφική παράσταση της F δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο  . 
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δ)  
     

x x DLH x

xF x F x xF x
lim F x lim lim

x 1

 
 
 

  


  , άρα    

x
lim F x xF x


      . 

 

Θέμα 108 
 

α) Η g είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  
   

2

xf x f x
g x

x

 
  . 

    Για την f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. στο  0,x , x 0 , οπότε υπάρχει  0,x   

   τέτοιο, ώστε  
     f x f 0 f x

f
x x


     . Επειδή η f είναι κυρτή, η f   είναι  

   γνησίως αύξουσα στο  0, , οπότε:    
f

0 x f f x


       
1

 

   
 

 
f x

f x
x

             f x xf x xf x f x 0 g x 0 g 0,         1  

 

β) 
   

   2

2

f x f x
dx dx G G G G

x x 2 2







      
         

   
  . 

  Η συνάρτηση G είναι συνεχής στα ,
2

 
 
 

 και ,
2

 
 

 
 και παραγωγίσιμη  

   στα ,
2

  
 
 

 και ,
2

 
 

 
, με    

 f x
G x g x

x
   , οπότε σύμφωνα με το  

   Θ.Μ.Τ. υπάρχουν 1 ,
2

  
   

 
 και 2 ,

2

 
   

 
 τέτοια, ώστε  

   
   

1

G G G G
2 2

G

2 2

      
      

      
  



 και  

   
   

2

G G G G
2 2

G

2 2

      
      

      
  



. 

   Είναι    
G

1 2 1 2G G


        
1

   G G G G
2 2

2 2

      
      

   
 

 
 

      G G G G
2 2

     
       

   
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γ)  
 

 
x 0

x x

x

f x 1
e f x x g x e 0

x e


      . 

   Έστω     xh x g x e , x 0   . Είναι      xh x g x e 0 h 0,     1 ,  

   Οπότε η εξίσωση     xh x 0 g x e 0     έχει το πολύ μια ρίζα στο  0, . 

 

δ) Έστω        x f x f 1 x, x 0,1    . Είναι      x f x f 1     . 

   Για κάθε            
f

0 x 1 f x f 1 f x f 1 0 x 0 0,1


             
1

2 . 

   Για κάθε            0 x 1 x 0 f x f 1 x 0 f x f 1 x


           
2

. 

 

ε) Για κάθε    
g

0 x x 1 g x g x 1      
1

. 

   
   

     
f x f x 1

x 1 f x xf x 1
x x 1


    


 

 

στ)              
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
G x f x dx G x dx f x dx x G x dx f x dx              

           

         
2 22

1 1 1
xG x xG x dx f x dx 2G 2 G 1 x         

 f x

x
 

2 2

1 1
dx f x dx 0    

 

Θέμα 109 
 

α) Η h είναι παραγωγίσιμη στο  με  

             h x F x F 6 x 6 x f x f 6 x          και 

             h x f x f 6 x 6 x f x f 6 x           . 

   Παρατηρούμε ότι      h 3 f 3 f 3 0      και   h x 0    

         
 f x 0 f

f x f 6 x 0 f x f 6 x x 6 x 2x 6 x 3
  

               
1

 

  Για κάθε x 3  είναι    h x 0 h ,3   4  και για κάθε x 3  είναι  

     h x 0 h 3,   3 . H h έχει σημείο καμπής το   3,h 3 . 

 

β) Σύμφωνα με το Θ.Μ.Τ. για την h  στα διαστήματα  3,4 ,  4,5  υπάρχουν  

    1 3,4   και  2 4,5   τέτοια ώστε:  

        1h h 4 h 3         
0 4

2
F 4 F 2 f x dx     και     

                     
5 4

2
1 2

h h 5 h 4 F 5 F 1 F 4 F 2 f x dx f x dx           .  

   Επειδή η h  είναι κυρτή στο  3,  και 2 1 3     τότε η h  θα είναι γνησίως  
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   αύξουσα οπότε    2 1h h      

           
5 4 4 5 4

1 2 2 1 2
f x dx f x dx f x dx f x dx 2 f x dx        .  

 

γ) Για κάθε      
f

x 3 f x f 3 0 f ,3


      
1

2 , οπότε για κάθε  

            x 3 f x f 3 0 F x f x 0 F ,3        1  

   Για κάθε      
f

x 3 f x f 3 0 f 3,


      
1

1 , οπότε για κάθε  

            x 3 f x f 3 0 F x f x 0 F 3,        1 . 

   Επειδή η F είναι συνεχής στο 0x 3 , είναι γνησίως αύξουσα στο . 

        
F

3 x 6 F 3 F x F 6    
1

 και επειδή η ισότητα δεν ισχύει για κάθε  x 3,6 ,  

   είναι      
6 6 6

3 3 3
F 3 dx F x dx F 6 dx      

          
6

3
F 3 6 3 F x dx F 6 6 3          

6

3
3F 3 F x dx 3F 6    (1) 

       
F

0 x 3 F 0 F x F 3    
1

 και επειδή η ισότητα δεν ισχύει για κάθε  x 0,3 ,  

   είναι      
3 3 3

0 0 0
F 3 dx F x dx F 3 dx      

          
3

0
F 0 3 0 F x dx F 3 3 0          

3

0
3F 0 F x dx 3F 3    (2) 

   Από τις (1), (2) προκύπτει ότι    
6 3

3 0
f x dx f x dx  . 

 

δ)           2xF x 3 2x F x xF x F x 3 2x 0 xF x 3x x 0
                 

   Έστω        2 2g x xF x 3x x xf x 3x x , x 0,3       . 

  Η g είναι συνεχής στο  0,3  και παραγωγίσιμη στο  0,3  με  

        g x f x xf x 3 2x     , 

   g 0 0  και    g 3 3f 3 9 9 0    , δηλαδή    g 0 g 3 , άρα σύμφωνα με το \ 

   Θ.Rolle,  υπάρχει  0,3  τέτοιο, ώστε  g 0       F 3 2 F         

 

Θέμα 110 
 

α) Επειδή    f f x dx 0



  , οι αριθμοί  f  και  f x dx



 είναι ετερόσημοι. 

   Έστω  f 0   και  f x dx 0



 , τότε υπάρχει  0x ,    τέτοιο ώστε  0f x 0   

   γιατί αν  f x 0  για κάθε  x ,    τότε  f x dx 0



  άτοπο. 

   Επειδή η f είναι συνεχής στο  0, x  και    0f f x 0    από Θ. Bolzano υπάρχει  
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       1 0 1, x , : f 0        .  

   Όμοια αν  f 0   άρα  f x dx 0



 .  

β) Έστω και πάλι ότι  f 0   και  f x dx 0



 . 

   Θεωρούμε τη συνάρτηση        h x F x F , x ,      . Η h είναι παραγωγίσιμη  

   στο  ,   με    h x f x     και    h f 0     , οπότε 
   

x

h x h
lim 0

x

 
 


 

  
 

x

h x
lim 0

x


 
. Άρα υπάρχει 1x  κοντά στο  ώστε 

 1

1

h x
0

x



δηλαδή  1h x 0 .   

   Ακόμη είναι        h F F f x dx 0



       . 

   Αφού η h  είναι παραγωγίσιμη θα είναι και συνεχής στο  1x ,  με  

      1h x h 0   , σύμφωνα με το Θ. Bolzano υπάρχει    2 1x , ,       τέτοιο,  

   ώστε          2 2 2h 0 F F 0 F F           .  

   Όμοια αν  f 0   άρα  f x dx 0



 .  

 

γ) Για την F εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ στο  ,  , οπότε υπάρχει  3 ,     τέτοιο,  

   ώστε  
   

   3 3

F F 1
F f f x dx





  
     

  
. 

   Επειδή  f 0   είναι  f x dx 0



 , άρα  3f 0  . 

 

δ)                x f x F x F 0 x F x F x F 0             

        x F x F x 0        

   Έστω          g x x F x F x, x ,       . 

   Είναι        g F F                F F     και 

            g F F F         , δηλαδή    g g   . 

   Επειδή η g είναι συνεχής στο  ,   και παραγωγίσιμη στο  ,  με  

                    g x x F x F x F x f x F x F           , λόγω του  

   Θ.Rolle, υπάρχει  4 ,     τέτοιο, ώστε  

            4 4 4 4g 0 f F F 0                    4 4 4f F F       . 

 

Θέμα 111 
 

α) Επειδή η F είναι παράγουσα της f, ισχύει ότι    F x f x   για κάθε  x ,   . 

   Είναι        f f 0 F F 0        , άρα οι αριθμοί  F   και  F   είναι  
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   ομόσημοι. Έστω ότι  F  ,  F 0   , τότε: 

    
   

x

F x F
F 0 lim 0

x

 
    


, οπότε υπάρχει  1x , ,   , το οποίο είναι πολύ  

   κοντά στο α, τέτοιο, ώστε 
   

       
1x

1

1 1

1

F x F
0 F x F 0 F x F

x

 
       


. 

   
   

x

F x F
F 0 lim 0

x

 
    


, οπότε υπάρχει  2x , ,   , το οποίο είναι πολύ  

   κοντά στο β, τέτοιο, ώστε 
   

       
2x

2

2 2

2

F x F
0 F x F 0 F x F

x

 
       


. 

 

β) Είναι          f x dx 0 F F 0 F F



          . 

   Επειδή υπάρχει  1x , ,    τέτοιο, ώστε      1F x F F    , η F δεν έχει μέγιστο  

   στα α και β.  

   Επειδή υπάρχει  2x , ,    τέτοιο, ώστε      2F x F F    , η F δεν έχει  

   ελάχιστο στα α και β, οπότε η F δεν παρουσιάζει ακρότατα στα άκρα του  

   διαστήματος  ,  . 

 

γ) 1ος τρόπος: Επειδή η F είναι συνεχής στο  ,   θα παρουσιάζει μέγιστη και  

   ελάχιστη τιμή στο  διάστημα αυτό (ΘΜΕΤ). Επειδή όμως δεν έχει ακρότατα στα  

   άκρα α, β του διαστήματος, θα υπάρχουν  1 2x ,x ,    τέτοια, ώστε  1 minF x F   

   και  2 maxF x F . Τότε όμως σύμφωνα με το  

   θεώρημα Fermat, είναι    1 1F x 0 f x 0     και    2 2F x 0 f x 0    . Άρα η  

   f έχει τουλάχιστον δύο ρίζες τις 1 2x ,x . 

   2ος τρόπος: Έστω ότι η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  ,  , τότε  f x 0  για  

   κάθε  x ,   , οπότε και  f x dx 0



  που είναι άτοπο, ή  f x 0  για κάθε  

    x ,   , οπότε και  f x dx 0



  που είναι επίσης άτοπο. Άρα αν  

      f ,f 0   υπάρχει  ,    τέτοιο,  

   ώστε  f 0  , ενώ αν    f ,f 0   υπάρχει  ,    τέτοιο, ώστε  f 0  .  

   Λόγω του Θ.Bolzano, υπάρχει  1 ,     και  2 ,     τέτοια, ώστε  1f 0    

   και  2f 0   

 

δ) Είναι    1 1F f 0      και    2 2F f 0     , δηλαδή    1 2F F    . 

   Επειδή η F είναι συνεχής στο  ,   και παραγωγίσιμη στο  ,  , λόγω του  

   Θ.Rolle,  υπάρχει  1 2,    τέτοιο, ώστε  F 0   , άρα η F έχει τουλάχιστον  

   ένα πιθανό σημείο καμπής. 
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Θέμα 112 
 

α)      2 3 42x f x 4x f x x f x 1 0           2

2

1
2f x 4xf x x f x

x
       

       2

2

1
2f x 2xf x 2xf x x f x

x
         

    2 1
2xf x x f x

x

    
 

   2 1
2xf x x f x c, c

x
    . 

Για x 1  είναι  2 f 1  
0

f 1 1 c 1 1 c c 0        , άρα   

        2 21
2xf x x f x x f x ln x

x

       2

1x f x ln x c    

  1
12

ln x c
f x , c

x


  . Είναι   1 1f 1 c c 0   , οπότε  

2

ln x
f x

x
 . 

 

β) Για κάθε x 0  είναι  

2

4 3

1
x 2x ln x

1 2ln xxf x
x x




   .  

Είναι  
1

2
3

1 2ln x 1
f x 0 0 ln x x e e

x 2


         . 

Για κάθε  x 0, e  είναι  


f ή

, e

f x 0 f
 

 


    γνησίως αύξουσα στο 0, e 


 και 

για κάθε x e  είναι  


f ή

e ,

f x 0 f
 

 


   γνησίως φθίνουσα στο e, 


. 

Η f έχει ολικό μέγιστο το  
 

1

2

2

ln e ln e 1
f e

e 2ee

   .  

Επειδή η f έχει ολικό μέγιστο το  
1

f e
2e

 , ισχύει  
1

f x
2e

  για κάθε x 0 .        

Άρα, 
2 22 2e 2 2e x x 2e

2

ln x 1
2eln x x ln x x x e e x 0

x 2e
           και επειδή 

η ισότητα ισχύει μόνο για x e  , είναι  

 
2 2 2e e e e e

x 2e x 2e x 2e

1 1 1 1 1
e x dx 0 e dx x dx 0 e dx x dx            

 

γ) Είναι  

1

ln x 1 x
F x 1

x

 
     

 

x

 2 2

ln x 1
ln x

f x
x x

 

  , άρα η F είναι μια  

παράγουσα της f. 
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δ) Είναι  
2x x DLH

ln x
lim f x lim

x

 
 
 

 
  ,  

   
2x x

1
1xlim lim 0

2x 2x 
  , άρα η y 0  δηλαδή  

   ο άξονας  x΄x είναι οριζόντια ασύμπτωτη της fC  

   Έστω ευθεία x 1         

Αρχικά θα υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα  
1

f x dx


 . Είναι  
21 1

ln x
f x dx dx

x

 

    

   
ln 1

F F 1 1
 

   


 

Επειδή  f x 0  για κάθε x 1 , το ζητούμενο εμβαδό είναι: 

   
1

ln 1
lim f x dx lim 1 1



 

  
       

 
 γιατί 

DLH

1

ln 1
lim lim 0

1

 
 
 

 

   


 

 

ε) Για κάθε x 0  είναι: 

     2 2

2 2 2

3 ln x 3
f x ln x 3x 4x ln x 3x 4x

x x x

   
            

   
 

2

ln x

x

 4 3

2

ln x 3x 4x 3

x

  
  4 3ln x 3x 4x 3 ln x 0        

   4 3 4 3ln x 3x 4x 3 1 0 ln x 3x 4x 2 0           ln x 0 x 1    ή 

4 33x 4x 2 0    (1) 

Έστω   4 3g x 3x 4x 2, x 0    . 

Είναι    3 2 2g x 12x 12x 12x x 1      

Για κάθε 0 x 1   είναι  g x 0   άρα η g είναι γνησίως φθίνουσα στο  0,1  και 

για κάθε x 1  είναι  g x 0   άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο  1, . 

Η g έχει ελάχιστο το  g 1 1 , άρα     4 3g x g 1 1 0 3x 4x 2 0        για κάθε 

x 0 , οπότε η (1) είναι αδύνατη. 

 

Θέμα 113 

 

α)         2 21 1
2f x 2x 2xf x x 1 xf x f x x x

2 2
             

     
2 2

xf x f x f x1 1 1 1 1 1
ln x x

x x 2 2 x x 2 2x

      
             

  
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  21 1
f x x ln x x cx, c

2 2
      . Είναι  f 1 0 c 0   , άρα  

 
2x 1

f x x ln x
2


   

β)  
2 2

2 x 1 x 1
x 2x ln x 1 x ln x x ln x 0 f x 0

2 2

 
          (1). 

Είναι  f x x ln x 1     και  
1 x 1

f x 1
x x


     

Για κάθε x 1  είναι  f x 0 f   γνησίως αύξουσα στο  1, , οπότε για κάθε 

x 1  είναι      f x f 1 0 f 1,    1  

Για κάθε 0 x 1   είναι  f x 0 f   γνησίως φθίνουσα στο  0,1 , οπότε για 

κάθε 0 x 1   είναι    f x f 1 0 f    γνησίως αύξουσα στο  0,1 . Επειδή η f 

είναι συνεχής στο x = 1 είναι γνησίως αύξουσα στο  0, , οπότε είναι και 1-1 

στο διάστημα αυτό. 

(1)       
1 1

f x 0 f x f 1 x 1


     . 

 

γ)      2f x 2f x ln f x 4033        2f x 1 2f x ln f x 4032     

 
   

2f x 1
f x ln f x 2016

2


     f f x 2016  (3) αρκεί βέβαια να ορίσουμε 

τη συνάρτηση fof .Για να ορίζεται η fof  πρέπει 

     

 f 0,
f

f

x A x 0 x 0
x 1

f x A f x 0 f 1 x 1

    
     

    

1

 

Δηλαδή η (3) έχει νόημα στο διάστημα  1, . 

Είναι    
x 1
lim f x f 1 0


   και      2

2x x

1 1 ln x
lim f x lim x

2 2x x 

  
      

  
 

γιατί 
x DLH x

1
ln x xlim lim 0
x 1

 
 
 

 
   , άρα 

2x

1 1 ln x 1
lim

2 2x x 2

 
   

 
 

άρα στο διάστημα  1A 1,   η f έχει σύνολο τιμών το    1f A 0,   

Επειδή  12016 f A , υπάρχει μοναδικός  1x 1,   τέτοιος, ώστε  1f x 2016  

οπότε η (3) γίνεται:       
1 1

1 1f f x f x f x x


    (4) 

Είναι  
DLHx 0 x 0 x 0 x 0

2

1
ln x xlim x ln x lim lim lim x 0
1 1

x x

   

 
 
 

   
    



, άρα  

 
2

x 0 x 0

x 1 1
lim f x lim x ln x

2 2  

 
    

 
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Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  A 0,   έχει σύνολο τιμών 

το  
1

f A ,
2

 
   
 

. 

Επειδή  1x f A  υπάρχει μοναδικός  2x A 0,     τέτοιος, ώστε  2 1f x x  

 

δ) Από το Θ.Μ.Τ για την f υπάρχουν  1 x,2x   και  2 3x,4x ,x 1    τέτοια,  

   ώστε:  
   

1

f 2x f x
f

x


    και  

   
2

f 4x f 3x
f

x


    

Είναι 
 

   
f 1,

1 2 1 2f f
 

        
1        f 2x f x f 4x f 3x

x x

 
   

       f 2x f x f 4x f 3x           f 2x f 3x f 4x f x   . 

 

ε) Έστω            g x 6F 2x 4F 3x 5F 1 3F 4x 12F x , x 1      . 

Η g είναι παραγωγίσιμη στο  1,  ως σύνθεση και άθροισμα παραγωγίσιμων  

συναρτήσεων με  

            g x 6F 2x 2x 4F 3x 3x 3F 4x 4x 12F x          

         g x 12f 2x 12f 3x 12f 4x 12f x       

          g x 12 f 2x f 3x f 4x f x 0 g       γνησίως φθίνουσα στο  1, . 

                   g 1 6F 2 4F 3 5F 1 3F 4 12F 1 3F 4 7F 1 3F 4 7F 1 0.         

Για κάθε x 1  είναι    g x g 1 0  

         6F 2x 4F 3x 5F 1 3F 4x 12F x    . 

 

Θέμα 114 
 

α)            2 2 2 2x f x x 2x f x 0 x f x x f x 2xf x 0          

     
   2 2

x 0
2 2

4

x f x 2xf x x
x f x 2xf x x f x

x

  
    

 
4

f x

x
2

  
   

2 2

f x f x

x x

 
  

 
  

 

 

x

12

1 2

x

22

f x
c e ά x 0

x
,c ,c

f x
c e ά x 0

x


   


 

    


 
2 x

1

2 x

2

c x e , x 0
f x

c x e , x 0

 
 


.  

Είναι   2 2f 1 e c e e c 1      και   1 1

1 1

1
f 1 c e e c 1

e

       , άρα 

  2 xf x x e , x 0  . Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο , είναι συνεχής στο  

x 0 , άρα      2 x

x 0 x 0
f 0 limf x lim x e 0

 
   , άρα  

2 xx e , x 0
f x

0, x 0

 
 


. 
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Επειδή η f είναι συνεχής, τελικά είναι   2 xf x x e  για κάθε x . 

 

β)    2 x 3 2 x3e x 1 x e e x x 2x e        

    2 x x3e x 1 x e e x x 2 x 1 e        
2 x

2 xx e e
3e x 2x e

x 1


  


 

 Από το θεώρημα Μέσης Τιμής για την f, υπάρχει  1,x , x 1   τέτοιο, ώστε 

 
    2 xf x f 1 x e e

f
x 1 x 1

 
   

 
 . Είναι    x 2 x 2 xf x 2xe x e x 2x e      και 

     x 2 xf x 2x 2 e x 2x e       

              2 xx 4x 2 e   

Για κάθε x 1  είναι  

   f x 0 f 1,   1 . 

Είναι      
f

1 x f 1 f f x


         
1

 

 
2 x

2 xx e e
3e x 2x e

x 1


  


 

 

γ)             1 f x f x2 2f x e f x e e f f x f 1


       (1) 

   2 xf x 0 x 2x e 0 x 2 ή x 0          

Για κάθε x 2   είναι    f x 0 f , 2    1  

Για κάθε 2 x 0    είναι    f x 0 f 2,0   2 και για κάθε x 0  είναι 

   f x 0 f 0,   1  

Είναι    
2

2 x

x x xx x x DLH x DLH x

x 2x 2
lim f x lim x e lim lim lim 0

e e e

    
   
    

      
    


, 

   2 x

x x
lim f x lim x e
 

   ,  
2

4
f 2

e
   και  f 0 0 . 

Παρατηρούμε ότι η f έχει σύνολο τιμών το    B f A 0,    

Άρα  
 

     
f 0,

f ή x
f B f 0 , lim f x 0,



  

  


1

 

Επειδή  1 f B , υπάρχει  1x B 0,    τέτοιο, ώστε  1f x 1 , οπότε η σχέση 

(1) γίνεται:    
 f 0,

1 1f x f x x x


  
1

. Άρα η αρχική εξίσωση έχει μοναδική ρίζα. 

 

δ)          x 2 x x 2 2 xG x e x 2x 2 e 2x 2 e x 2x 2 2x 2 x e f x             . 

 

ε) Η εφαπτομένη της fC  στο 0x 1 είναι η ευθεία  

 ε:       y f 1 f 1 x 1 y e 3e x 1 y 3ex 2e           

x    -2           0         

f      +        + 

f 1    2    1 
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Επειδή    2 xf x x 4x 2 e 0      για κάθε x 0  η f είναι κυρτή στο  0, , 

οπότε βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της στο διάστημα αυτό εκτός του  

σημείου επαφής, άρα η fC  βρίσκεται πάνω και από την ε, δηλαδή  f x 3ex 2e  . 

Το ζητούμενο εμβαδό είναι:    
1

1
2

0
0

3e
E f x 3ex 2e dx G x x 2ex

2

 
           

 
  

   
3e 3e 3e

E G 1 2e G 0 e 2 2e 2
2 2 2

           

 

Θέμα 115 
 

α)Επειδή η f είναι συνεχής, η συνάρτηση  
x

0
f t dt  είναι παραγωγίσιμη στο ,  

   οπότε οι συναρτήσεις  
x

x

0
f t dt e 1   και 2x  είναι παραγωγίσιμες στο . 

   Είναι 
   

0x
x x0

0

2x 0 DLH x 0

f t dt e 1 f x e
1 lim lim

x 2x

 
 
 

 

  
 


 

   Έστω 
 

     
x

x 0
x

f x e
g x f x 2x g x e

2x


     .  

   Επειδή η f είναι συνεχής στο x = 0, ισχύει ότι:     x

x 0
f 0 lim 2x g x e 1


    . 

   Είναι 
   x x

x 0 x 0

f x e f x 1 e 1
lim 1 lim 1

2x 2x 2x 

   
    

 
 

   Έστω  
   

 
x xf x 1 f x 1e 1 e 1

h x 2h x , x 0
2x 2x x x

  
       

   Επειδή 

0

x x0

x 0 DLH x 0

e 1 e
lim lim 1

x 1

 
 
 

 


  , είναι  

  
 

   
x

x 0 x 0

f x 1 e 1
lim lim 2h x 2 1 3 f 0 3

x x 

  
       

 
 

   Η εφαπτομένη της fC  στο Α είναι η ε:    y f 0 f 0 x y 3x 1      

 

β) Επειδή η f   είναι συνεχής και  f x 0   για κάθε x , η f διατηρεί σταθερό  

   πρόσημο. 

   Επειδή  f 0 1 0   , είναι  f x 0   άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο . 

 

γ) Έστω F αρχική της f. Από το Θ.Μ.Τ για την F, υπάρχει  1 0,1   τέτοιο, ώστε  

    
   

 
1

1
0

F 1 F 0
F f t dt

1 0


   

   και  2 1,2  τέτοιο, ώστε  
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    
   

   
2 1

2
0 0

F 2 F 1
F f t dt f t dt

2 1


     

     

      
1

2
0

F f t dt       
2 1

1 0
f t dt f t dt    

2

1
f t dt   

   Είναι        F x f x , F x f x 0 F       1 . 

   Είναι    
F

1 2 1 2F F


        
1

   
1 2

0 1
f x dx f x dx   

 

δ) Αν η f είναι κυρτή, τότε η fC  βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της εκτός του  

    σημείου επαφής, άρα  f x 3x 1 0    για κάθε x 0 , άρα 
 
1 1

0
f x 3x 1

 


 

   Επειδή 
x

1
lim 0

3x 1



, από το κριτήριο παρεμβολής είναι 

 x

1
lim 0

f x
  και αφού  

    f x 0 είναι  
x
lim f x


  . 

 

ε) Είναι  f x 0  για κάθε  x 0,2 , άρα  
2

0
E f x dx  . 

   Επειδή στη σχέση  f x 3x 1   η ισότητα ισχύει μόνο για x 0 , είναι  

      
2

2
2 2

0 0
0

x
f x dx 3x 1 dx E 3 x 8

2

 
      

 
   

 

Θέμα 116 

 

α) H f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα    3,1 , 2,   αφού  f x 0   στα  

    διαστήματα  3,1 ,  2,  και συνεχής στα     3,1 , 2,  . 

    H f είναι γνησίως φθίνουσα στο  , 3   ,  1,2  αφού  f x 0   στα  

    διαστήματα  , 3  ,  1,2  και συνεχής στα   , 3  ,  1,2 . 

    Παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο -3 το  f 3 2    ,στο 2 το  f 2 1   και 

    τοπικό μέγιστο στο 1 ,το  f 1 3 .  

     

β) Έστω τα διαστήματα  1 , 3  A ,      2 3 43,1 , 1,2 , 2,        . 

            1
συνεχής xx 3

f A lim f x , lim f x 2,
 

   
f2

 .     
f συνεχής

x 3
lim f x f 3 2



 
   

 
  

         2
συνεχής

f A f 3 ,f 1 2,3      

1

,         3
συνεχής x 2 x 1

f A lim f x , lim f x 1,3
  

  
f2

.  

           
f συνεχής f συνεχής

x 1 x 2
lim f x f 1 3, lim f x f 2 1

  

 
     

 
. 
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            4
ζπλερήο x

f A f 2 , lim f x 1,


   


1

 

     Οπόηε            1 2 3 4f A f A f A f A f A 2,       .   

 

γ) To 0 αλήθεη ζηα        1 2 3 4f A ,f A ,f A ,f A  νπόηε ππάξρνπλ  

     1 1 2 2 3 3 4 4x A ,x A ,x A ,x A     ηέηνηα ώζηε  

            1 2 3 4f x 0,f x 0,f x 0,f x 0    . 

     Τα  
1 2 3 4, , ,x x x x  κνλαδηθά ιόγω ηεο κνλνηνλίαο ζηα αληίζηνηρα δηαζηήκαηα. 

     Άξα ε εμίζωζε    0f x έρεη 4 αθξηβώο ξίδεο. 

 

δ) Η f είλαη θπξηή ζηα δηαζηήκαηα 
3

,
2

 
  
 

 ,
3

,
2

 


 
 αθνύ ε f 1  ζηα      

    αληίζηνηρα δηαζηήκαηα θαη θνίιε  ζην 
3 3

,
2 2

 
 
 

 αθνύ ε f 2  ζην 
3 3

,
2 2

 
 
 

. 

    Παξνπζηάδεη ζεκεία θακπήο ζηα ζεκεία 
3 3 3 5

,f ,
2 2 2 2

    
       

    
 θαη  

    
3 3 3 5

,f ,
2 2 2 2

    
    

    
. 

ε)   f x 0   ζην  1,2  νπόηε ην δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη ην  

        
2

1
Ε f x dx        

2
f x f 2 f 1 1 3 4

1
         . 

 

Θέμα 117 

 
α)  f x 0   ζην δηάζηεκα  1,2 ,  f x 0   ζηα δηαζηήκαηα    2,5 , 5,6  θαη είλαη  

   ζπλερήο ζην  1,6  άξα είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  1,2  , γλεζίωο αύμνπζα ζην  

   δηάζηεκα  2,6  θαη έρεη ηνπηθό κέγηζην ζην 1 ην  f 1 0 , ηνπηθό ειάρηζην ζην 2  

   θαη ηνπηθό κέγηζην ζην x 6  . 

 

β) H  f x 0  ζην δηάζηεκα  1,2  θαη  f x 0  ζην δηάζηεκα  2,6   νπόηε: 

       
         

2

1
1

2
1 f x dx 1 f x 1 f 2 f 1 1 f 2 1

1
                 . 

        
         

5

2
2

5
5 f x dx 5 f x 1 f 5 f 2 5 f 5 4

2
              . 

        
         

6

3
5

6
3 f x dx 3 f x 3 f 6 f 5 3 f 6 7

5
              . 

     f γλεζίωο αύμνπζα ζηα δηαζηήκαηα   1,3 , 5,6  θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  3,5 . 
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   Άρα η fείναι κυρτή στα διαστήματα    1,3 , 5,6  ,κοίλη στο  3,5  και έχει σημεία  

   καμπής  τα σημεία     3,f 3 3,2   ,     5,f 5 5,4   . 

 

γ) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

δ)Για τη συνάρτηση f   ισχύει το Θ.Μ.Τ. στα διαστήματα    1,2 , 5,6  αντίστοιχα. 

       Άρα υπάρχουν    1 22,3 , 5,6    αντίστοιχα τέτοια ώστε : 

       
 

   
 1

f 2 f 1
f 0 2 2

2 1

 
      


,  

   
 2 1

f 6 f 5
f 6 3f

6 5

 
     


. 

 

x 1                2                3                    5                6 

f   1     1    2  1  

f  
 

. .Σ Κ

. .

Ο.Ε.



5
6

7 5  
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Παλιά θέματα πανελλαδικών με νέα ύλη 
 

Θέμα 1   

α) Η συνάρτηση  
 

21
g x x

f x
   είναι παραγωγίσιμη στο  με   

    
 

 

 2
(1)

2

2x f xf x
g x 2x

f x


    

 2f x
 2x 2x 2x 0 g x c,  c       . 

 

β) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο  και f (x) 0  άρα η f διατηρεί  

    σταθερό πρόσημο. 

  Θεωρούμε :  
 

xx e 1
f x

x x
h x ,x 0

x

 
 

      
xx e 1

f x xh x
x x

 
   . 

  Οπότε          
x

x 0 x 0 x 0

x e 1
lim f x lim xh x lim f x 1 f 0

x x
    

 
        

  

   αφού η f είναι συνεχής.
x 0 x 0

x x
lim lim x 0 1 0,

xx
  

 
    


 

   

0
x uu x 0

u

DLHx 0 x 0 u 0 u 0 u 0

e 1 e 1
lim lim lim e 1

ux
    



     


    




  . 

   Αφού η f  διατηρεί σταθερό πρόσημο και  f 0 1 0   είναι  f x 0  για κάθε 

   x  . 

 

   γ)  Έχουμε :  
 

21
g x c x c

f x
      (1).  

         Από την (1) για x 0 έχουμε :  
 
1

c c 1
f 0

    ,  άρα  

       
   

 2 2

2

1 1 1
x 1 x 1 f x

f x f x x 1
      


. 

 

  δ)  Έχουμε :    2x x

x
lim xf x 2x lim 2x

x 1 

 
   

 
. 

        Επειδή 2x 1   για κάθε x  και 
2 2x x x

x x 1
lim lim lim 0

x 1 x x  
  


 έχουμε  

       
2 2 2 2 2 2

x x x x x x
2x 2x 2x

x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1
         

     
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       και 
2 2x x

x x
lim 0,  lim 0

x 1 x 1 

 
    

  
 οπότε από το κριτήριο παρεμβολής  

      
2x

x
lim 2x 0

x 1

 
  

 
. 

 

 ε)  
 

2
2

2x
f x .

x 1
  


 

     
 

2
2

2x
f x 0 0 x 0.

x 1
      


   

     Η f είναι γνησίως αύξουσα στο  ,0  ,γνησίως φθίνουσα στο  0,  και  

     παρουσιάζει  μέγιστο στο 0 το  f 0 0 . 

     
 

2
22 x 1

f x
 

 
 2 24x x 1 

 
3

4
2x 1    

2 2 2

3 3
2 2

2x 2 8x 6x 2

x 1 x 1

   
 

 
 

     
 

2
2 2 2

3
2

6x 2 1
f x 0 0 6x 2 0 6x 2 x

3x 1


           


  

    
3 3

x ή x
3 3

    

 

 

 

 

 

 

        

 

       Οπότε η f είναι κυρτή στα 
3 3

, , ,
3 3

   
     
   

 ,κοίλη στο
3 3

,
3 3

 
 
 

 και  

       παρουσιάζει σημεία καμπής τα  

       
3 3 3 3 3 3 3 3

,f , , ,f ,
3 3 3 4 3 3 3 4

          
                        

          

 

       Η ευθεία x   είναι ο άξονας y΄y .Τα σημεία καμπής έχουν ίδια τετμημένη και     

       αντίθετες τεταγμένες άρα είναι συμμετρικά ως προς τον y΄y. 

 

Θέμα 2     
 

α) 
1u x du xdx

2 2 2 2
2 2 21 0

x u ,x u 03 3 3
3 2 2

1 x x 1
dx dx dx dx

x x 1 x 1 u

     

  
 

     

 
   

        

  x     0            

f (x)    +        

 f x     m       2   

                       Ο.Μ.  

  x 
   

3

3
               

3

3
              

f (x)    +               + 

 f x     3       4        3  
                       Σ.Κ.                 Σ.Κ. 
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        
0

1
1

2
2

0

1 1 1 1
du ln 1 u ln 1 u

2 1 u 1 u 2

 
            

   

     
1 1 3 ln3

ln ln
2 2 2 2

 
   
 

οπότε     

       2

3

1 ln 3 ln 3
f 1 dx 1

x 2 2



   


ln 3
1

2
  1 . 

            2 1
xf x x f x 1 f x xf x

x
           

          x x ln x xf x ln x c      (1). 

     Παρατηρούμε ότι  f 1 ln1 c 1 c     οπότε από την (1) έχουμε :  

        
1 ln x

xf x ln x 1 f x
x


     για x 0  . 

β) Η συνάρτηση  
1 ln x

f x
x


  είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με      

    
     

2

1 ln x x x 1 ln x
f x

x

   
  

2 2

1
x 1 ln x

ln xx

x x

 


 . 

    Είναι  
2

ln x
f x 0 0 ln x 0 ln x 0 x 1

x


          .  

    Για κάθε  x 0,1  είναι    f x 0 f 0,1   1  και για κάθε x 1  είναι  

      f x 0 f 1,   2 . 

    Είναι  
1 ln1

f 1 1
1


  ,    

x 0 x 0 x 0

1 ln x 1
lim f x lim lim 1 ln x

x x    

  
     

 
 και    

    
x x DL H x x

1
1 ln x (1 ln x) xlim f x lim lim lim 0

x (x) 1





   

 
   


. 

    Η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  1A 0,1 άρα  1f A ( ,1]    

    και γνησίως φθίνουσα στο 2A [1, )   με σύνολο τιμών  2f A (0,1] .  

    Οπότε το σύνολο τιμών της f είναι    1 2f (A) f A f A ( ,1]   . 

 

γ) Επειδή  
x 0
lim f x


   η fC  έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την x=0 (άξονας y΄y),  

    και αφού  
x
lim f x 0


  έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο   την y=0 (άξονας x΄x).  

 

δ) Παρατηρούμε ότι  f x 0  στο  1,e  γιατί το σύνολο τιμών στο [1, )  είναι  

    2f A (0,1]   οπότε  
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e e e

1 1 1

1 ln x 1 1
E( ) dx dx ln xdx

x x x


        

   

ee 2
e

1
1 1

ln x
ln x (ln x) ln xdx (ln e ln1)

2

 
        

 
  

   

e
2

1

ln x
(ln e ln1)

2

 
   

 

1 3
1

2 2
  τ.μ. 

 

Θέμα 3   
 

α) Έχουμε :           
2

f x f x f x f x f x      

                x

1f x f x f x f x f x f x c e         με c . 

    Για x 0 είναι     0

1 1 1

1 1
f 0 f 0 c e 1 c c

2 2
       . Οπότε  

       x1
f x f x e

2
             x 2 x 2 x

22f x f x e f x e f x e c
        . 

    Για x 0 έχουμε 2 0

2 2 2f (0) e c 1 1 c c 0       .  

    Άρα    2 xf x e 0 f x 0    και επειδή η f είναι συνεχής, διατηρεί σταθερό   

    πρόσημο. Επειδή όμως  f 0 1 είναι 
x

x 2f (x) e e  .  

       

β) Επειδή η ευθεία  y F 0  οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f 

     στο   ισχύει ότι    

x
ux

2
x2

x x x u u
lim f x lim e lim e 0 F 0



    
      

     Έστω    h x 2x F x 1    ,  x 0,1        

     Είναι    h 0 F 0 1 1 0      και    h 1 1 F 1  . 

     Επειδή το σύνολο τιμών της συνάρτησης g είναι το  0,1   

     
2 2 2 x

g(x) 1 g(x) 1
0 g(x) 1 1

1 f (x) 1 f (x) 1 f (x) 1 e
      

   
  (γιατί 

t1 e 1  ).  

     Άρα    2

g(t)
1 0 1 F x 0 F x 1

1 f (t)
       


. 

     Aν θεωρήσουμε τη συνάρτηση        x F x x x F x 1 0           

     οπότε η συνάρτηση k είναι γνησίως φθίνουσα και  

             0 1 1 0 F 1 1 0 h 1 0           . 

     Οπότε από το Θ.Bolzano υπάρχει  0 0x (0,1) : h x 0  . 

     Επειδή    h x 2 F x 0    ,  η h είναι γνησίως αύξουσα στο  0,1  και η  

     ρίζα 0x  που βρήκαμε είναι μοναδική. 

http://www.askisopolis.gr/


www.askisopolis.gr                                       Λύσεις Θεμάτων Πανελληνίων με νέα ύλη 

 

157 
 

Θέμα 4     
 

α)  x x xxe e e  
    x xxe e   xxe  

 

β)            x x xf x x f x f x f x x e f x e f x xe             

           x x x x xe f x xe e f x xe e            

     x x xe f x xe e c, c          xf x x 1 ce    .  

    (Από τη σχέση (1) για x 0  προκύπτει  f 0 0 , άρα c 1  και 

       xf x x 1 e    , x )  

 

γ)   xf x e 1    . Είναι  f x 0   για κάθε x 0  άρα  f 0,1 . 

    Για κάθε x 0  είναι    f x f 0 0   και επειδή  f 0 0 , η x 0  είναι η  

    μοναδική ρίζα της  f x 0  στο  0, . 

δ)    
x

x

x x x

e 1
lim f x lim e x 1 lim x 1

x x  

  
         

  
 γιατί   

    
x x

x DLH x

e e
lim lim

x 1

 
 
 

 
    . 

 

Θέμα 5    
 

α)               
x

x f x f x f xx x

f x

e 1 1
2f x e 2f x f x e e e e

2 2e


  

          
 

 

      f x x1
e e c, c

2
    (1).  

     Για x 0  η (1) γίνεται:  f 0 1 1 1
e c 1 c c

2 2 2
       , άρα  

     
   

x
f x x1 1 e 1

e e f x ln
2 2 2

 
     

 
 

 

 β)  
   

 

0
21 20

x
1 1 1DLHx 0 x 0 x 0 x 0
x x x

f x x f x x
lim f x e lim lim lim f x

e e e
        


      . 

      

xe

2
f x 

xe 1

2


 

x

x
x 0

e 1
lim f x

e 1 2

  


. 
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1
u2 u u ux

1 2 u 2x x DLH x DLH xx 0 x 0 u
x

x 1 e e e
lim lim lim lim lim

u e u 2u 2
e

 

 


 

      

      . 

γ) Θεωρούμε       
x

k x f x xF x ,x
2

     . 

              
x x

f x xF x f x xF x 0 k x k 0
2 2

         .  

    Η συνάρτηση k παρουσιάζει   μέγιστο στο 0 ,το οποίο είναι εσωτερικό σημείο και  

    είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό. Άρα ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος  

    Fermat  οπότε  k 0 0   . 

           
1

k x f x F x xF x
2

       

             
1 1 1

k 0 0 f 0 F 0 0 F 0 0 F 0 0
2 2 2

            . 

    Έστω         
2007x

x h x g x h x , x
2007

      . 

           2006 2006x h x x F x F x x             

         2005 2005 2006x x f x x f x x         

         2005x x f x f x x          

     

x

2005

1 e

2
x x ln



 

x

1
1

e

2



x
2005 1 e

x x ln

  
  
  

    
  
  
  

  

xe 1
 2005 x

x

x x lne x

e

  
  
      
  

  
  

 

         2005x x x x x 0       x c, c   . 

    Είναι      0 h 0 g 0 0     άρα      x 0 h x g x     για κάθε x . 

 

δ) Έστω          
20071 1 x 1

x F x F x h x , x 0,1
2008 2008 2007 2008

          . 

     Είναι    
1 1 1

0 0, 1 0
2008 2007 2008

        , δηλαδή    0 1 0    και  

     επειδή η σ  είναι συνεχής στο  0,1 , λόγω του Θ. Bolzano , υπάρχει  0,1   

     τέτοιο, ώστε   0   . 

     Η σ είναι παραγωγίσιμη στο  0,1  με      2006x x 0 x 0,1 0,1     1 , άρα  

     το ρ είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης  x 0  . 
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Θέμα 6     

α)  Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0,  με   x e
f x e

x
    και   

       x

2

e
f x e

x
   . 

      Είναι  f x 0   για κάθε x 0 , άρα η f   είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . 

      Για κάθε x 1  είναι    f x f 1 0   , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  

       1, . 

β) Για κάθε    
f

0 x 1 f x f 1 0


     
1

 , άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  

     0,1 . Η f παρουσιάζει ελάχιστο στο 0x 1 , το  f 1 e , άρα    f x f 1 e    

     για κάθε x 0 . 

γ)  
xe

x 1 x x2016 e 1 e ln x 2016 e e ln x f x 2016.


            

     Έστω  1A 0,e  και  2A 1,  . 

          
f

1
ή x 0

f A f 1 , lim f x e,
  

  


2

 αφού  

        x

x 0 x 0
lim f x lim e e ln x 1

  
         

           
f

2
ή xx 1

f A lim f x , lim f x e,
  

  
m

 ,     
f ή

x 1
lim f x f 1 e



 


   και  

      x x

x 1x x x

ln x
lim f x lim e e ln x lim e 1 1

e   

 
         

 
 αφού  

   
x 1 x 1x DLH x

ln x 1
lim lim 0

e xe





  
  . 

    Ο αριθμός  12016 f A  και στο .  2f A . οπότε υπάρχουν 1 1x A , 2 2x A     

    τέτοια ώστε    1 2f x 2016,f x 2016   .Τα 1 2x , x  μοναδικά αφού η f είναι  

    γνησίως μονότονη και 1-1 στα αντίστοιχα διαστήματα. 

 

δ)     
1 1:e 1

2 2x x
1 1

e e ln 1 ex e ln ln x e e ln 1 x eln ln x
x x

   
             

   
 

         
 1 f 1 1 1,

1
xx

1 1
e e ln 1 ln e eln ln x f 1 f ln x

x x

 
    
           

   

1

 

      
1 1

1 ln x ln x 1 0
x x
      . 

      Θεωρούμε  
1

g x ln x 1,x 1
x

     . 

       
2

1 1
g x 0

x x
     άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο  1, . 
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       Για    
g 1

x 1 g x g 1 0 ln x 1 0
x

       
1

 . 

 

Θέμα 7     
 

α)    
f

1 1
f x f x x x


    

m

.Η ισότητα ισχύει μόνο για x=0 οπότε  F 0 0 .  

   Επειδή η συνάρτησης F είναι παράγουσα της k g  ισχύει   

             F x k x g x f x 1 g x      . Για κάθε      
f

0 x 1 f 0 f x f 1     
1

     

      f x 1 f x 1 0    . Άρα  F x 0    F 0,11   αφού  g x 0 .         

      Για κάθε 0 x 1   είναι    F x F 0 0   

 

β)  
2 2 2

x x 2 2

x 2016 x 2016 x 2016

 
  

  
   

      
2 2 2

2 x x 2

x 2016 x 2016 x 2016

 
  

  
 

     
2 2 2x x x

2 2 2
lim lim 0 lim

x 2016 x x 2016  

   
       

    
. 

     Οπότε από κριτήριο παρεμβολής   
2x

x x
lim 0 G 0

x 2016

 
 


. 

        G x g x 0    οπότε G γνησίως φθίνουσα στο  0,1 . 

          
G

0 x 1 G x G 0 G x 0     
2

  

     Θεωρούμε τη συνάρτηση        x f x G x F x   ,  x 0,1 .   

     Επειδή    f x ,F x 0  και  G x 0  

                  x 0 f x F x G x 0 f x F x G x       . 

γ) Έστω  
 

 
 

F x
h x ,x 0,1

G x
  . Η h είναι παραγωγίσιμη στο  0,1  με 

       
       

 

         

 2 2

F x G x G x F x f x g x G x g x F x
h x

G x G x

  
     

      
        

 2

g x f x G x F x

G x


. 

       Επειδή  g x 0 ,  2G x 0  και      f x G x F x 0   για κάθε  x 0,1 , είναι  

         h x 0 h 0,1   1  Για κάθε 0 x 1   είναι    
 

 

 

 

F x F 1
h x h 1

G x G 1
   . 
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δ) Είναι 
 

 

    
0

0

DLHx 0 x 0

f x 1 g xF x
lim   lim

G x 

 
 
 

 




 g x
    

x 0
lim f x 1 f 0 1


      και 

    3

DLHx 0 x 0 x 0

3

1

ln 2x x
lim x ln 2x = lim  lim

1

x

  

 
 
 

  
 

3

4

2

x



3

x 0

x
lim 0

2
   , άρα  

   
 

 

 

 

  3 3

x x
x 0 x 0

f 0 1 0F x x ln 2x F x x ln 2x
lim lim = 0

G x e G x e 1  

    
    

 
. 

 

Θέμα 8     
 

α) Θεωρούμε   
 

 
       x

x

f x
g x ,x 0,1 f x g x e 1 ln x

e 1 ln x
     


. 

           
x

x

x 0 x 0 x 0

e 1
lim x lim g x e 1 ln x lim g x x ln x 2016 1 0 0

x  

 
             

 
f   

     αφού 

0
x x0

x 0 DLH x 0

e 1 e
lim lim 1

x 1 


   και 

x 0 x 0 DLH x 0

1

ln x x
lim x ln x lim lim

1

x





  
 

2

1

x


 
x 0
lim x 0


   . 

     Η f  είναι παραγωγίσιμη στο  0,  οπότε είναι και συνεχής. 

     Άρα    
x 0

0 lim x 0.


 f f   

         
1

t 1

0
e f t f t dt f 1          

1
t 1

0
e f t dt f 1 
      

       
1

t 1

0
e f t f 1              0 1 1e f 1 e f 0 f 1 f 1 e 0 f 1        που ισχύει. 

 

β) Η h είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με: 

     
 2 2

2

f x x
h x

x

 
    

 

   2f x f x 2 x   
3

2

4

f x

x

      
3

2f x xf x f x

x

 
  

     

     Είναι  f x 0  για κάθε x 0  άρα το πρόσημο της h  εξαρτάται από το πρόσημο     

     της παράστασης    xf x f x  . 

     Για τη συνάρτηση f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. στο  0,x  οπότε υπάρχει  0,x     

     τέτοιο ώστε  
     f x f 0 f x

f
x x


     . Η f είναι κοίλη οπότε η f 2  . 
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          
 

 
f f x

0 x f 0 f f x f x
x



            
m

   f x xf x   

        xf x f x 0   . Επομένως η h είναι γνησίως φθίνουσα στο  0, .   

 

γ) i.          
h

1 t 3 h 3 h t h 1 h t 4 h t 4 0         
2

 (1). 

        H συνάρτηση  h t 2  δεν μηδενίζεται για κάθε  t 1,3  οπότε 

       (1)      
3 3 3

1 1 1
h t 4 dt 0 h t dt 4dt 0            

           
3 3

1 1
h t dt 8 0 h t dt 8      

    ii.   
 

 
 

 
2 f x 0

2

2

f 1
h 1 4 4 f 1 4 f 1 2

1



        . Η συνάρτηση f ικανοποιεί τις  

       συνθήκες του  ΘΜΤ στο  0,1  οπότε υπάρχει  0,1 τέτοιο ώστε  

       
   f 1 f 0

f 2
1 0


   


.Το ξ μοναδικό αφού η f 2  και 1-1. 

 

Θέμα 9   
 

α)  Η συνάρτηση G είναι συνεχής στο  0,2 σαν πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

      
 

1

2 2

20

x
x 0 x 0

f t dt x 3x

lim G x lim 3 x x ln x 0
e 1  

 
  

      
 
  
 


  

      αφού 

   
1 1

2 2
0

0
0 0

x xDLHx 0 x 0

f t dt x 3x f t dt 2x 6x

lim lim 0
e 1 e  

   

 


 
, 

      
2

x 0 x 0 x 0

2

1

ln x x
lim x ln x lim lim

1

x

  



  
 

2

3

2

x



2

x 0

x
lim 0

2

 
   

 
 και      

      
  

 

2 2
2

2t 0 t 0 2 2

1 1 t 1 1 t1 1 t
G 0 lim 3 2 1 3lim 2 1

t t 1 1 t
 

               
          

 

     

 

2

t 0 2 2

1 1 t
3lim 2 1

t 1 1 t


 
  

  
  

 
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     
2t 0

1
G 0 3lim 2 1 3 2

1 1 t

 
   

  

1

2
 1 3 0 0

 
    

 
.  

     Επειδή    
x 0
lim G x G 0


  η G είναι συνεχής στο  0, οπότε είναι συνεχής στο  

       0,2 . 

 

β)       
1 1 1 1 1

t t t

0 0 0 0 0

f t 3t e dt 0 f t dt 3te dt 0 f t dt 3te dt 3                     

     
1 1

t t t t t

0 0

1 1

0 0
3te dt 3t e dt 3te 3e dt 3e 3e 3e

              3e
1

0
3 3

 
  

 
   

 

    i) H f είναι συνεχής στο  0,2  ,  f x 0  άρα διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  0,2 . 

         Αν  f x 0  τότε  
1

0
f x dx 0 3 0    άτοπο. Άρα  f x 0  στο  0,2 . 

    ii)  Επειδή  f x 0 το ζητούμενο εμβαδόν είναι το  
1

0

E f t dt 3  .  

 

γ) 
   

2 2
2

x

x 0 x 0

3x 3x
3 x x ln xG x G 0 e 1lim lim

x x  


                 

    

2

x 0

3x

lim


23x
xe 1

x

 x
3 x ln x

x

 
 
   
 
 
 

x
x 0

6x x
lim 3 x ln x 6 3 0 3 6

e 1 x

 
       

 
   

   αφού 

0

0

x xDLHx 0 x 0

6x 6
lim lim 6

e 1 e  
 


, 

x 0 x 0 x 0

1

ln x x
lim x ln x lim lim

1

x

  



  
 

2

1

x


 
x 0
lim x 0


   ,              

    και 
DLHx 0 x 0 x 0

1

ln x x
lim x ln x lim lim

1

x

  

 
 
 

  
 

2

1

x


 
x 0
lim x 0


   . 

 

δ)    H 0 H 2 0   .Επομένως αρκεί η εξίσωση 
3x 3x 1 0    να έχει δύο ακριβώς  

     ρίζες  στο  0,2  . Θεωρούμε τη συνάρτηση   3x x 3x 1     . 

     Η Φ είναι συνεχής στα    0,1 , 1,2  σαν πολυωνυμική. 

         0 1 1 1 1 0        ,      1 2 1 3 3 0        . 

     Άρα ισχύει το θεώρημα Bolzano στα αντίστοιχα διαστήματα δηλαδή υπάρχουν 
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      1x 0,1  ,  2x 1,2  τέτοια ώστε    1 2x 0, x 0    .   2x 3x 3   . 

      
x 0

2 2 2x 0 3x 3 0 3x 3 x 1 x 1.


            

      x 0   για x 1  ,  x 0   για x 1  , η Φ συνεχής στο  0,2  οπότε η Φ  

     είναι γνησίως αύξουσα στο  1,2  και γνησίως φθίνουσα στο  0,1  . 

     Άρα η Φ είναι 1-1 στα διαστήματα  0,1 ,  1,2  και οι ρίζες 1 2x , x  είναι μοναδικές. 

 

Θέμα 10   
 

α)  H συνάρτηση  f x x  είναι συνεχής στο  και διάφορη του μηδενός οπότε  

      διατηρεί σταθερό πρόσημο. 

      Αν  f x x 0   και :  f 0 3  τότε   
 f 0

3
f t t dt 0 0 0     άτοπο. 

     f 0 3  τότε   
 f 0

3
f t t dt 0 0 0     άτοπο. 

     Αν  f x x 0   και :  f 0 3  τότε   
 f 0

3
f t t dt 0 0 0     άτοπο. 

     f 0 3  τότε   
 f 0

3
f t t dt 0 0 0     άτοπο. Άρα  f 0 3 . 

 

β)  Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο , οι  2f x  και  2xf x  είναι  

      παραγωγίσιμες στο  ως σύνθεση και γινόμενο αντίστοιχα παραγωγίσιμων  

      συναρτήσεων, άρα η g είναι παραγωγίσιμες στο με    

                  2g x f x 2xf x 2f x f x 2f x 2xf x           

        
 

 
 

 

 

f x f x
g x 2f x 2f x 2x

f x x f x x
      

 
 

     
       

 

22f x 2f x f x x 2xf x

f x x

     



 

      
       

 
 

2 22f x 2f x 2xf x 2xf x
g x 0 g x c,  c

f x x

  
     


 

 

γ)  Είναι  f 0 3  και      2g 0 f 0 2 0 f 0 9     , όμως  g 0 c , άρα c 9   και  

      g x 9  για κάθε x . 

     Είναι          2 2 2 2g x 9 f x 2xf x 9 f x 2xf x x x 9           

       
2 2f x x x 9    (1) 

      Επειδή  f x x  είναι    h x f x x 0    για κάθε x  και επειδή η  

      συνάρτηση h είναι συνεχής στο , διατηρεί σταθερό πρόσημο. Επειδή  

        h 0 f 0 0 3 0    , είναι    h x f x x 0    για κάθε x , οπότε η σχέση  
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     (1) γίνεται:    2 2f x x x 9 f x x x 9,  x        . 

 

δ)   i. Η f είναι παραγωγίσιμη στο  με      

         
 2

2

2

x 9 2
f x x x 9 1 1

2 x 9


       



x

2 2x 9



 

     
 

 
 

   
2

2

2 2 2

f x f xx 9 x
f x f x x 9 f x

x 9 x 9 x 9

 
        

  
     

       2f x x 9 f x 0      

 ii. Είναι 2 2 2 2 2x 9 x 0 x 9 x x x x 9 x 0             για κάθε  

    x ,άρα  f x 0 . 

    
   

 2 2

f x f x 1
f x

f xx 9 x 9


   

 
 . Το ζητούμενο εμβαδόν είναι         

    
 

 
     

1 1

0 0
1 ln f 0

1
ln f

0

f x
E x dx dx ln f x

f x

1 10
ln

3
 


        


     

 

Θέμα 11    
 

α) Έστω  
 f x

h x , x 0
x

   με    
x 0
limh x 1 f 0


  . Τότε    f x xh x  και  

         
x 0 x 0
limf x lim xh x 0
 

   

     Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη είναι και συνεχής στο , οπότε και στο 0x 0 ,  

     άρα     
x 0

f 0 limf x 0


  . Τότε  
 

 
x 0

f x
f 0 lim 1 f 0 1

x
      

     Η εφαπτομένη της fC στο 0x 0 είναι η ευθεία  

     ε:     y f 0 f 0 x 0 y x      

β) Επειδή  f x 0   και η f   είναι συνεχής(αφού είναι 3 φορές παραγωγίσιμη) ,  

    διατηρεί   σταθερό πρόσημο, οπότε η f   είναι γνησίως μονότονη. 

    Από το θεώρημα Μέσης Τιμής για την f , υπάρχει  0,1  τέτοιο, ώστε    

     
   

   
f 1 f 0

f f 1 f 0
1 0


    


. Είναι          f 0 f 1 f 0 f 0 f       . 

     Επειδή 0 1   ,    f 0 f    και η f   είναι γνησίως μονότονη, θα είναι  

     γνησίως  αύξουσα, άρα η f είναι κυρτή. 

 

γ)  Η g είναι παραγωγίσιμη στο  με    g x f x 1   . 

     Για κάθε          
f

x 0 f x f 0 1 f x 1 0 g x 0 g ,0


             
1

2 . 
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     Για κάθε          
f

x 0 f x f 0 1 f x 1 0 g x 0 g 0,


             
1

1 . 

     Η g έχει ελάχιστο το    g 0 f 0 0  . 

     
   x 0 x 0

x x 1
lim lim

xg x x f x x 

  
     

 γιατί επειδή η f είναι κυρτή βρίσκεται  

     πάνω από κάθε εφαπτομένη της εκτός από το σημείο επαφής, άρα  f x x  για  

     κάθε x 0  και  επειδή  f 0 0 είναι 
 x 0

1
lim

f x x
 


. Ακόμη είναι  

     
x 0

x
lim 1

x


 . 

 

δ)  Επειδή    f x x f x x 0      για κάθε x  με το ίσον να ισχύει μόνο για  

     x 0 και  η  f x x  είναι συνεχής , ισχύει ότι:  

           
2

2
2 2 2 2

0 0 0 0
0

x
f x x dx 0 f x dx xdx 0 f x dx 2

2

 
        

 
     

 

ε) i. Είναι    g x f x x 0   , οπότε          

            
1 1

0 0

5 5
E g x dx e f x x dx e

2 2
           

       
1

2
1

0
0

x 5
f x dx e

2 2

 
    
 

      
1

0
f x dx e 2  . 

    ii.  Έστω           
1 2

0 0
x x 1 f t dt x 2 f t dt 2       . 

     Η  φ είναι συνεχής στο  1,2 . 

        
2

0
1 f t dt 2 0     ,    

1

0
2 f t dt e 2 0     ,δηλαδή    1 2 0   ,  

     άρα λόγω του θεωρήματος Bolzano υπάρχει  1,2  τέτοιο, ώστε  

               
1 2

0 0
0 1 f t dt 2 f t dt 2 0           

   
1 2

0 0
f t dt f t dt 2

0
2 1


 

   

 
 

 

Θέμα 12    

α)  
 

   
2x

2xe
f x f x g x e

g x
      (1) ,   

 
   

2x
2xe

g x g x f x e
f x

      (2)    

     Από τις (1), (2) είναι                f x g x f x g x f x g x f x g x 0         

    
       

 

 

 

 

 
   

2

f x g x f x g x f x f x
0 0 c f x cg x , c

g x g x g x

   
         

 
. (3) 
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    Ισχύει    2 2 2tf t g t e 0   . 

    Αν    f 0 g 0  τότε     
 

 g 0
2 2 2t

f 0
f t g t e dt 0 0 0      άτοπο. 

    Αν    f 0 g 0  τότε     
 

 g 0
2 2 2t

f 0
f t g t e dt 0 0 0      άτοπο. 

     Άρα     f 0 g 0 . 

       
x 0

3 f 0


  c g 0  c 1     οπότε    f x g x  για κάθε x . 

 

β)               
1

2x 2x 2 2x1 f x f x e 2f x f x 2e f x e
                

      2 2x

1 1f x e c ,c   .(4) 

       Θεωρούμε  
 

   
f x 1

h x ,x 0 f x x h x 1
x


      οπότε   

              
x 0 x 0
limf x lim x h x 1 0 f 0 1 g 0
 

          .    

       
x 0

1 14 1 1 c c 0


      και επειδή  f x 0  για κάθε x είναι   xf x e , x  . 

 

γ)  
  x

1 1
x 0 x 0 x 0

x x

ln f x ln e x
lim lim lim

1
f e e

x

    
 

 
 
 

 (1) 

     Θέτουμε 
1

u
x
  με 

x 0 x 0

1
lim u lim

x  
   , οπότε 

    
  x u u

1 u uu u u DLH ux 0 x 0
x

1
ln f x ln e 1 e eulim lim lim lim lim lim

1 e ue u 1
f e

x

 

 
   

    


      

 
 
 

 

 

δ)          
2

2

0
f x g x 3x 2x f t g t dt 44     (5) 

     Θέτουμε    
2

0
f t g t dt    .         25 f x g x 3x 2x 44      (6) 

     Με ολοκλήρωση της σχέσης  (6) έχουμε  

           
2 2

2 3 2

0 0

2
f x g x dx 3x 2x 44 dx x x 44x

0
            
      

    12 88 11 88 8          . 

            x 2 x 26 e g x 3x 2x 8 44 g x e 24x 16x 44         . 
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Θέμα 13    
 

α)           f x f x

2 2

1 1 1 1
1 e f x 1 f x e 1

2 x 2 x

    
            

   
 

     
    f x f x1 1 1 1

e x e x c,  c
2 x 2 x

 
     

          
    

(1). 

    Η αρχική σχέση για x 1  γίνεται:        f 1 f 1
2f 1 2e 2 f 1 1 e     . 

    Όμως   f  ( ,0]  - , άρα        f 1 f 1
f 1 0 1 e 0 e 1 f 1 0        , άρα    

    f 1 0 . Τότε η σχέση (1) γίνεται    f 1 1
e 1 1 c c 0

2


     . Τότε    

   
     

2 2
f x f x1 1 x 1 x 1

e x e f x ln
2 x 2x 2x

    
       

 
 

      
1

2 2x 1 x 1
f x ln f x ln

2x 2x



  
     

 
  

2

2x
f x ln

x 1



, x 0 . 

 

β) Είναι    2

2

2x
f x ln ln 2x ln x 1

x 1
   


 και  

  

 2 2

1 x 1 x2 2x
f x

2x x 1 x x 1

 
   

 
.  

    Για κάθε  x 0,1 είναι  f x 0  , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα  στο  0,1 . 

    Για κάθε x 1  είναι  f x 0  , άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  1, . 

    Επομένως η f  έχει μέγιστο το  1,0 . 

    Αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχει  ,1   με β>0 τέτοιο, ώστε  
 f

f
1




    

 
.  

   Από το θεώρημα μέσης τιμής, υπάρχει  1,   τέτοιο, ώστε  

    
     f 1 f f

f
1 1

  
   

 
.  

    
 

   

2 2 2

2 22 2 2
2 2

2 x 1 4x1 2x 1 1 2x 2
f x

x x 1 x xx 1 x 1

    
         

   
. 

    Για 
x 0

2 2 2x 1 x 1 x 1 0 2x 2 0


          οπότε  f x 0   στο  0,1  δηλαδή  

   f 2  στο  0,1  και 1-1. Επομένως  το ξ είναι μοναδικό. 

 

γ) 
        

35f 1 f x 1 x 1
0

x 1 x 3

        
  

 
 

                
35f 1 f x x 3 1 x 1 x 1 0              

    Έστω                 
35g x f 1 f x x 3 1 x 1 x 1 ,  x 1,3              . 
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    Είναι        g 1 2 f 1 f           

    Είναι    
 

 
f f

 f f f
1

 
            


 

            f f 1 f f 1 0           , άρα  g 1 0 . 

    και    g 3 128 1 0   , αφού 1  . Δηλαδή    g 1 g 3 0 και επειδή η g είναι  

    συνεχής στο  1,3 , λόγω του θεωρήματος Bolzano, εξίσωση  g x 0   

                
35f 1 f x x 3 1 x 1 x 1 0               

    
        

35f 1 f x 1 x 1
0

x 1 x 3

        
 

 
 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  1,3 . 

 

δ)     x 2 2xln 2e x 2x 2 ln 2x 2 e 1         
   

 

         
2 x

2

e 1 0
x 2 2x

x x 2 0( 7 0)
2e x 2x 2 2x 2 e 1

 

    
              

    
x x

2x 2 2x 2

2e 2x 2 2e 2x 2
ln ln

e 1 x 2x 2 e 1 x 2x 2

 
   

       

 

 

x

2 2
x

2 x 12e
ln ln

x 1 1e 1


 

 
 

       
f [1,e]

x x xf e f x 1 e x 1 e x 1 0        
2

ισχύει.         

     

    Θεωρούμε   xg x e x 1    . 

       xg x e 1 0     για x>0 οπότε η g είναι γνησίως αύξουσα και 

        
g

xx 0 g x g 0 0 e x 1 0       
1

 για x>0)    

     οπότε     
e e

x 2 2x

1 1
ln 2e x x 2 dx ln 2x 2 e 1 dx        
     . 

 

Θέμα 14    
 

α) Έστω       
2

2 2x 2x
h x x 1 f x

e


   . 

     Είναι        
2 2

2 22x 2x 2x 2x
x 1 f x x 1 f x 0

e e

 
       

          h x 0 h x h 1    

     Η συνάρτηση h παρουσιάζει ελάχιστο για x 1 . 

     Επειδή η συνάρτηση h είναι παραγωγίσιμη στο  0, σαν πράξεις  

     παραγωγίσιμων συναρτήσεων με    2 2 4x
h (x) 2xf x x 1 f (x)

e


      και το  

    x 1  είναι εσωτερικό του πεδίου ορισμού της h, λόγω του θεωρήματος Fermat,  

     είναι      
2 1

h 1 0 2f 1 0 f 1
e e

        . 
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     Επειδή η f είναι συνεχής στο  0,  και f (x) 0 , η f διατηρεί πρόσημο στο  

     0, . Επειδή επιπλέον  
1

f 1 0
e

   , είναι  f x 0 για κάθε  x 0,  . 

     Η σχέση          
1

1 f x ln x x f x x ln x f x
x

 
      

 
γίνεται  

             
 2:f x1

1 f x ln x x f x ln x x f x
x

 
       

 
 

    

     

       2

1
1 f x ln x x f x

ln x x ln x x ln x xx

f x f x f x f x

 
         

    
 

 , 

          

    οπότε:
 

xln x x
c e ,c

f x


   . 

    Για x=1: 
11

c e c 1
1

e


   


 και 

 
   x xln x x

e f x e ln x x
f x


     

 

β) Έστω 
 
1

f x
  , 0   με 

   

x

x
x 0 x 0 x 0 x 0

1 1 e
lim lim lim lim 0

f x e ln x x ln x x   
   

   
 

γιατί 

    x

x 0
lim e 1


  και  

x 0
lim ln x x


   . Τότε  

      
 

 
2

2
x 0 0

1 1 1
lim f x f x lim

f x  

   
           

  

    
 

 

0

0

2 DLH0 0 2

lim  lim
  


 

 


 
0 0

1 1 1
lim lim 0

2 2  

 
  

 
 

γ) i.  x x x1 1
f (x) e ln x x e 1 e ln x x 1 0,   x 0

x x

     
               

   
 ,  

        γιατί
 
ln x x 1 ln x x 1 0       και 

1
0

x
  για κάθε x 0 .Άρα η f είναι  

        γνησίως αύξουσα στο  0, .  

    ii. 
x x

2

1 1 1
f (x) e ln x x 1 e 1

x x x

    
           

     

        

x 2

2 2 2

0

0 0

2 1 1 1
e ln x x 1 1 0 0 x 1 x 1 1 1 0

x x x x





 

 
  

                   
 

  

 

        Άρα η συνάρτηση f είναι κοίλη στο (0,1). 

        Από το θεώρημα μέσης τιμής για την f, υπάρχει  1 x,2x   και  2 2x,3x    
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        τέτοια, ώστε:  
       

1

f 2x f x F 2x F x
f

2x x x

 
   


 και  

        
       

2

f 3x f 2x f 3x f 2x
f

3x 2x x

 
   


. 

        Επειδή η f είναι κoίλη στο (0,1), η f  είναι γνησίως αύξουσα, οπότε επειδή  

        1 2   , ισχύει ότι:    
        x 0

1 2

f 2x f x f 3x f 2x
f f   

x x

 
        

               f 2x f x f 3x f 2x          f x f 3x 2f 2x  . 

 

δ) Έστω
 

 G(x) 2f (x) f (3 ) f ( ),   x ,2        . Είναι 

    G( ) f ( ) f (3 ) 0       γιατί  η f είναι γνησίως αύξουσα στο  0,   

     Επειδή    
f  

0 3 f f 3     
1

. 

     Είναι  G(2 ) 2f (2 ) f (3 ) f ( ) 0         γιατί      f x f 3x 2f 2x   για  

     κάθε  x 0,1 . Δηλαδή G( )G(2 ) 0   και επειδή η G είναι συνεχής στο  ,2  ,  

    λόγω του θεωρήματος Bolzano υπάρχει  ,2   τέτοιο ώστε:  

          f f 3 2f     . Είναι    G x 2f x 0    οπότε G γνησίως αύξουσα  στο  

     ,2  ,άρα το ξ είναι μοναδικό. 

 

Θέμα 15     
 

α)             2 2 22xf x x f x 3 f x 2xf x x f x 3x f x 0              

               2 2 2 3x 1 f x 2xf x 3x x 1 f x x
        

   

       2 3x 1 f x x c, c      
3

2

x c
f x , x

x 1


 


. 

     Για x 1  είναι  
1 c 1

f 1 c 0
2 2


    , άρα  

3

2

x
f x

x 1



 

    
3 2 2 3 4 2 4 4 2

2 2 2 2 2 2 2

x 3x (x 1) x 2x 3x 3x 2x x 3x
f (x) 0

x 1 (x 1) (x 1) (x 1)

        
      

    
 για  

    x 0  . H f συνεχής στο 0. Άρα η f   είναι γνησίως αύξουσα στο R 

 

β) Είναι
  3 3

3 3x x x

f x x x
lim lim lim 1

x x x x  
  


 και  

      
3 3

2x x x

x x
lim f x x lim x lim

x 1  

 
    

 

3x x
1

x


  . 

     Είναι
  3 3

3 3x x x

f x x x
lim lim lim 1

x x x x  
  


 και  

  0  G
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      
3 3

2x x x

x x
lim f x x lim x lim

x 1  

 
    

 

3x x
1

x


  . 

     Άρα η y x 1   είναι πλάγια ασύμπτωτη της fC  και στο   και στο   .    

     Επειδή η f είναι συνεχής στο  δεν έχει  κατακόρυφες ασύμπτωτες. Επειδή  

     η f έχει πλάγια ασύμπτωτη, δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη. 

 

γ)          
f3 2 3 2

2 2 2 2f 5 x 1 8 f 8 x 1 5 x 1 8 8 x 1         
1

 

        
3 2

2 25 x 1 8 x 1 8 0      (1). Θέτουμε  2x 1  , οπότε η (1) γίνεται: 

     3 25 8 8 0     . Με σχήμα Horner βρίσκουμε ότι     

       3 2 25 8 8 2 5 2 4         ,  άρα  

       
2 2 4 0

2 22 2 4 0 2 x 1 2
   

           2x 1 x 1 1 x 1       . 

 

δ) Για  x 0 f x 0    οπότε το ζητούμενο εμβαδόν είναι    

    
 23

1 1 1

2 2 20 0 0

x x 1 xx x
dx dx x dx

x 1 x 1 x 1

   
      

   
  

 22 ln x 1 1x 1 ln 2

02 2 2 2

 
   
  

. 

 

Θέμα 16    
 

α) i. Θεωρούμε  
   

2 x 11
f x x 1 e

x 1g x , x 1
x 1

   
  


    

             
2 x 11

f x g x x 1 x 1 e
x 1

     


  . 

           
f ή

2 x 1

x 1 x 1

1
limf x lim g x x 1 x 1 e 1 f 1

x 1

 


 

 
          

            

                  
22 2 2 21 1

x 1 x 1 x 1 x 1 x 1
x 1 x 1


           

 
 . 

               
2 2

x 1 x 1
lim x 1 0 lim x 1
 

     
 

 οπότε από κριτήριο παρεμβολής  

              
2

x 1

1
lim x 1 0

x 1


   

 
  

   
     

x 1 x 1

f x f 1 f x 1
lim lim

x 1 x 1 

 
 

 
 

               
x 1

x 1

1 e 1
lim g x x 1 0 1 1

x 1 x 1





 
       

  
            

                
1 1

x 1 x 1 x 1 x 1 x 1
x 1 x 1


           

 
 . 
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               
x 1 x 1
lim x 1 0 lim x 1
 

      οπότε από κριτήριο παρεμβολής  

               
x 1

1
lim x 1 0

x 1


   

 
 και 

0
x 1 0

x 1

x 1 DLH x 1

e 1
lim lime 1

x 1




 

 
  

  
 

  

        Επειδή    f x f x 0   οι συναρτήσεις f , f   δεν μηδενίζονται και επειδή είναι  

        συνεχείς  διατηρούν σταθερό πρόσημο. Επειδή    f 1 1 0 f x 0     για  

        κάθε x 0   και    f 1 2017 0 f x 0      για κάθε x 0 . 

 

    ii. Επειδή  f x 0   από την (1) έχουμε f (x) 1 f (x)f (x)     

         H f ΄ είναι συνεχής στο 0x 0 , άρα    

         
f (0) 0

x 0
f (0) lim 1 f (x)f (x) 1 f (0)f (0) 1







       .       

 

β) i.  Είναι  
      

   

2

2 2

f x f x f x 1
g x

f x f x

 
     και  

 2

1
g 1 1

f 1
     .  

         Επειδή  
 

 

f 1
g 1 1

f 1


  , η εφαπτομένη της fC  στο 0x 1  είναι    

          y 1 x 1 y x 2        . 

          Επειδή η g είναι κυρτή, βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της, εκτός από  

          το σημείο επαφής, άρα  g x 2 x   για κάθε x 0 . 

     ii. Είναι   
 

 
     

f x
g x 2 x 2 x f x 2 x f x

f x


        και επειδή η  

          ισότητα ισχύει μόνο για x 1  και οι συναρτήσεις      f x , 2 x f x   είναι  

          συνεχείς στο  0,1 , ισχύει ότι: 

                      
1 1 1

0 0 0
f x dx 2 x f x dx 2 x f x dx f 1 f 0 1           

 

γ) Επειδή η h είναι συνεχής στο  0,1  και    
3

h x f x 0     , το ζητούμενο εμβαδό  

    είναι:      
31 1 2

0 0
E f x dx f x f x dx              

             
1 12

00

f x f x 2f x f x f x dx        
   

3 3

f 1 f 0 1 1
1 2 1 2 1

3 3

         
    . 

δ)       
 

 
  
 

2
f x 0

2 f x 1
f x f x 1 f x (1) f x

f x

  
        άρα η f είναι 3 φορές  

    παραγωγίσιμη. Με παραγώγιση της (1) έχουμε  

                      (3) (3)f x f x f x f x 2f x f x f x f x f x f x                
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          
       

 

(3)

(3)

2

f x f x f x f x
f x f x f x f x 0 0

f x

 
       

   
 

 

 

 

f x f x
0 c, c

f x f x

  
     

 
 (2). 

               
x 1 2

1 f 1 f 1 1 f 1 f 1 1 1 f 1 0


              . 

    
 

 

x 1 f 1
2 c c 0

f 1

 
    .  Άρα  f x 0   . 

       
 

     
f x 0x 1 2

1 11 1 f x f x 1 f x x f x x c ,c .
 

              

    Για x 1  :    1 1 1f 1 1 c 1 1 c c 0       . Επομένως  f x x.  

 

Θέμα 17    
 

α) Είναι 
x 0 x 0

ln x 1
lim lim ln x

x x 

 
    

 
 γιατί 

x 0 x 0
limln x lim ln x

 
    και 

x 0

1
lim

x
  . 

     Άρα αν θέσουμε 
lnx

u
x

 , προκύπτει:    u

x 0 u
limf x lim e 0 f 0
 

   , οπότε η f   

     είναι συνεχής στο 0x 0 . 

 

β) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων  

     με:  
ln x ln x

x x
2

ln x 1 ln x
f x e e

x x

  
   

 
. 

      
ln x

x

ln x x 0
x

2

e 0

1 ln x
f x 0 e 0 1 ln x 0 ln x 1 0 x e

x






             

      Για κάθε  x 0,e  είναι    f x 0 f 0,e   1  και 

      για κάθε x e  είναι     f x 0 f e,   2 . 

      Είναι 
x DLH x

1
ln x xlim lim 0
x 1

 
 
 

 
  , άρα  

       u

x u 0
lim f x lime 1
 

   και  
ln e 1

e ef e e e  . 

      Στο διάστημα  1 0,e   η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, άρα     

          
1

e
1f f 0 ,f e 0,e

 
       

 
. 

      Στο διάστημα  2 e,    η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, άρα  

x 0                e              

f   +   
f 

  [    ] 
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          
1

e
2

x
f lim f x ,f e 1,e



 
    

 
. 

      Το σύνολο τιμών της f είναι:      
1

e
1 2f A f f 0,e

 
      

 
. 

 

γ)    
ln x ln 4

x 4
ln x ln 4

f x f 4 e e
x 4

      4 x 4 x4ln x xln 4 ln x ln 4 x 4      

 

δ)  H f είναι συνεχής στο  2,4 , παραγωγίσιμη στο  2,4  και    f 2 f 4 2    

     οπότε ισχύουν οι συνθήκες του θεωρήματος Rolle δηλαδή υπάρχει  1x 2,4   

     τέτοιο ώστε  1f x 0   . 

     Επίσης ισχύουν οι υποθέσεις του ΘΜΤ στο [0,1] οπότε υπάρχει  2x 0,1   

     τέτοιο ώστε  
   

2

f 2 f 1
f x 2 1

1


     

     Εφαρμόζεται το ΘΜΤ για την f   στο  2 1x ,x  οπότε υπάρχει  2 1x ,x   

     τέτοιο ώστε  
   1 2

1 2 1 2

f x f x 2 1
f

x x x x

   
   

 
 

     2 20 x 1 1 x 0        (1) και 12 x 4   (2). 

     Με πρόσθεση των (1) και (2) έχουμε  

     
 2 1 0

2 1

1 2 1 2

1 1 2 1 2 1
1 x x 4 1

4 x x x x 4

   
   

       
 

.  

 

Θέμα 18   
 

α)  Είναι    

0
x 0

x

x 0 x 0 x 0
D.L.H

e 1
limf x lim lime 1 f 0

x  


    , άρα η f είναι συνεχής στο 0. 

   
x x x

2

e 1 xe e 1
f x 0

x x

   
    

 
 για κάθε x 0  και η f συνεχής στο 0 άρα f1 .  

  Θεωρώ   x xx xe e 1, x     .   xx xe 0 x 0     .  

   Άρα η 1  στο [0, )  και2  στο ( ,0]  . 

  Επομένως παρουσιάζει ελάχιστο στο x=0 και    x 0 0     

 

β) i. 
   

x
0 0

x x x0 0

2x 0 x 0 x 0 DLH x 0 DLH x 0

e 1
1f x f 0 e 1 x e 1 e 1xlim lim lim lim lim

x x x 2x 2 2    


   

       

       οπότε  f 0 1     
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              
f 1 1

f 2f x 1 f 2f x f 1 2f (x) 1
 

                

       
f 1 11

f (x) f (0) x 0
2

 

     αφού η f κυρτή άρα η  f 1   και 1-1 

    ii. Έστω t0  η χρονική στιγμή κατά την οποία ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης  

        του σημείου Μ είναι διπλάσιος το ρυθμού μεταβολής της τεταγμένης.  

                      
0t t1 1 1

y t x t f (x t x t f x t x t x t
2 2 2


             

                 0 0 0 0 0

1 1
f x t x t x t f x t x t 0

2 2
          

       Άρα το ζητούμενο σημείο είναι το (0,1). 

 

 γ)      x xg x ... 2 e e x 2 (x 1)e e , x 0        .  

      Θεωρώ     xx x 1 e e, x 0               

      Θ.Bolzano 1 ρίζα στο (1,2) μοναδική αφού   xx xe 0     ,για κάθε x 0 . 

      (ή Rolle για την g στο [1,2]) 

      Για κάθε 10 x x   είναι    1x x 0    και για κάθε 1x x  είναι     1x x 0   . 

      x xe e 0 e e x 1      . 

 

        

 

 

 

 

 

 

 

 

       Άρα………. 

       ή άλλος τρόπος  

  Παρατηρούμε ότι      g x g 1 g 2 0     για κάθε x (0, )    οπότε η g έχει   

  ολικό (άρα και τοπικό) ελάχιστο στα σημεία  x1=1 και x2=1. 

  Από το Θεώρημα Μέγιστης και Ελάχιστης τιμής για τη συνάρτηση g  στο [1,2]   

  υπάρχει 3x [1,2]    τέτοιο, ώστε να ισχύει 3g(x) g(x )   για κάθε x [1,2]  

  Αν ήταν 3x {1,2}  τότε θα ήταν g(x)=0 για κάθε x [1,2]  πράγμα άτοπο. Άρα,   

  είναι x (1,2)  οπότε η g παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο x3. 

 

Θέμα 19   
 

α)  2

fx 1 0 A ,      .  

     
 

 

 

 

 

 

2x 2 x x 2 x

2 2 2
2 2 2

e x 1 e 2x e x 2x 1 e x 1
f x

x 1 x 1 x 1

     
   

  
  

  x 0         1       x1       2      +∞ 

ex-e - + + + 

x-2 - - - + 

β(x) - - + + 

g΄(x) - + - + 

g(x) 
  2  1  2  1  

                     T.E.   T.M.  T.E. 
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    Είναι  f x 0   για x 1  επομένως η fmστο  αφού η f  είναι συνεχής στο 1. 

     Το σύνολο τιμών της  f  είναι το      
x x

f A lim f (x), lim f (x) 0,
 

    

      αφού 
x

x

2 2x x x

e 1
lim f (x) lim lim e 0 0 0

x 1 x 1  
     

 
 και 

     
x x x

2x x D.L.H x D.L.H x

e e e
lim f (x) lim lim lim

x 1 2x 2

 

 

   
    


 . 

 

β)     
2 3f 1 1

3 x 2 3 x 2

x 2

e e 2
f e x 1 f (2) e x 1 2

5 e x 1

 
           



m

  

      
3 x 3

2

e e e
f x

2 x 1 2
  


 

      Ο αριθμός  
3e

f A
2
  άρα  υπάρχει 0x   τέτοιο  ώστε  

3

0

e
f x

2
  . 

      Το x0 μοναδικό αφού η f  είναι 1-1.             

      β΄τρόπος 

      Θεωρούμε τη συνάρτηση     
2

3 x 2 e
h x f e x 1 ,   x

5

     . Είναι   

                  
23 x 2 3 x 2 3 x 2 3xh x f e x 1 e x 1 f e x 1 e x 1 0  

                 

      για κάθε x 1  και επειδή  η h είναι συνεχής, είναι γνησίως φθίνουσα ( 2 )  

      στο  .  Έστω    3 x 2s x e x 1   , x . Είναι  

           
23 2 3 3s x e 1 2e e 1 0          x x xx x x  για κάθε x 1  και επειδή  

       η s είναι συνεχής, είναι γνησίως  φθίνουσα ( 2 ) στο  . 

       Είναι    3 x 2

x x
lim s x lim e x 1

 

     
 

 (από το Γ1) και 

       
2

x 3 x 3 x 3x x DLH x DLH x

x 1 2x 2
lim s x lim lim lim 0

e e e

    
   
    

     


     (από το Γ1), άρα     

         s A 0,  . Είναι          
xx 0

f 0, lim f x , lim f x 1,
 

      

       Επειδή  
2e

1,
5
  , υπάρχει  1x 0,   τέτοιο, ώστε   1

2
3 x 2

1

e
f e x 1

5


     

       και επειδή η h είναι γνησίως φθίνουσα, το 1x  είναι μοναδικό.                                                          

    

γ)   Για κάθε  t 2,4  είναι         
2 4f e e

2 t 4 f 2 f t f 4 f t
5 17

       
m

 και  

      επειδή η ισότητα δεν ισχύει για κάθε  t 2,4 , έχουμε:    

     
4 4

4 4 4

2 2 2

e 2e
f (t)dt dt f (t)dt

17 17
     . 
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 δ)   
ln x

e e

2 2 21 1

ln x e ln x x
f ln x dx dx

x ln x 1 x
   

  2 2

ln x

ln x 1 x




e

1
dx   

       
 2

e

21

ln ln x 1 eln x 1 ln 2
dx

1ln x 1 x 2 2

 
   

   
 . 

 

Θέμα 20     
 

α) 
           f x f x f x f x

f (x) e e 2 f x e f x e 2
         

 
   

     
          f x f x f x f x

e e 2x e e 2x c,c
         .(1)   

x 0

(1) c 0


   οπότε   

     
   f x f x

e e 2x


 
f ( x )e

  
         

2 2
f x f x f x f x

e 1 2xe e 2xe 1           

    
       

2 2
f x f x f x2 2 2e 2xe x x 1 e x x 1 0          (2). 

     Η συνάρτηση    f x
a x e x   είναι συνεχής στο  και  a x 0  οπότε η α  

     διατηρεί σταθερό πρόσημο. Επειδή  a 0 1 0   είναι  x 0   οπότε    

    
   f x f x2 2(2) e x x 1 e x x 1         (3). 

     Είναι 2 2 2 2 2x 1 x x x 1 x x 1 x x 1 0              (2) 

     Η (3) γίνεται    2f x ln x x 1                                                                                               

     β΄ τρόπος  

    
    

2
f x f x

e 2xe 1 0    Θέτω 
 f x

e 0   , τότε 2 2x 1 0    . Είναι      

     24x 4 0    , άρα 2

1,2 x x 1     

     Από τη σχέση (1) είναι 2x x 1 0   , και επειδή  
 f x

e 0   , είναι  

β)  i.   
2 2

1 x
f x 1

x x 1 x 1

 
     

   
 

         
2

1

x x 1 

2x x 1 


2 2

1

x 1 x 1


 
 

     
     f x 2 2e x x 1 f x ln x x 1         

  
 

32 2
2 2

1 x x
f x

x 1 x 1 x 1

     
  

. 

      
 

3
2 2

x
f x 0 0 x 0

x 1

      



 . 

     Για κάθε x 0  είναι  f x 0  , άρα η f είναι κυρτή στο  ,0  και για κάθε    

  x     0           

f (x)    +        

 f x     3   4  
                       Σ.Κ.  
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    x 0  είναι  f x 0  άρα η f είναι κοίλη στο  0, . Παρουσιάζει σημείο  

    καμπής το  0,f (0)  δηλαδή την αρχή των αξόνων. 

 

  ii.  
1

0
E x f x dx  .Η εφαπτομένη της f στο 0 είναι η y x . 

    Επειδή η f είναι κοίλη στο [0, )  είναι    f x x f x x 0.     

    Άρα το ζητούμενο εμβαδόν είναι:  

           
1

2
1 1 1 1

0 0 0 0
0

x
E x f x dx xdx f x dx x f x dx

2

 
       

 
      

          
1 11

0 0 0 2

1 1 1
xf x xf x dx f 1 x dx

2 2 x 1
        


   

     
1

2

0

1
ln(1 2) x 1

2
    
 

  .
1 1

ln(1 2) 2 1 2 ln(1 2)
2 2
               

 

γ)     
f

x 0 f x f 0 0   
[

  

     
         

f x f x

x 0 x 0
lim e 1 ln f x lim e 1 ln f x

  

        
    

  

   
 

 
    

f x

x 0

e 1
lim f x ln f x 1 0 0

f x

 
    

  
 

     
 

 

 
0

f x u uu f x 0

D.L.Hx 0 x 0 u 0 u 0 x 0

e 1 e 1 e
lim lim lim 1

f x u 1    



     

 
    

           
u f (x)

D.L.Hx 0 x 0 u 0 x 0 x 0 x 0

1

ln u u
lim ln f x f x lim lnu u lim lim

1

u

     



 

      
    

2

1

u


  
x 0
lim u 0


    

 

    β΄ τρόπος                                                                                                                                            

        
 u f x

f x

DLHx 0 x 0 u 0 u 0

u

ln u
lim e 1 ln f x lim

1

e 1

   

 
   

    

   
 



 

    

 

 
02

u
0

DLHu 0 u 0

2
u

1
e 1ulim lim

1 u

e 1

 

 
 
 

 

 
 




 u u

x 0

2 e 1 e
lim 0

1

  
  
 
 

 . 

 

δ)  Θεωρούμε           
2 3

2 2

0 2
h x x 2 1 3 f t dt x 3 2016 f t dt          .  

      Η f συνεχής στο [2,3] σαν πράξεις συνεχών….. 
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        
3

2
h 2 2016 f t dt 0     αφού       

3 3
2 2 2

2 2
f t 0 f t dt 0 2016 f t dt 0         

       
1

2

0
h 3 1 3 f t dt 0    αφού  

          
1 1

2 2 2 2

0 0
f x x, x 0, f t t f t dt t dt             

          
1

3
1 1 1 1

2 2 2 2

0 0 0 0
0

t 1
f t dt f t dt 3 f t dt 1 1 3 f t dt 0

3 3

 
        
 

     

    Άρα ισχύει το θεώρημα  Bolzano δηλαδή υπάρχει ένα τουλάχιστον  2,3   

    τέτοιο ώστε           
:( 2)( 3)2

2 2

0 0
h 0 2 1 3 f t dt 3 2016 f t dt 0

 

                

      
   

2 3
2 2

0 2
1 3 f t dt 2016 f t dt

0
3 2

 
 

   

 
.       

 

Θέμα 21 
 

α) Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  0,  με   x 1 1
f x e

x

    και   x 1

2

1
f x e

x

    

     Είναι    f x 0 f 0,   1 .  Παρατηρούμε ότι  f 1 0  , οπότε: 

     για κάθε      
f

x 1 f x f 1 0 f 1,


      
1

1  και 

     για κάθε      
f

0 x 1 f x f 1 0 f 0,1


      
1

2 . Η f έχει ελάχιστο το  f 1 1 . 

     Είναι   x 1

x 1x x

ln x
lim f x lim e 1

e



 

  
     

  
 γιατί   

    
x 1 x 1 x 1x DLH x x

1
ln x 1xlim lim lim 0
e e xe

 
 
 

    
    και    x 1

x 0 x 0
lim f x lim e ln x

 



 
     

     Στο διάστημα  1 0,1   η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, άρα  

           1
x 0

f f 1 , lim f x 1,


   


. 

     Στο διάστημα  2 1,    η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, άρα  

           2
x

f f 1 , lim f x 1,


   


. 

     Το σύνολο τιμών της f είναι το        1 2f A f f 1,      . 

 

β) g : Πρέπει 
2 2x 4 0 x 4 x 2 x 2 ή x 2            

    h  : Θεωρούμε   2x x 1,    και  x x 2,   . 

      f a a fx A / a x A     οπότε
2

x

x 1 0 ύ

 
 

    
 δηλαδή  f a   
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      f fx A / x A       οπότε 
x x

x 2
x 2 0 x 2

    
     

     
 δηλαδή   

     f a 2,   .  h f a f 2,      . 

      h g g hx A / g x A     οπότε 

    
2 22

x 2 ή x 2 x 2 ή x 2 x 2 ή x 2

x 4 4 x 8x 4 2

             
       

         

  

      
x 2 ή x 2 x 2 ή x 2

x , 2 2 2 2,
x 2 2 x 2 2 ή x 2 2

           
         

        

 

     δηλαδή     h g , 2 2 2 2,      . 

 

γ) Αρχικά πρέπει    
1 1

f x 0 f x
2 2

     

     Για κάθε    
f

x 1 f x f 1  
1

 και για κάθε    
f

0 x 1 f x f 1   
2

, οπότε: 

           
1 1 3

f f x 1 f 1 f x 1 f x
2 2 2

 
        

 
 

     Επειδή το 
3

2
 βρίσκεται στο εσωτερικό   του  1, , υπάρχει 1x  στο εσωτερικό  

     του  0,1  και 2x  στο εσωτερικό του  1,  τέτοια, ώστε  1

3
f x

2
  και  2

3
f x

2
 .  

      Επειδή επιπλέον η f είναι γνησίως μονότονη στα αντίστοιχα διαστήματα, τα 1 2x , x   

      είναι τα μοναδικά στα διαστήματα αυτά. 

 

δ) Η εφαπτομένη της fC  στο   ,f   έχει εξίσωση  ε:     y f f x      

     Για να διέρχεται από το Μ, πρέπει:   

            
3 3

f f f f 0
2 2

              

      Έστω        1

3
F x xf x f x , x x ,1

2
    . 

      Η F είναι συνεχής στο  1x ,1  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

            1 1 1 1 1 1

3 3
F x x f x f x x f x

2 2
     

3

2
  1 1x f x 0  , γιατί  1x 0,1     

      και  f x 0   για κάθε  x 0,1 και    F 1 f 1  
0 3 3 1

f 1 1 0
2 2 2

       . 

      Επειδή    1F 1 F x 0 , λόγω του θ.Bolzano, υπάρχει    1x ,1  τέτοιο , ώστε  

      F 0      
3

f f 0
2

      . 
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Θέμα 22  
 

α)            2 1
x x f x xf x 1 x 1 f x f x

x
          

              x 1 f x ln x x 1 f x ln x c, c            (1) 

   Για x 1  η (1) γίνεται: 0 c , άρα    x 1 f x ln x   και για 0 x 1   είναι  
ln x

f x
x 1




 

      Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο  0, , είναι συνεχής στο x 1 , άρα 

       

0

0

x 1 x 1 DLH x 1

1
ln x xf 1 limf x lim lim 1
x 1 1

 
 
 

  
   


, άρα  

ln x
,0 x 1

f x x 1

1 ,x 1


 

 
 

. 

β)  

1
ln

1 ln x x ln x ln xxxf x f x
1 1 xx x 1 x 1

1
x x

 
          

x ln x x ln x x ln x x ln x
0

x 1 1 x x 1 x 1
   

   
. 

γ)   Για κάθε 0 x 1   είναι  
 

   
2 2

1
x 1 ln x

x 1 x ln xxf x
x 1 x x 1

 
 

  
 

 

      Έστω    x x 1 xln x, x 0,      . Είναι  x 1 ln x x   
1

x
ln x   

      Για κάθε 0 x 1   είναι    x 0 0,1  1 , άρα    x 1 0     για κάθε  x 0,1  

       Για κάθε x 1  είναι    x 0 1,   2 , οπότε    x 1 0     για κάθε  

      x 1 . Άρα  x 0   για κάθε    x 0,1 1,   , οπότε  
 

 
2

x
f x 0

x x 1


  


για κάθε  

        x 0,1 1,    και επειδή η f  είναι συνεχής στο x 1 , είναι γνησίως φθίνουσα στο  

      0, . 

 

 δ)  
x 0 x 0

ln x
lim f x lim

x 1  
  


 οπότε η ευθεία x 0 (o άξονας y΄y) είναι  

       κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f . 

       
x x DLH x

ln x 1
lim f x lim lim 0

x 1 x





  
  


 οπότε η ευθεία y 0 (o άξονας χ΄χ) είναι  

       οριζόντια  ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f  στο   . 

 

ε)       
 f ln e 1

f 2,e 1 f e 1 ,f 2 ,ln 2
e

  
        

 

2

 οπότε  f x 0  στο  2,e 1   

      και 
e 1 e 1

2 2

ln x
f (x)dx dx

x 1

 

  
   . 
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 e 1 e 1

2 2

x 1
ln ln x 1 ln x1 1x dx E dx

2 x 1 2 x 1

 


 

      
                

   

      
 e 1 e 1

2 2

ln x 11 ln x
E dx dx E

2 x 1 x 1

 
   

  
 2 e 1ln x 11

E
22 2

  
   

 
  

      
1 1

0 0 0 0
2 2

      ισχύει.           

 

Θέμα 23     
 

α)  Η h είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  

    
   2

4

xf x x 2xf x
h x

x

 
  

    
4

xf x 2f x

x

 
3

x


3x
2 2

1

x
  

   Είναι  h x 0   για κάθε x 0  άρα η h είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . 

 

β)       
2

1 1 1
h x h x h x c

x x x

 
          

 
 

   

 
 

 
 

2

1 1 12

2

2 2 22

f x 1
c f x x c x , c , x 0

x x

f x 1
c f x x c x , c , x 0

x x


        



         


, δηλαδή  
2

1

2

2

x c x , x 0
f x

x c x , x 0

  
 

  
 

   Είναι   2 2f 2 6 2 4c 6 c 2        και   1 1f 1 3 1 c 3 c 2        

   οπότε  
2

2

2x x, x 0
f x

2x x, x 0

  
 

 
, δηλαδή   2f x 2x x, x 0   . 

   Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο  θα είναι συνεχής στο 0x 0 , οπότε  

       2

x 0 x 0
f 0 limf x lim x 2x 0

 
     , οπότε   2f x 2x x   για κάθε x . 

 

γ) Έστω     x t ,y t  με  x t 2   και      2y t 2x t x t  . 

   Έστω 0t  η χρονική στιγμή που το Μ διέρχεται από το Α, τότε  0

1
x t

2
  και  0y t 0 . 

    Είναι        y t 4x t x t x t     με        0 0 0 0

1
y t 4x t x t x t 4

2
      2 2 2   

   Η απόσταση του Μ από την αρχή Ο των αξόνων είναι:   

          2 2d t OM x t y t   , οπότε 
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   
2

d t 
   x t x t 2     y t y t

2



   2 2x t y t
 και  0

1
2 0 2

2d t 2
1

2

  
    cm/sec. 

δ) i.                2f x g x f x g x 4x 1 g x 2x x g x        (1) 

     Για x 0  η (1) γίνεται:    g 0 0 g 0 0     και για 
1

x
2

 : 
1

g 0
2

 
 

 
, άρα   

      
1

g 0 g 0
2

 
 

 
. 

   ii. Έστω ότι  g x 0 για κάθε
1

x 0,
2

 
 
 

, τότε επειδή  g 0 0  και 
1

g 0
2

 
 

 
,  

    είναι  g x 0 για κάθε
1

x 0,
2

 
 
 

. 

     Είναι                f x g x f x g x f x g x f x g x 0         

     
       

 2

f x g x f x g x
0

g x

 
  

    Θεωρούμε τη συνάρτηση  
 

 

f x 1
h x , x 0,

g x 2

 
  

 
. 

    Η h είναι συνεχής στο 
1

0,
2

 
 
 

 ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων και  

    παραγωγίσιμη στο 
1

0,
2

 
 
 

 με  
       

 2

f x g x f x g x
h x

g x

 
  . Επίσης  

    
 

 

f 0
h 0 0

g 0
   και 

1
f

1 2
h 0

12
g

2

 
 

   
  

  
 
 

, δηλαδή  
1

h 0 h
2

 
  

 
, άρα λόγω του Θ.Rolle,  

   υπάρχει 
1

0,
2

 
 

 
:  h 0     

   
       

 
       

2

f g f g
0 f g f g 0

g

     
        


 που είναι άτοπο.    

   Άρα η εξίσωση  g x 0  έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο 
1

0,
2

 
 
 

. 

 

Θέμα 24   
 

α) Η Φ είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο με  

           2x 2x 2xx f x e f x e 2f x e        και 
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            2x 2x 2x 2xx f x e 2f x e 2f x e 4f x e             

         2xe f x 4f x 4f x 0       x c, c   . Είναι    

        0 f 0 2f 0 6 6 0        άρα c 0  και  x 0   για κάθε x , οπότε  

     1 1x c , c    

 

β)  
 

  2x

1 1 12x

f x
x c c f x c e

e
      . Είναι   1f 0 3 c 3   , άρα   2xf x 3e . 

 

γ)  Έστω   2x 2g x 3e 6x 6x 3    , x 0 .  

   Είναι   2xg x 6e 12x 6     και    2x 2xg x 12e 12 12 e 1      

   Είναι  g x 0   για κάθε x 0  άρα  g 0, 1 . 

   Για κάθε      
g

x 0 g x g 0 0 g 0,


      
1

1 . 

   Για κάθε    
g

x 0 g x g 0 0    
1

    2x 2 23e 6x 6x 3 0 f x 3 2x 2x 1        . 

 

δ)  Είναι  
 

   
f x 0

2x 2x 2

0 0
0

3 3
f x dx 3e dx e e 1

2 2


 

 
       

 
   

 

ε)  
 

0

2 0

DLH0 0 0

3 e 1 3 2
lim lim lim

2  

 
   

  

   
 

 

2e

2



3 . 

 

Θέμα 25  
 

α)                
2 2

x 1 f x 1 x 1 f x x 1 f x x 1 f x 1              

        
1

x 1 f x f x
x 1

   


     x 1 f x ln x 1             

         x 1 f x ln x 1 c       
 ln x 1 c

f x ,c
x 1

 
 


.
 

    Είναι  f 0 0 c 0    άρα  
 ln x 1

f x , x 1
x 1


  


. 

 

β)  Είναι  
      

 

 

 
2 2

ln x 1 x 1 ln x 1 x 1 1 ln x 1
f x

x 1 x 1

            
 

      

   
 

 

 
 2

1 ln x 1
f x 0 0 1 ln x 1 0

x 1

 
        


 ln x 1 1 x 1 e x e 1        . 

  Για κάθε x e 1   είναι    f x 0 f 1,e 1    1  και για κάθε x e 1   είναι  
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     f x 0 f e 1,    2 . Η f έχει μέγιστο το  
1

f e 1
e

  , οπότε  

     
 

 
ln x 1 1

f x f e 1 eln x 1 x 1
x 1 e


        


 

     
e e x 1ln x 1 x 1 x 1 e        

    

γ)  Επειδή    
 f 0,e 1

f x 0 f 0 x 0


   
1

 για κάθε x 0 , το ζητούμενο εμβαδόν  

   είναι: 
   

e 1
2

e 1

0

0

ln x 1 ln x 1 1
dx

x 1 2 2



   
    

  
  

 

δ)        
2 2x 1 x 1x 1 2 ln x 1 ln2 2ln x 1 x 1 ln2            

   
 

   
ln x 1 ln 2

f x f 1 , x 1
x 1 2


    


 (1) 

    Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο  1,e 1  είναι και 1-1 στο διάστημα  

    αυτό, οπότε η (1) γίνεται:    f x f 1 x 1   . 

    Παρατηρούμε ότι  
2ln 4 ln 2 2

f 3
4 4

  
ln 2

4
 2

f 1 . 

    Επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  e 1,  είναι και 1-1 στο  

    διάστημα αυτό, οπότε η (1) γίνεται:    f x f 3 x 3   . 

 

Θέμα 26 
 

α) Έστω 
 

 
f x 2

h x , x 2
x 2


 


, τότε          f x 2 h x x 2 f x h x x 2 2       ,  

    οπότε       
x 2 x 2
limf x lim h x x 2 2 f 2 2
 

        . 

   Είναι 
     

 
x 2 x 2

f x 2 f x f 2
lim 2 lim 2 f 2 2

x 2 x 2 

 
    

 
 

 

β) Επειδή η f είναι συνεχής στο  0,2 , παραγωγίσιμη στο  0,2  και    f 0 f 2 , σύμφωνα  

   με το θ.Rolle, υπάρχει  0,2  τέτοιο, ώστε  f 0   .  

   Επειδή η f   είναι γνησίως αύξουσα, το ξ είναι μοναδικό. 

 

γ)  Για κάθε      
f

x f x f 0 f ,


        
1

2 και  

   για κάθε      
f

x f x f 0 f ,


         
1

1 . 

   Η f έχει ελάχιστο στο ξ, άρα    f x f   για κάθε x .    

 

http://www.askisopolis.gr/


www.askisopolis.gr                                          Λύσεις Θεμάτων Πανελληνίων με νέα ύλη 

187 
 

δ) Έστω        2g x F x 2x x F 1 , x 0,1     . 

   Επειδή η F είναι παραγωγίσιμη στο  0,1  με    F x f x  , είναι και συνεχής  

    στο διάστημα αυτό, οπότε και η g είναι συνεχής στο  0,1  ως άθροισμα συνεχών  

   συναρτήσεων. Είναι      g 1 F 1 2 1 F 1 1 0       και      g 0 F 0 F 1  . 

   Είναι    f x f   για κάθε x , οπότε και  

                
1 1 1

00 0
f x dx f dx f x f 0 F 1 F 0 0 g 0 0             , άρα    

      g 0 g 1 0  οπότε σύμφωνα με το Θ.Bolzano, η εξίσωση  

        2g x 0 F x 2x x F 1      έχει τουλάχιστον μια στο  0,1 . Είναι  

           g x F x 2 2x f x 2 1 x       . 

    Επειδή    f x f 0    και 1 x 0   για κάθε  x 0,1 , είναι  

       g x 0 g 0,1   1 , οπότε η προηγούμενη ρίζα είναι μοναδική. 

 

Θέμα 27    
 

α)        2 4 3 2 4 3x f x x 2x f x 1 x f x x 2x f x 1         

         2 2x f x 2xf x x 1      
2

2

1
f x x

x
   (1) 

     Επειδή 
2

1
0

x
  για κάθε x 0  είναι    h x f x x 0    και επειδή η h είναι  

    συνεχής, διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  0, . Είναι    h 1 f 1 1 2 1 1 0        

    άρα  h x 0  για κάθε x 0 ,οπότε από την (1) προκύπτει:  

      
1 1

f x x f x x
x x

     . 

 

β)  
x 0 x 0

1
lim f x lim x

x  

 
    

 
, άρα η x 0  δηλαδή ο άξονας y΄y είναι  

   κατακόρυφη ασύμπτωτη της fC . 

  Είναι
 

2x x

f x 1
lim lim 1 1

x x 

 
   

 
 και   

x x
lim f x x lim x
 

 
1

x
x

  0
 

 
 

,  

 άρα η y x  είναι πλάγια ασύμπτωτη της fC  στο  . 

 

γ)  
1 1

f x x x x 0
x x

       για x 0  . 

      Άρα      
2 2 2e e e

11 1

1
f x dx dx ln x 2

x
       . 

δ) Είναι  
2

2 2

1 1 x 1
f x x 1

x x x

  
      

 
, οπότε: 
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     
    

2

2

2 2

1 x 2x 1
x 2f x 2 x 1 x 1x 1 x xf x

x 1 x x 1 x x 1

 
   

      
  

 

    
  

2

x 1 x 1

x

   
2

x 1


x  x 1
 x 1     x 1 x x 1   x 1 x   ισχύει. 

 

ε)  
 

 

 

 
     

2
2

2g x 2g xx 1
f x x 1 g x 2xg x

g x x g x


      

 
  

          2x 1 g x 2xg x 0     
     

 

2

2
2

x 1 g x 2xg x
0

x 1

 



. 

   Έστω  
 

 2

g x
x , x 1,2

x 1
  


. Είναι  

 g 1
1

2
  ,  

 g 2
2

5
   άρα    1 2   . 

    Επειδή η φ είναι συνεχής στο  1,2  και παραγωγίσιμη στο  1,2  με  

     
     

 

2

2
2

x 1 g x 2xg x
x

x 1

 
 


, λόγω του Θ.Rolle, υπάρχει  1,2  τέτοιο,  

     ώστε   0     
 

 

2g
f

g


 

 
. 

 

Θέμα 28   
 

α) Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  με   xf x 2 ln 2 2x 2     και  

     x 2f x 2 ln 2 2   . Είναι  f x 0 f f   1 3 . 

   Παρατηρούμε ότι   0 2f 0 2 0 2 0 1 0       και   2f 1 2 1 2 1 1 0       

   Σύμφωνα με το Θ.Rolle για την f, υπάρχει  ox 0,1 τέτοιο, ώστε  0f x 0  . 

   Για κάθε      
f

0 0 0x x f x f x 0 f ,x


      
1

2 . Επειδή  00 ,x   και  

   η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα αυτό, η x 0  είναι η μοναδική  

   ρίζα της f στο διάστημα αυτό. 

   Για κάθε      
f

0 0 0x x f x f x 0 f x ,


      
1

1 . Επειδή  01 x ,   και  

   είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό, η x 1  είναι η μοναδική ρίζα  

   της f στο διάστημα αυτό. 

   Άρα η εξίσωση:  f x 0  έχει ακριβώς δύο ρίζες, τις  1x 0 και 2x 1 . 

        2ος τρόπος  

   Έστω ότι έχει και τρίτη ρίζα 0x  με 00 x 1   χωρίς βλάβη της γενικότητας. 

   Τότε σύμφωνα με το θεώρημα Rolle για τη συνάρτηση f στα διαστήματα  

    00,x  ,  0x ,1  υπάρχουν    1 0 2 0ξ 0,x ,ξ x ,1   τέτοια ώστε  

      1 2f ξ 0,f ξ 0   . 
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    Σύμφωνα με το θεώρημα Rolle για τη συνάρτηση f    στo διαστήματα  

    1 2ξ ,ξ  υπάρχει  1 2ξ ξ ,ξ τέτοιο ώστε  f ξ 0   άτοπο αφού  f x 0  . 

 

β) Επειδή  0f x 0  η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο  

   σημείο A   o ox ,f x , είναι παράλληλη στον άξονα x΄x. To 0x  μοναδικό αφού  

   f 1   και 1-1. 

 

γ) Για κάθε    
f

00 x x f x f 0 0    
2

 και για κάθε    
f

0x x 1 f x f 1 0    
1

, άρα  

    f x 0  για κάθε  x 0,1 , οπότε το ζητούμενο εμβαδόν είναι: 

        
1

3
1 1

x 2 x 2

0 0
0

x
f x dx 2 x 2x 1 dx 2 ln 2 x x

3

 
               

 
   

   
1 5

2ln 2 1 1 ln 2 ln 2
3 3

 
           

 
 

 

δ) 
   

     
f x 2 f x 2

xf x 2 1 x f x 2
1 x x

 
      


   

        xf x 2 1 x f x 2 0     . 

   Έστω          g x xf x 2 1 x f x 2 , x 0,1      . 

   Η g είναι συνεχής στο  0,1  ως σύνθεση και πράξεις συνεχών  συναρτήσεων. 

   Είναι    g 0 f 2 0   ,    g 1 f 1 0    δηλαδή    g 0 g 1 0 , οπότε  

   σύμφωνα με το Θ.Bolzano υπάρχει  0,1  τέτοιο, ώστε  

          g 0 f 2 1 f 2 0            

        f 2 1 f 2       
   f 2 f 2

1

   


  
. 

ε) Αρκεί η εξίσωση    f x g x  να έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο  0,1 . 

   Έστω       xh x f x g x 2   2 xx 2x 1 2    4 3x x 2                

                      4 3 2x x x 2x 1     

   Παρατηρούμε ότι  h 1 0 , οπότε με σχήμα Horner προκύπτει:  

       3h x x 1 x x 1    . 

   Έστω    3x x x 1, x 0,1     . Είναι    0 1, 1 1      δηλαδή  

      0 1 0    και επειδή η φ είναι συνεχής ως πολυωνυμική, λόγω του     

   θ.Bolzano, υπάρχει  0,1 :        0 h 0 f g          . 

 

 

http://www.askisopolis.gr/
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Λύζεης Γηαγωνηζμάηων 
 

1ο Γηαγώνηζμα  
 

ΘΔΜΑ 1o 

Α1. Αο ππνζέζνπκε όηη f ( ) f ( )   . Τόηε ζα ηζρύεη f ( ) f ( )   .Αλ ζεωξήζνπκε ηε  

    ζπλάξηεζε  g(x) f (x)  , x [ , ]   , παξαηεξνύκε όηη: 

      ε g είλαη ζπλερήο ζην [ , ]   θαη   

     g( )g( ) 0   ,αθνύ g( ) f ( ) 0       θαη g( ) f ( ) 0    . Δπνκέλωο, ζύκθωλα  

    κε ην ζεώξεκα ηνπ Bolzano, ππάξρεη 
0x ( , )    ηέηνην, ώζηε

0 0g(x ) f (x ) 0  ,   

    νπόηε 
0f (x )   .     

 

Α2. Μηα ζπλάξηεζε  f  ζα ιέκε όηη είλαη ζπλερήο ζε έλα θιεηζηό δηάζηεκα  α,β ,  

     όηαλ είλαη ζπλερήο ζε θάζε ζεκείν ηνπ  α,β  θαη επηπιένλ  
x α
lim f (x) f (α)


     

     θαη 
x β
lim f (x) f (β)


 . 

 

Α3.ΛΣΣΛ 

 

ΘΔΜΑ 2ο 

α) Η f είλαη ζπλερήο ζην  2,3   .Γελ είλαη ζπλερήο ζην 2  αθνύ  

   
x 2

f 2 3 lim f x 0


    .  

β)  Η f είλαη ζπλερήο ζην  1,1  ,    f 1 4 f 1 0     νπόηε ηθαλνπνηνύληαη νη  

     πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο ελδηάκεζωλ ηηκώλ ζην   1,1 . 

 γ)    
3

0 f 1 f 1 4
2

      νπόηε από ην β) ππάξρεη  0x 1,1   ηέηνην 

         ώζηε   0

3
f x

2
 .  

 δ) i)        h f gA A 4,4 3 4,3 3,4           . 

     ii) Θεωξνύκε ην δηάζηεκα   1 2,3  . 

           Έζηω  1 2x ,x 2,3  κε    
f

1 2 1 2x x f x f x  
2

 (1). 

           
3 3 3 3

1 2 1 1 1 2x x x x x x       (2) . 

           1 2 1 2 1 2x x 3x 3x 3x 15 3x 15         (3). 

                  3 3

1 1 2 2 1 22 3 x 3x 15 x 3x 15 g x g x          (4) 

           

                     1 1 2 2 1 2 1 21 4 f x g x f x g x f g x f g x h x h x           . 
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            Άξα ε h είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην 
1 . 

                    
h

1
x 3 x 2

h A lim h x , lim h x 21,2
  

  
2

   αθνύ  

                 
x 2 x 2
lim h x lim f x g x 1 1 2

  
      θαη  

                 
x 3 x 3
lim h x lim f x g x 0 21 21

  
       

  Τν  10 h A  νπόηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  1 2,3   ηέηνην  ώζηε  h 0  . 

 Τν μ είλαη κνλαδηθό αθνύ ε h είλαη γλεζίωο θζίλνπζα θαη 1-1.  

 

ΘΔΜΑ 3ο 

α) Γηα x 0  :        
:x 0

x 0 x 0

2x 2x
2 f x lim f x lim f 0 2

x x 



 

 
       (4). 

     
u 2x

x 0 x 0 u 0 u 0 u 0 x 0

2x u u 2x
lim lim lim 2 2 lim

ux u x

2

     



      

 
    

    
 
 

 . 

     Γηα x 0  :        
:x 0

x 0 x 0

2x 2x
2 f x lim f x lim f 0 2

x x 



 

 
       (5) 

          4 , 5 f 0 2  .  

 

β)    2 2 2xg x 3x 1 x x xg x 3x 1 x          

      2 23x 1 x xg x x 3x 1        (6). 

      Γηα x 0  :    
3x 1 3x 1

6 x g x x
x x

   
      . 

      
x 0 x 0

3x 1 3x 1
lim x 0 lim x

x x  

      
      

   
   αθνύ     

      
h 3x

x 0 x 0 h 0 u 0 u 0

3x 1 u 1 u 1
lim lim lim 3 3 0 0

ux u

3

    



     

     
     .  

       νπόηε από θξηηήξην παξεκβνιήο    
x 0
lim g x 0 g 0


   αθνύ ε g είλαη ζπλερήο . 

 

γ) Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε      h x f x g x   ,ε νπνία είλαη ζπλερήο ζην  0,1  ζαλ  

   δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 

        h 0 f 0 g 0 2 0 2 0      ,      h 1 f 1 g 1 0    από (3), άξα    h 0 h 1 0    

   νπόηε ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ  ζεωξήκαηνο Bolzano δειαδή 

    ππάξρεη            0 0 0 0 0 0x 0,1 : h x 0 f x g x 0 f x g x       .   

    Δπνκέλωο νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ f θαη g ηέκλνληαη ζε έλα ηνπιάρηζηνλ 

ζεκείν  

   κε ηεηκεκέλε   0x 0,1  . 
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ΘΔΜΑ 4ο 

 

α)          2 x 2x x 2 x 2x 2x xh x 4e h x 4 3e 4e h x 4e h x 4e e 4e 4                  

          
2 2

x xh x 2e e 2    (1). 

       x xe 2 0 e 2 x ln2      . 

      H ζπλάξηεζε     xf x h x 2e 0    γηα x ln2  νπόηε δηαηεξεί ζηαζεξό  

      πξόζεκν ζηα δηαζηήκαηα    ,ln2 , ln2,  . 

         f 0 h 0 2 3 2 1 0       άξα  f x 0  ζην   ,ln 2  . 

        

     
 

     
f x 0

2
2 x x x x x1 f x e 2 f x e 2 h x 2e e 2 h x e 2,x ln2



               

            f 1 h 1 2e 3e 2 2e e 2 0         άξα  f x 0  ζην   ln 2,  . 

        

     
 

     
f x 0

2
2 x x x x x1 f x e 2 f x e 2 h x 2e e 2 h x 3e 2,x ln2



             

         H h ζπλερήο ζην  άξα θαη ζην 1 νπόηε      x

x ln2 x ln2
h x lim h x lim e 2 4

  
     . 

    Δπνκέλωο ε ζπλάξηεζε h έρεη ηύπν  
x

x

3e 2,x ln 2
h x

e 2 , x ln 2

  
 

 
. 

 

β) Έζηω  1 2x ,x ,ln2   κε    1 2 1 2x x x x

1 2 1 2x x e e e 2 e 2 h x h x           

   άξα ε ζπλάξηεζε h είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  1 ,ln2    . 

             
h

1
ή x x ln 2

h A lim h x , lim h x 2,4
   

  
1

 αθνύ  

      x

x x
lim h x lim e 2 0 2 2
 

     . 

    Έζηω  3 4x ,x ln2,   κε    

      3 34 4 1 2x xx x x x

3 4 3 4x x e e 3e 3e 3e 2 3e 2 h x h x            άξα ε 

   ζπλάξηεζε h είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  2 ln2,    αθνύ είλαη ζπλερήο ζην  . 

          
h

2
ή x

h A h ln2 , lim h x 4,
  

  


1

 αθνύ  

        x

x x
lim h x lim 3e 2 3 2
 

        . 

    Άξα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο h είλαη :        1 2h A h A h A 2,    .  

         

γ)  Τν 0 δελ αλήθεη ζην ζύλνιν ηηκώλ ηεο h νπόηε ε εμίζωζε  h x 0  είλαη αδύλαηε. 

δ)    1 2h A h A  νπόηε ε h είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην .  

    Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε        g x 2h x h h      . 
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       Η g είλαη ζπλερήο ζην  ,   ζαλ δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 

                 g 2h h h h h 0                  
h

h h
 
     
 

1

  

                 g 2h h h h h 0            . 

      Άξα    h h 0     νπόηε ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο Bolzano  

      δειαδή  ππάξρεη  ,    ηέηνην ώζηε  
   h h

h , ln 2
2

  
     . 

      Τν γ είλαη κνλαδηθό αθνύ ε είλαη γλεζίωο αύμνπζα θαη 1-1. 

 

 

2ο Γηαγώνηζμα  
 

ΘΔΜΑ Α 

Α1. Έζηω   1

1 1 0P x x x ... x 

      . Σύκθωλα κε ηηο ηδηόηεηεο νξίωλ, ηζρύεη: 

         
0 0 0 0 0

1 1

1 1 0 1 1
x x x x x x x x x x
lim P x lim x x ... x lim x lim x lim x   

   
    

                           

0
0

x x
lim


 
0 0 0

1

1 1 0
x x x x x x
lim x lim x ... lim x 

 
  

        

 1

0 1 0 1 0 0x x ... x P x 

        

 

Α2.ΣΣΣΣΛ 

 

ΘΔΜΑ Β 

Β1.      f , 1 1,0 0,          

        f ,3     

Β2.     i)    
x 1 x 1
lim f x 0 lim f x

  
   άξα  

x 1
lim f x 0


 . 

       ii) 
 x 1

1
lim

f x
   αθνύ  

x 1
lim f x 0


  θαη  f x 0 .  

            
 x 1

1
lim

f x
  αθνύ  

x 1
lim f x 0


  θαη  f x 0 νπόηε δελ ππάξρεη ην 
 x 1

1
lim

f x
 

      iii) 
 x

1
lim 0

f x
  αθνύ  

x
lim f x


  . 

 Β3. i) Η g είλαη ζπλερήο ζην  3,3  ,    g 3 2 g 3 2      νπόηε ηθαλνπνηνύληαη νη  

         πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο ελδηάκεζωλ ηηκώλ ζην   3,3 . 

     ii)    
3

g 3 g 3
2

    νπόηε από ην γ)i) ππάξρεη  0x 3,3   ηέηνην 
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         ώζηε   0

3
g x

2
 .  

     iii)  2 g 2 2     (1). 

           
3 3

2 g 2 4 2g 4
2 2

   
         

   
 (2). 

            
5 5

2 g 2 6 3g 6
2 2

   
         

   
 (3). 

                    
3 5

1 2 3 12 g 2 2g 6g 12
2 2

   
           

   
  

           
 

3 5
g 2 2g 6g

2 2
2 2

6

   
     

   
    

         Ο αξηζκόο

 
 

3 5
g 2 2g 3g

2 2
2,2

6

   
     

   
   νπόηε ππάξρεη  1x 3,3   ηέηνην 

        ώζηε   
 

1

3 5
g 2 2g 3g

2 2
g x

6

   
     

   
  . 

 

     Β4 α)      h f gA A 3, 1 1,0 0,3          . 

           β) Θεωξνύκε ην δηάζηεκα   1 3, 1    . 

            Έζηω  1 2x ,x 3, 1    κε    
f

1 2 1 2x x f x f x  
1

 (4) 

                                                   
g

1 2 1 2x x g x g x  
1

 (5) . 

               

                     1 1 2 2 1 2 1 24 5 f x g x f x g x f g x f g x h x h x           . 

     Άξα ε h είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην 1 . 

             
h

1
x 3 x 1

h A lim h x , lim h x ,2
  

  
1

   αθνύ  

          
x 3 x 3
lim h x lim f x g x 2

  
       θαη  

           
x 1 x 1
lim h x lim f x g x 0 2 2

  
      

      Τν  10 h A  νπόηε ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ  1 3, 1     ηέηνην ώζηε  h 0  . 

     Τν μ είλαη κνλαδηθό αθνύ ε h είλαη γλεζίωο αύμνπζα θαη 1-1.  

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

  2 1
f x x x 1 xf 1,x 0

x

 
      

 
(1) 
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Γ1.      2 21 f x x x 1 f x x 1 x        (2). 

        

      
 

1
x 2

x 0x
2 2

f x1 1 1
1 xf 1 x 1 xf x 1 1 1 1

x x x x


     

                 
     

   

        
2

2

x 1
f x x x f x x

x


   

2x 1

x


  2x f x x 1 x     (3). 

           22 , 3 f x x 1 x,x 0     . 

      Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην 0 έρνπκε      2

x 0 x 0
f 0 lim f x lim x 1 x 1

  
      . 

     Άξα   
2x 1 x,x 0

f x
1 ,x 0

   
 



 

Γ2 α)     
2

2

x x x

x
lim f x lim x 1 x lim
  

   
21 x 

2 x

1
lim

xx 1 x 


 

0

2

1

1
1

x





0
0

1





. 

     β) 
  2

x x x

f x 4x x 1 3x x
lim lim lim

2x 3 2x 3  

  
 

  x

2

1
1

x




0

3

3
2

x





0

4
2

2
  . 

    γ) 
 x

1
lim

f x
   αθνύ  

x
lim f x 0


  θαη  

            2 2f x x 1 x x x f x x x 0          . 

    

    δ)             x f x f x f x f x x f x f x        . 

               
x x
lim f x 0 lim f x
 

    νπόηε από θξηηήξην παξεκβνιήο                        

            
x
lim x f x 0


   . 

 

Γ3. α) Έζηω  1 2x ,x 0,   κε  

         
1 2x ,x 0

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2x x 4 x x x 1 x 1 x 1 x 1


            (5) . 

                    

   
2 2
1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

x 1 x x x x x 0
2 2

1 1 2 2
2 2x 1 x x x x x 0
1 1 2 2

1 1
4 5 x 1 x x 1 x

x 1 x x 1 x

      

      

         
   

      

           

2

1 1

2

1

x 1 x

x

 

2

11 x 

2

2 2

2

2

x 1 x

x

 


2

21 x 
   2 2

1 1 2 2 1 2x 1 x x 1 x f x f x        . 
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             άξα ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0, .  

β) Θεωξνύκε ην δηάζηεκα   1 0,   . 

                   
f

1
x x 0

f A lim f x , lim f x 0,1
 

 
2

  

           Τν  1

1
f A

2
  νπόηε ππάξρεη  0   ηέηνηνο ώζηε    

1
f 2f 1

2
      . 

             Τν ζ κνλαδηθό αθνύ ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα θαη 1-1.  

 

Γ4. α)            2 2 2h x 2e h x f x h x 2e h x e f x e               

           
2 2h x e f x e 0    . 

        H ζπλάξηεζε    x f x e    είλαη ζπλερήο ζην  0,  ζαλ δηαθνξά ζπλερώλ  

        ζπλαξηήζεωλ, είλαη δηάθνξε ηνπ κεδελόο άξα δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν νπόηε 

         

                  2 2 2 2h x e f x e h x f x e e h x x 1 x e e               

ή 

          

              2 2 2 2h x e f x e h x f x e e h x x 1 x e e                 

     β)    
1

h 0 f 0
2

     ,νπόηε  h x 0  αθνύ δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν. 

          Οπόηε   2 2h x x 1 x e e     . 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1. α)      
3x 0

3 2 2 3f x xf x x f x 2x


      

         
     

3 2 2
f x f x f xx

2
x x x x

     
         

    
 

         
     

3 2
2

3 2

2x

f x f x f xx
lim 2 a a 0 a 2

x x x x

     
             
     

 

           3 2 2

0
ύ, 4 0

2 0 1 2 2 0 1


  

 
              
 
 

 . 

          
x 0x 1 1 1 x 1

.
x x x x x x

  
     


  

            
x x

1 1
lim 0 lim

x x 

 
   
 

 νπόηε από θξηηήξην παξεκβνιήο 
x

x
lim 0

x

 
 


  

β) 
     6 5 2 4 3

x

f x x f x x f x x
lim

x 2

      


 
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        3 3 2 2 3

x

f x f x x f x x f x x
lim

x 2

      


 
 

     
 3 3 3

x x

2x f x x
lim lim

x 2 




  3x

 
3

3 3

f x
2

x

x 2

x x

 
  
 






 

    
 

x

f x
lim 2

x


3
0

3

1

x

x

  
   
      

0

3

2

x


 0
2     . 

   x 1 x 2 1 0         νπόηε 
3 3 3

x 2 x 2
0 0

x x x

  
     αθνύ  

    x x 0   . 

  
x 0

3 3 3 3 3 3

x 1 1 1 x 1
.

x x x x x x

  
     


  

     
3 3x x

1 1
lim 0 lim

x x 

 
   
 

 νπόηε από θξηηήξην παξεκβνιήο 
3x

x
lim 0

x

 
 


.  

 

Γ2.            3 2 2

0 ύ 8 0

g x 2g x 3g x x g x g x 2g x 3 x
   

 
         

 
 

      
   2

x
g x .

g x 2g x 3


 
 

             
22 2

0

g x 2g x 3 g x 2g x 1 2 g x 1 2 2


               

   
   2

1 1

g x 2g x 3 2


 
. 

      
   

 
2

x x xx
g x g x

g x 2g x 3 2 2 2
     

 
 (1) . 

     
x 0 x 0

x x
lim 0 lim

2 2 

 
   
 

 νπόηε από θξηηήξην παξεκβνιήο  
x 0
limg x 0


 . 

          
x 0

1 0 g 0 0 g 0 0


      (2) 

             
x 0

1 , 2 limg x g 0


   άξα ε g είλαη ζπλερήο ζην 0.  

 

Γ3.  Έζηω 1 2x ,x   κε        3 3

1 2 1 2g x g x g x g x (3)     

                 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2g x g x g x g x 2g x 2g x 4     . 

            1 2 1 2g x g x 3g x 3g x (5)    



                            Γηαγωνίζμαηα 

198 

 

                    3 2 3 2

1 1 1 2 2 2 1 23 4 5 g x 2g x 3g x g x 2g x 3g x x x            

   άξα ε g είλαη 1-1 νπόηε αληηζηξέθεηαη. 

   Θέηνπκε  g x y . 

     3 2 1 3 2* y 2y 3y x g y y 2y 3y         νπόηε ε αληίζηξνθε ηεο g έρεη ηύπν 

   1 3 2g x x 2x 3x     κε  1g
g A    . 

 

Γ4.  Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε    

       1 3 2a x g x x x 2x    23 2x    3 22x 2 x 2x 1 x 1 x x 1          . 

  Δπεηδή  1 0   εμεηάδνπκε ύπαξμε ξίδαο ηεο ζπλάξηεζεο   2x x x 1     ζην  

   δηάζηεκα  0,1 . 

  Η ζπλάξηεζε β είλαη ζπλερήο ζην  0,1  ζαλ δηαθνξά ζπλερώλ ζπλαξηήζεωλ. 

     0 1 0    ,   1 1 0    νπόηε    0 1 0   . 

   Δπνκέλωο ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο Bolzano ζην  0,1   νπόηε  

    ππάξρεη  0x 0,1  ηέηνηνο ώζηε  

               1 1

0 0 0 0 0 0x 0 a x 0 g x x 0 g x x           . 

     άξα νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ 
1g
 θαη θ ηέκλνληαη ζ’ έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν  

    κε ηεηκεκέλε   0x 0,1 . 

 

3ο Γηαγώνηζμα  
 

Θέμα 1ο 
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Θέμα 2ο 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Θέμα 3ο 
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i)                                                   ii)       

 

 

 

 

 

 

 

ii) Οη 1f f
C ,C   έρνπλ ην ίδην είδνο κνλνηνλίαο θαη ζηελ πεξίπηωζε πνπ ε f είλαη 

γλεζίωο αύμνπζα ηα θνηλά ζεκεία ηεο  1f f
C ,C   βξίζθνληαη πάλω ζηελ 

δηρνηόκν 1
νπ

 ,3
νπ

 ηεηαξηεκνξίνπ 

 

Β.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γ η) 

x 1,x 1

f (x) 2x 3,1 x 2

x 4,x 2

 


   
   

     ηη)
x 1,x 1

f (x)
2x 3,x 1

 
 

 
  

 

Θέμα 4ο 

α) i) fD   

ii) Λόγω ζπκκεηξίαο ηεο -f ωο πξνο ρ΄ρ άμνλα είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην ( ,1]  θαη  

    γλεζίωο θζίλνπζα ζην [1, ) .  

    Πξάγκαηη ζην ( ,1] : γηα θάζε 1 2x ,x ( ,1]  κε  

   1 2 1 2 1 2x x f (x ) f (x ) f (x ) f (x )       είλαη     

    γλεζίωο αύμνπζα θαη ζην [1, ) :  1 2x ,x [1, )     

    1 2 1 2 1 2x x f (x ) f (x ) f (x ) f (x )       είλαη γλεζίωο θζίλνπζα  

 

 iii) 
x 1
lim( f (x)) 0


  , 
x 3
lim( f (x)) 0


  , 
x
lim ( f (x))


   ,   
x
lim ( f (x))


   ,  

        
x 1
lim( f (x)) 4


   

ην) Η fC  είλαη ζπκκεηξηθή ηεο fC , ωο πξνο ηνλ ρ΄ρ άμνλα . 
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-f   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

β) i) 
f

D   

ii) f (x) :   Σην ( , 1]   ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα θαη κε αξλεηηθή άξα f (x) f(x)   

   νπόηε ε f  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα. Σην [-1,1] ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα θαη κε ζεηηθή  

   νπόηε f (x) f(x)   νπόηε ε f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα. Σην [1,3] ε f είλαη γλεζίωο  

   αύμνπζα θαη κε ζεηηθή νπόηε f (x) f(x)   νπόηε ε f  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα.. Σην  

    3,  ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα θαη κε αξλεηηθή νπόηε f (x) f(x)   

    νπόηε ε f  είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 

 

iii) 
x 1
lim( f (x) ) 0


 , 
x 3
lim( f (x) ) 0


 , 
x
lim ( f (x) )


  ,   
x
lim ( f (x) )


  , 
x 1
lim( f (x) ) 4


  

iv) Η
f

C  ηαπηίδεηαη ζην ( , 1]   θαη ζην [3, )  κε ηελ 
fC , ελώ είλαη ζπκκεηξηθή ηεο 

fC

,ωο πξνο ρ΄ρ  άμνλα, ζην [-1,3] 

f (x)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

γ)  i) 
f

D ( , 1] [3, )      

ii) Σην ( , 1]   γηα θάζε 1 2x ,x ( ,1]   κε  1 2 1 2 1 2x x f (x ) f (x ) f (x ) f (x )       

   είλαη γλεζίωο θζίλνπζα θαη ζην  3,   γηα θάζε 1 2x ,x [3, )   κε   

   1 2 1 2 1 2x x f (x ) f (x ) f (x ) f (x )       είλαη γλεζίωο αύμνπζα. 
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iii)
x 1 x 1
lim( f (x)) lim ( f (x)) 0

 
  , 

x 3 x 3
lim( f (x)) lim( f (x)) 0

 
  , 

x
lim ( f (x))


  ,   

x
lim ( f (x))


  , 
x 1
lim( f (x))


δελ είλαη θαιά νξηζκέλν. 

 

iv)  

 

 

 

 

 

 

 

 

δ) i) 1

f

D { 1,3}   

ii)  
1

f
 :    Σην ( , 1)   ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα θαη ζεηηθή νπόηε ε 

1

f
 είλαη γλεζίωο  

   αύμνπζα ( 1 2 1 2

1 2

1 1
x x f (x ) f (x )

f (x ) f (x )
     ) . Σην (-1,1] ε f είλαη γλεζίωο  

   θζίλνπζα θαη αξλεηηθή νπόηε ε 
1

f
 είλαη γλεζίωο αύμνπζα   

   ( 1 2 1 2

1 2

1 1
x x f (x ) f (x )

f (x ) f (x )
     ).  

    Σην [1,3) ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα θαη αξλεηηθή  νπόηε ε 
1

f
 είλαη επίζεο γλεζίωο  

   θζίλνπζα 1 2 1 2

1 2

1 1
x x f (x ) f (x )

f (x ) f (x )
     . Σην (3, ]  ε f είλαη γλεζίωο  

   αύμνπζα θαη ζεηηθή νπόηε ε 
1

f
  είλαη γλεζίωο θζίλνπζα. 

 

iii)
x 1

1
lim

f (x)
  , 

x 1

1
lim

f (x)
   δελ ππάξρεη ην 

x 1

1
lim

f (x)
 

    
x 3

1
lim

f (x)
  , 

x 3

1
lim

f (x)
   δελ ππάξρεη ην 

x 3

1
lim

f (x)
 

    
x

1
lim

f (x)
=0, 

x

1
lim

f (x)
=0  ,   

x 1

1 1
lim( (x))

f 4
   

 

iv)
1

f
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4ο Γηαγώνηζμα  
 

Θέμα Α 
Α 1. α) Λ  β) Λ  γ) Σ  δ) Λ  ε) Λ  ζη) Λ  δ) Λ  ε) Λ  ζ) Σ  η) Σ   

 

Α 2. Η 1C  είλαη ζπλερήο ζην  ,  , όκωο    f 0, f 0     δειαδή    f f 0    θαη γη     

       απηό δελ ηζρύεη ην Θ.Β. Δπεηδή ε 1C  δελ ηέκλεη ηνλ x΄x, ε εμίζωζε  f x 0  δελ έρεη  

       ξίδεο ζην  ,  . 

       Η 2C  δελ είλαη ζπλερήο ζην  0x ,   , νπόηε δελ είλαη ζπλερήο ζην  ,  . Όκωο  

         f f 0    αθνύ  f 0   θαη  f 0  . Η 2C ηέκλεη ηνλ x΄x ζε έλα ζεκείν, νπόηε  

      ε εμίζωζε  f x 0  έρεη κηα ξίδα ζην  ,  . 

      Η 3C  δελ είλαη ζπλερήο ζηα α θαη β, νπόηε δελ είλαη ζπλερήο ζην  ,  .Όκωο  

         f f 0    αθνύ  f 0   θαη  f 0  . Η 3C ηέκλεη ηνλ x΄x ζε έλα ζεκείν, νπόηε  

      ε εμίζωζε  f x 0  έρεη κηα  ξίδα ζην  ,  . 

      Η 4C  δελ είλαη ζπλερήο ζην β, νπόηε δελ είλαη ζπλερήο ζην  ,  . Δπεηδή  

        f ,f 0    είλαη    f f 0   .Η 4C ηέκλεη ηνλ x΄x ζε έλα ζεκείν, νπόηε ε  

      εμίζωζε  f x 0  έρεη κηα ξίδα ζην  ,  . 

 

Θέμα Β 
Β 1.    2 6 2 6f x x 0 f x x     

      Γηα θάζε x 0  είλαη    6 2x 0 f x 0 f x 0      θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο  

     δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  ,0  θαη  0, . Άξα  

        2 6 3f x x f x x    . Οη δπλαηνί ηύπνη ηεο f είλαη: 

       3f x x , x   ή   3f x x , x    ή  
3

3

x ,x 0
f x

x , x 0

 
 

 
  ή  

3

3

x ,x 0
f x

x , x 0

 
 


 

 

Β 2. Έζηω 1 2x ,x   κε 1 2x x , ηόηε:    3 3

1 2 1 2x x f x f x    άξα ε f είλαη γλεζίωο  

       αύμνπζα ζην , νπόηε είλαη 1-1 θαη αληηζηξέθεηαη. 

        3f x y x y     

      Αλ y 0  ηόηε 3x y , ελώ αλ y 0  ηόηε 3x y   , άξα  
3

1

3

y , y 0
f y

y, y 0


 

 
  

,  

      νπόηε  
3

1

3

x , x 0
f x

x, x 0


 

 
  

. 

 

B 3. Γηα x 0 :    1 3 9 93f x f x x x x x x x 0          
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       8x x 1 0 x 0     ή x 1  ή x 1   πνπ απνξξίπηεηαη. 

     Γηα x 0 :       

          1 3 9 9 83f x f x x x x x x x 0 x x 1 0                

       x 0  απνξξίπηεηαη ή x 1  απνξξίπηεηαη  ή  x 1   δεθηή 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β 4. α) 
 

 

66

23

3

x u x u

x u
2 33 x u

6x 1 x 1 x 1 u 1 u 13

f x x 2 x x 2 u u 2
lim lim lim

x 1 u 1f x 1

  





     

     
  

 
   

                
 

u 1

u 1
lim


  
 

2u 2u 2

u 1

 

  5 4 3 2

5

6u u u u u 1


    
 

       β) Δίλαη  
x
lim f x


  , νπόηε 

          
 

 
1

u
f x

x x u 0 u 0
u 0

1 1 u
lim f x lim u lim 1

f x u u



   


 
     

 
   

 

      γ)  
   

 f x u
f x u

x x u
u

lim e f x lim e u


 

  


   
 

 

        Δίλαη
u u u u u ue u e u e e e u e             . Δπεηδή  

         u u

u u
lim e lim e 0 

 
   , από ην θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη 

u

u
lim e u 0


   

 

Β 5.    2 4 5 2f f 2 3 7 14 8            

       Αληηθαζηζηώληαο όπνπ ξ ην x, ε εμίζωζε γίλεηαη: 

         2 4 5 2 6 3 4 5 2f x f x 2x 3x 7x 14x 8 x x 2x 3x 7x 14x 8 0               

      Έζηω    6 5 4 3 2g x x 3x 2x x 7x 14x 8, x 1,2        . 

      Δίλαη  g 1 1 3 2 1 7 14 8 0        ,  g 2 64 96 32 8 28 28 8 0         
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      Με ρξήζε ηνπ ζρήκαηνο Horner ε g γίλεηαη:      4g x x 1 x 2 x x 4      

      Έζηω    4h x x x 4, x 1,2    . Δίλαη    h 1 2 0, h 2 14 0      δειαδή  

         h 1 h 2 0  θαη επεηδή ε h είλαη ζπλερήο ωο πνιπωλπκηθή, ππάξρεη  1,2  ηέηνην,  

      ώζηε  h 0  . Δύθνια απνδεηθλύεηαη όηη ε h είλαη γλεζίωο αύμνπζα, νπόηε ην ξ είλαη  

      ε κνλαδηθή ηεο ξίδα. 

     Δίλαη       g x x 1 x 2 h x    θαη       g 1 2 h 0      . 

 

 

Θέμα Γ 

Γ 1. Έζηω 1 2x ,x   κε        3

1 2 1 1g f x g f x x 3x 1    3

2 2x 3x 1     

       3 3 2 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2x x 3x 3x 0 x x x x x x 3 x x 0             

     2 2

1 2 1 1 2 2 1 2x x x x x x 3 0 x x        ή  
2 2

1 1 2 2x x x x 3 0     (1) 

   Η (1) είλαη εμίζωζε 2νπ βαζκνύ ωο πξνο 1x  κε  2 2 2

2 2 2x 4 x 3 3x 12 0         νπόηε  

   είλαη αδύλαηε. Δπεηδή γηα      1 2g f x g f x  είλαη 1 2x x , ε g f  είλαη 1-1 θαη  

     αληηζηξέθεηαη. 

 

Γ 2. Έζηω 1 2x ,x   κε    1 2f x f x , ηόηε      1 2g f x g f x   

        
g f 1 1

1 1 1 2g f x g f x x x


   .Άξα ε f είλαη 1-1 θαη αληηζηξέθεηαη. 

 

Γ 3.                3 3 3 3 3 3 3 3f x 3f x f x 3f x f x 3f x 1 f x 3f x 1           

              
g f 1 1

3 3 3 3g f x g f x g f x g f x x x x x 0


          

    2x x 1 0 x 0     ή  2x 1 x 1    . 

 

Γ 4. Έζηω    
1

g f x u


  ηόηε   x g f u . 

   Όηαλ x 5  ηόηε   g f u 5 . Όκωο      
gof ή

u 1
gof 1 5 lim g f u 5

 


    άξα    

     u 1 .  Τόηε: 

   
   

  

1

3 3x 5 u 1 u 1 u 1

g f x 1 u 1 u 1 u 1
lim lim lim lim

x 5 g f u 5 u 3u 1 5 u 3u 4



   

   
   

      
 

            
u 1

u 1
lim




 u 1  2

1

6u u 4


 
 

 

Γ 5.             
1 1

3x x x xg f f x e 3e 1 g f f x g f e f x e


        

     xf x y e y 0 x ln y      . Τόηε: 
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       3 3g f x x 3x 1 g y ln y 3ln y 1, y 0        , άξα  

      3g x ln x 3ln x 1, x 0     

 

Θέμα Γ 

Γ 1.  
  

  

2

2y y 2 2

ln x x y 2y 2 yln x x
f x lim lim

y 2y 2 y y 2y 2 y y 2y 2 y
 

   
  

        
 

    

  2

2y

2 2
ln x x y 1 y

y y
f x lim

y

 
    

 


22y 2 y  

 

y

ln x x y

lim






2
1

y


0

2

2

y


0

1

y

 
 
 
 

2
2

y


0


 
 
 
 

 

               
2  ln x x

2


ln x x   

 

Γ 2.  ln x 1821 x lnx x 1821 f x 1821       . 

      Έζηω 1 2x ,x 0  κε 1 2x x , ηόηε 1 2ln x ln x  θαη 

       1 1 2 2 1 2ln x x ln x x f x f x       f γλεζίωο αύμνπζα ζην  0, . 

    Δίλαη    
x x
lim f x lim ln x x
 

      θαη  

       
x 0 x 0
lim f x lim ln x x 0

  
      . 

   Η f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0,   , νπόηε έρεη αληίζηνηρν ζύλνιν  

    ηηκώλ:         
xx 0

f lim f x , lim f x ,
 

      . 

   Δπεηδή  1821 f  , ππάξρεη 0x   ηέηνην, ώζηε  0f x 1821  θαη επεηδή ε f είλαη  

    γλεζίωο αύμνπζα, ην 0x  είλαη κνλαδηθό. 

 

Γ 3. 
e

e e e ln ln ln
e


  



  
           

  
 

      ln ln f f       πνπ ηζρύεη αθνύ ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα θαη    

 

Γ 4. Δπεηδή 
1 x ln xe 0    γηα θάζε x 0 , έρνπκε: 

   - Αλ  ln x x 0 f x 0     Η εμίζωζε είλαη αδύλαηε. 

   - Αλ  ln x x 0 f x 0     ε εμίζωζε γίλεηαη:  

          1 x ln xln x x e ln ln x x 1 x ln x lnf x f x 1             

           
f 1 1 1 1

f f x f 1 f x 1 f 1 x 1
  

     
1

. Δπεηδή  f 1 1 0   ε x 1  είλαη δεθηή  
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    ιύζε. 

 

Γ 5. 

       x x

x x x
lim ln x x ln xe lim f x ln x lne lim f x ln x x
  

                  
 

       
 

   
f x u

x x u u
u

u
lim f x f x lim u u lim u 1 0 1

u



   


  
               

  
 γηαηί 

   
uu 1 1 u 1

u u u u u u

 
      . Δίλαη 

u u

1 1
lim 0 lim

u u 

 
    
 

, νπόηε από ην  

   θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη 
u

u
lim 0

u


 . 

 

5ο Γηαγώνηζμα  
 

Θέμα Α 
Α 1. α. Λ   β. Λ   γ. Λ    δ. Λ   ε. Σ   ζη. Σ   δ. Λ.  

A2. 1 , 2 , 3    

Σηήλε Α Σηήλε Β 

 

 

 

1. 

 

 

 

 

 

2. 

 

 

 

 

 

3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α.      
0 0

0
x x x x
lim f x f x lim f x

  
   

 

β.    
0

0
x x
lim f x f x


  

 

γ.  
0x x

lim f x


   

 

δ.    
0

0
x x
lim f x f x


   

 

ε.      
0 0

0
x x x x
lim f x lim f x f x

  
   

 

 

 

 

 

 

x 

y 

O 
 

x 

y 

O  

x 

y 

O 
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Α 3. γ Α 4. γ 

 

Θέμα Β 
B 1. Γηα θάζε x 3   έρνπκε:  

        

          2 2

x 3 x 3
f x x 3 x x lim f x x 3 lim x x 0 9 3

 
                   

   3 9   (1).  Τόηε: 

       
    2

x 3 x 3 x 3

x 3 x 3 x 3x x 3 9
lim f x lim lim

x 3 x 3  

      
  

 
 

          
 

x 3

x 3
lim


  x 3

x 3

 


6    

       
x 3
lim f x 4 6 4 2


        θαη από ηελ (1) 3   . 

 

Β 2.  
 2 x 3x 2x 3

f x
x 3

 
 



 x 1

x 3




x 1   

     Θέηνπκε  6 f x u κε 6

x 2 x 2
limu lim x 1 1
 

   , ηόηε   23 f x u  θαη   3f x u , νπόηε: 

     
   

 

 2 33

3x 2 u 1 u 1

u 1f x f x 2 u u 2
lim lim lim

u 1f x 1  

   
 



 
 

2u 2u 2

u 1

 

  2

5

3u u 1


 
 

     

B 3. 
 

x 2 x 2 x 2 x 2

f x x 3 x 1 x 4 x 1 x 2 2x 4
lim lim lim lim

2 3x 4 2 3x 4 3x 2 4 3x 6   

        
   

      
  

                                     
 

x 2

2 x 2
lim




 3 x 2

2

3
  γηαηί  

         
x 2 x 2 x 2
lim x 1 1 0 x 1 0, limx 2 0 x 0, lim 2 3x 4 0 2 3x 0
  

                   

       θνληά ζην 2.   

B 4. 
 

   
 

 
2016 2016 2016x 2 x 2 x 2

f x 3 x 2 1
lim lim lim x 2

x 2 x 2f x 1  

  
     

       

 γηαηί  

        
x 2
lim x 2 4


   θαη
 

 
2016

x 2 u

2016 2016x 2 x 2 u 0
u 0

1 1
lim lim

ux 2

 

   


  


 

              

B 5. 
 

 

2 2

2 2x x x

xx f x x x 1
lim lim lim

x f x x x 1  

  
 

  

2

1 1
1

x x

x

 

2

1
1 1

1
x x



 
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Θέμα Γ 

       2 2 2εκ x 2x f x x f x 2 εκ x xf x     

   2 2 2 2εκ x 2x f x 2xf x 2εκ x      

        2 2 2 2εκ x 2x f x 2xf x 2εκ x    

   2 2 2 2 2 2εκ x x f x 2xf x x 2εκ x x        

        
22 2 2 2εκ x x f x x 2εκ x x     .  

      Δίλαη    2 2 2 2

x 0 x 0
lim x x lim 2 x x 0
 

      , άξα θαη   
2

x 0
lim f x x 0


   

 

Γ 2.  Δίλαη        
2 2

f x x f x x f x x        

             
2 2

f x x x f x f x x x        θαη από Κ.Π είλαη  
x 0
limf x 0


  

 

Γ 3.
 

   

 f x u

2 2x 0 x 0 x 0 x 0
u 0

f x u u 1
lim lim lim 1

f x f x u u u u 1



    


   
    

   
 

 

Γ 4. 
   

   

 f x u

x 0 x 0 u 0 u 0
u 0

u
3f x f x 3u u

lim lim lim
f x f x u u



    


 
 

   

u
3

u

u

 
 

  3 1
1

u 1 1
1

u


 

  
 

 

  

 

Γ 5.  Δίλαη     
x 0
lim f x 1 1 0 f x 1 0


        θνληά ζην 0. 

        
 

 
 

 
x 0 x 0 x 0

x x 1 1x f x 1 1 x
lim lim 1 f x 1 lim f x

xx 1 1 x 1 1  

                       
 

 

                
x 0

x
lim x 1 1 f x 0

x

 
   

 
 

 

 

Θέμα Γ 
 

Γ 1.  
  

x x x

x 1 x x 1 x x
lim f x lim lim

x 1 x  

   
 

 

1 x 
0

1
x 1 1

x


 

  
 

, 

        
  

x x x

x 1 x x 1 x x
lim g x lim lim

x 1 x  

   
 

 

1 x 
0

1
x 1 1

x


 

  
 
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Γ 2. 

   
x 1 x 1

x 1 x 1 x x x x 1 x x1 x

x xx x x

e e
lim e e e lim e 1 lim e e e 1

e e

 
    

  

  
                 

 

                f x g xx

x
lim e e e 1 1 1 1


        
 

 

         
 u f x

g x f x u

x x x u 0 u 0
lim e lim e lim e 1

 



    

 
   

 
  

 

Γ 3. Δίλαη x 1 x   θαη γηα θάζε x 0  είλαη  x 1 x f x 0    . 

    Θέηνπκε 
 
1

u
f x

  κε 
 x x

1
lim u lim

f x 
   , νπόηε 

   

 
 

 
 

x u u

1 1f x 1 u 1f x ulim lim lim u u
1f x

u

  

   

      

     
u

u
lim u 1 0 1

u

  
       

  
, γηαηί 

    γηα u 0  είλαη 
uu 1 1 u 1

u u u u u u

 
      . Δπεηδή 

u u

1 1
lim lim 0

u u 

 
   
 

  

    από ην θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη 
u

u
lim 0

u


 . 

 

Γ 4.  

       

2 2

x x

2 2 2

1
1

x 1 xlim lim
1 1 1 1

4
f x g x f x g x4

x x x

 




  

     

 

 γηαηί 

   
   
2 2 2 2 2

1 1

f x f x1 1 1

x x x x x

 

      θαη 
2 2x x

1 1
lim lim 0

x x 

 
   
 

 νπόηε από  

    θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη 
 
2x

1

f x
lim 0

x



 . 

   Όκνηα 
 

2x

1

g x
lim 0

x



 . Αθόκε 
   
1 1

1 1, 1 1
f x g x

        , νπόηε 
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           
1 1 1 1 1 1

2 2 2 4 6 4 0
f x g x f x g x f x g x

             

 

 

Γ 5.  
 

 
 

x u 0 u 0

ln f x ln u 1
lim lim lim ln u

f x u u   

 
       

   
 γηαηί u 0   όηαλ  

      u 0,
2

 
 
 

. 

 

 

6ο Γηαγώνηζμα 
 

Θέμα Α 
Α1. α) Παράδεηγμα 1 

          Η ζπλάξηεζε   2f x x 4x 3    είλαη ζπλερήο ζην  

            0,5  έρεη δύν ξίδεο ζην δηάζηεκα απηό, ηηο x 1  θαη  

           x 3 , όκωο    f 0 f 5 24 0   

 

 

 

 

    Παράδεηγμα 2 

    Η ζπλάξηεζε  
x 2, 1 x 3

f x
x 4, 3 x 5

   
 

   
  έρεη 2 ξίδεο  

    ζην  1,5  ηηο 2 θαη 4, είλαη    f 1 f 5 0  όκωο δελ είλαη  

    ζπλερήο ζην δηάζηεκα απηό. 

 

 

β) Παράδεηγμα 1 

Η ζπλάξηεζε  

2 1
2 x , x 1,

4
f x

1 1
x , x ,1

4 4

  
    

  
 

      

, παξαηεξνύκε όηη: 

- Γελ είλαη ζπλερήο ζην  1,1  

- Γελ είλαη παξαγωγίζηκε ζην  –1,1  

-    
3

f 1 1 f 1
4

     

Όκωο ζην 0x 0  ηζρύεη:  f 0 0   
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Παράδεηγμα 2 

Η ζπλάξηεζε   2f x x 4x 3    είλαη ζπλερήο ζην  1,4  παξαγωγίζηκε ζην  1,4  

   f 1 0 f 4 3   , όκωο  f 0 2 4 0 2         

 

Α2.  Γηα ηε ζπλάξηεζε  
2, x 0

f x
1, x 0


 


 είλαη  f x 0   γηα θάζε    x ,0 0,   ,  

      όκωο ε f δελ είλαη ζηαζεξή ζην    ,0 0,  , όπωο δηαπηζηώλνπκε θαη ζην  

      δηπιαλό ζρήκα.  

 

Α3. α) Σ  β) Λ  γ) Λ  δ) Λ  ε) Λ  ζη) Σ  δ) Σ  ε) Σ  ζ) Λ  η) Λ 

 

 

Θέμα Β 

Β1.Έζηω 1 2x ,x   κε 1 2x x , ηόηε 
7 7

1 2x x  θαη κε πξόζζεζε θαηά κέιε είλαη  

   
7 7

1 1 2 2x x x x       7 7

1 1 2 2 1 2x x 1 x x 1 f x f x f        1  

   Δίλαη    7 7

x x x
lim f x lim x x 1 lim x
  

       θαη  

      7 7

x x x
lim f x lim x x 1 lim x
  

      . 

   Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην  ωο πνιπωλπκηθή, έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην  f A  .  

   Δπεηδή ην 0 αλήθεη ζην ζύλνιν ηηκώλ θαη ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα, ππάξρεη κνλαδηθόο  

     ηέηνηνο, ώζηε  f 0  . 

 

Β2.Αξθεί ε εμίζωζε   7 7f x 5x 2 x x 1 5x 2 0 x 4x 3 0             λα έρεη  

    ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην  0,1 . Έζηω    7g x x 4x 3, x 0,1    . Παξαηεξνύκε όηη  

     g 1 0 , νπόηε δελ κπνξνύκε λα εθαξκόζνπκε ην ζεώξεκα Bolzano γηα ηε g ζην  0,1  

   θαη γη απηό παξαγνληνπνηνύκε ηε g. 

   Με  βάζε ην δηπιαλό ζρήκα Horner  

   είλαη 

 

 

       6 5 4 3 2g x x 1 x x x x x x 3         

   Έζηω    6 5 4 3 2h x x x x x x x 3, x 0,1        . 

   Δίλαη    h 0 3, h 1 3   , δειαδή    h 0 h 1 0  θαη 

   επεηδή ε h είλαη ζπλερήο ζην  0,1  ωο πνιπωλπκηθή, ιόγω ηνπ Θ.Bolzano ππάξρεη  

    0x 0,1  ηέηνην,  ώζηε  0h x 0 . Δίλαη      g x x 1 h x   θαη  

         0 0 0g x x 1 h x 
0

0 . 

 

Β3. f 1 1  1 αληηζηξέθεηαη. Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο 1f  είλαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f,  

1 0 0 0 0 0 -4 3 ξ = 1 

 1 1 1 1 1 1 -3  

1 1 1 1 1 1 -3 0 
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    άξα  1f
A f A   . 

 

Β4. Έζηω όηη  1f 3 a   ηόηε           
1 1

1f f 3 f a f a 3 f a f 1 a 1


        , δειαδή  

     1f 3 1  .Γηα θάζε x  είλαη  

                1 1 7 1 7 7f f x x f x x 1 x f x x 1 x x 1 1                 
 

 

        1 7 6f x x 1 7x 1 1 
      θαη γηα x 1  είλαη        1 1 1

f 3 8 1 f 3
8

  
    . 

   Η εθαπηνκέλε ηεο 1f
C   ζην 1x 3  έρεη εμίζωζε:  

           1 1 1 1 3 1 5
y f 3 f 3 x 3 y 1 x 3 y x 1 y x

8 8 8 8 8

  
             

 

 

 Β5. Έζηω     M x t ,y t , ηόηε    
1 5

y t x t
8 8

   κε  x t 8cm / sec  . 

   α) Δίλαη  

                 
2

2 2 2 21 5 65 10 25
OM x t y t x t x t x t x t

8 8 64 64 64

 
         

 
 

         
           2 25 1

d OM 13x t 2x t 5 5 13x t 2x t 5
64 8

        

        Δίλαη       21
d t 5 x t 2x t 5 , t 0

8
    . 

       

 
     

    

    

    2 2

5x t x t 12x t x t 2x t5
d t

16 2 5 x t 2x t 5 8 5 x t 2x t 5

  
  

     
 

       Τε ρξνληθή ζηηγκή 
0t πνπ είλαη  0x t 3  θαη  0y t 1 , είλαη: 

        

 
    

    
0 0

0
2

0 0

5x t x t 1 40
d t

8 5 x t 2x t 5

 
  

  

 
5

3 1

8



 2

20 20
2

101005 3 6 5
  

 
cm/sec 

 

   

 β) Τν νξζνγώλην ΟΑΜΒ έρεη εκβαδό  

             
1 5

E OA OB y t x t x t x t
8 8

 
     

 
 

    21 5
x t x t

8 8
  

    Δίλαη      21 5
E t x t x t , t 0

8 8
    κε  

        
1

E t
8

 
4

2      
5

x t x t x t
8

   θαη ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t  είλαη 
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               2

0 0 0 0

1 5 1 5
E t x t x t x t 3 8 8 11cm / sec

4 8 4 8
           

 

Θέμα Γ 
Γ1.  Έζηω όηη ε f   δελ αληηζηξέθεηαη. Τόηε ζα ππάξρνπλ ,   κε    ηέηνηα ώζηε  

       f f    .Λόγω ηνπ ζεωξήκαηνο Rolle γηα ηελ f   ε εμίζωζε  f x 0   έρεη  

    ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην  ,   πνπ είλαη άηνπν. Άξα ε f αληηζηξέθεηαη. 

 

Γ2.Δπεηδή    f 0 f 1  ιόγω ηνπ ζεωξήκαηνο Rolle γηα ηελ f ππάξρεη  1 0,1 :   

      1f 0    

     Δπεηδή ε f αληηζηξέθεηαη είλαη 1-1, νπόηε ην 
1  είλαη κνλαδηθό. 

 

Γ3. Αλ ε f είρε ηξείο ξίδεο ηόηε από ην Θ.R ε f   ζα έρεη ηνπιάρηζηνλ δύν ξίδεο θαη ε f    

     ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα, πνπ είλαη άηνπν. 

 

Γ4.            
2 2x x x xf x 2x 1 f x 0 e f x 2x 1 e f x 0          

     Έζηω    
2x xg x e f x ,  x 0,1 . 

    Η g είλαη ζπλερήο ζην  0,1  θαη παξαγωγίζηκε ζην  0,1  κε  

           
2 2x x x xg x e f x 2x 1 e f x     . 

    Δπεηδή        g 0 f 0 f 1 g 1   , ιόγω ηνπ ζεωξήκαηνο Rolle ππάξρεη  0,1 ηέηνην,  

    ώζηε  g 0         
2 2

e f 2 1 e f 0                f 2 1 f 0       

 

Γ5. Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ππάξρνπλ m,M  ηέηνηα, ώζηε  m f x M   γηα θάζε  

     x 0,1 . Άξα  
1 1

m f M, m f 0,2 M, m f M
3 e

   
        

   
 θαη κε πξόζζεζε θαηά  

     κέιε έρνπκε:  
1 1

3m f f 0,2 f 3M
3 e

   
       

   

 
1 1

f f 0,2 f
3 e

m M
3

   
    

   
  . 

    Δπεηδή ν αξηζκόο 

 
1 1

f f 0,2 f
3 e

3

   
    

   
 αλήθεη ζην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f, ππάξρεη  

     0x 0,1  ηέηνην, ώζηε  
 

0

1 1
f f 0,2 f

3 e
f x

3

   
    

   
 . 

 

Θέμα Γ 

Γ1.         x 2xf x f x e f x f x e 0      
     

    
        x x 2x2f x f x 2 e f x e f x 2e 0       
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       2 x 2xf x 2f x e e 0  
       2 xf x 2f x e 2xe c     

2
xf x e c   

     Γηα x 0  είλαη   
2

f 0 1 c c 9     άξα   
2

xf x e 9 
 
(1) 

     Έζηω     xg x f x e  , x . Δπεηδή  2g x 9 0   είλαη  g x 0  θαη επεηδή είλαη  

     ζπλερήο δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν. Δίλαη  g 0 3 0   άξα  g x 0  γηα θάζε x ,  

     νπόηε ε (1) γίλεηαη:  g x 3     x xf x e 3 f x 3 e      . 

 

Γ2. Δύθνια απνδεηθλύεηαη όηη ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα νπόηε είλαη θαη 1-1, νπόηε δελ  

     ππάξρνπλ ,   κε    ηέηνηα, ώζηε    f f   .Άξα δελ ππάξρεη δηάζηεκα  

       ,   ζην νπνίν λα εθαξκόδεηαη ην ζεώξεκα Rolle γηα ηελ f. 

 

Γ3.Αλ    ηζρύεη ε ηζόηεηα. 

      Αλ    ηόηε επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην  ,   θαη παξαγωγίζηκε ζην  ,   κε  

        xf x e  , ιόγω ηνπ Θ.Μ.Τ. ππάξρεη  ,    ηέηνην, ώζηε  

     
   f f 3

f e
  

    


e 3  e e e   


 
. 

     Δίλαη e e e          
e e

e e
 

 
  


 

        e e e e        . Όκνηα αλ   . 

 

Γ4. Να απνδείμεηε όηη    

       
     

 
x 1x 1

1

x 1 x 1 x 1

3 e 3 e f x f 1e e 1
lim lim lim f 1 e

x 1 x 1 x 1 e

  


  

    
    

  
.  

Γ5.          
1 1

1

0 0 0

3e 1
f f x 3 e f f x f 1 f x 1

e




       .  

     Δίλαη    x

x x
lim f x lim 3 e
 

     θαη    x

x x
lim f x lim 3 e 3

 
   . 

    Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην  

            
x x

f A lim f x , lim f x ,3
 

   . 

    Δπεηδή  1 f A  θαη f1  ππάξρεη κνλαδηθό 0x   ηέηνην, ώζηε  0f x 1 . 
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7ο Γιαγώνιζμα  
 

Θέμα A 

Α 1. α) Λάζνο γηαηί ε  ζπλάξηεζε  
x , x 0

f x
x, x 0

 
 

  

 είλαη ζπλερήο ζην 0 θαη δελ  

          είλαη παξαγσγίζηκε ζε απηό αθνύ 
   

x 0 x 0 x 0

f x f 0 x 1
lim lim lim

x 0 x x
    


   


 

  

       β) Σσζηό γηαηί αθνύ ε f είλαη 2 θνξέο παξαγσγίζηκε, ε f  είλαη παξαγσγίζηκε νπόηε  

          θαη ζπλερήο. 

  

       γ) Λάζνο γηαηί ην  0f x  είλαη αξηζκόο, νπόηε   0f x 0  . 

 

        δ) Λάζνο αθνύ από ην α ζθέινο πξνθύπηεη όηη δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0. 

 

        ε) Λάζνο γηαηί αλ ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε 

          
x 2, x 2

f x
2 x, x 2

  
 

 

 ηνπ δηπιαλνύ ζρήκαηνο, 

        βιέπνπκε όηη  f x 0  γηα θάζε x 2 , όκσο 

          
x 2
limf x 0


  

 

A 2. α)    f 1 g 1 60 3        

β)  : y 3 x 1 y 3x 3       

γ)      f 1 3 1 3 2 3 g 1         

δ)              gf 1 g 1 f 1 g 1 f 1 2 3 2 3 12              

    
       

 2

f 1 g 1 f 1 g 1f
1 0

g g 1

       
   

 
 

 

Θέμα Β 

Β 1. Δίλαη  
2

2

x , x 0
f x x x

x , x 0

 
  

 
. 

    Δίλαη
    2

x 0 x 0

f x f 0 x
lim lim

x  

 


x
0  θαη 

    2

x 0 x 0

f x f 0 x
lim lim

x  




x
0 . 

   Δπεηδή 
       

x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
lim lim 0

x x  

 
  , ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x 0  κε  

     f 0 0  . 
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Β 2.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β 3. Έζησ  1 2x ,x ,0   κε 1 2x x  ηόηε  

         2 2 2 2

1 2 1 2 1 2x x x x f x f x f ,0       1  

    Έζησ  1 2x ,x 0,   κε 1 2x x  ηόηε      2 2

1 2 1 2x x f x f x f 0,    1  

    Αλ ζεσξήζνπκε 1x 0  ηόηε   2

1 1f x x 0    θαη 2x 0  ηόηε  2f x 0  δειαδή θαη  

    πάιη    1 2f x f x , νπόηε ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην , νπόηε είλαη θαη 1-1 θαη  

    αληηζηξέθεηαη. Γηα θάζε x 0  είλαη   2f x y x y x y      κε y 0  θαη  

   γηα x 0  είλαη   2 2f x y x y x y x y           κε y 0 . Άξα  

     1
y, y 0

f y
y, y 0


 

 
  

 νπόηε  1
x, x 0

f x
x, x 0


 

 
  

. 

 

Β 4. Γηα θάζε x 0  είλαη: 

        1 2 4 4 3f x f x x x x x x x 0 x x 1 0 x 0 ή x 1               

    Γηα θάζε x 0  είλαη: 

   

     1 2 4 4 3f x f x x x x x x x 0 x x 1 0 x 0 ή x 1                 

 

   Κνηλά ζεκεία ησλ 1f f
C ,C  ηα      1, 1 , 0,0 , 1,1   

 

Β 5. Δπεηδή νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο δύν  

   αληίζηξνθσλ ζπλαξηήζεσλ είλαη  

   ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ y x ,  

   ζρεδηάδνπκε ηελ 1f  ζπκκεηξηθή ηεο f σο  

    πξνο ηελ y x . 
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Β 6. α) Δίλαη 
   2 2

x 0 x 0 x 0 x 0

1 1 1 1
lim lim , lim lim

f x x f x x      
     


νπόηε δελ ππάξρεη ην  

         
 x 0

1
lim

f x
. 

      β) 
 

  

   

2

2 2
x 0 x 0 x 0

1 2x 1 2x1 2x 1 2x
lim lim lim

f x x 1 2x x 1 2x    

  
  

 
   

  
2

2
x 0

2x 1
lim

x 1 2x

 
  
  

2

x 0

2x 1 1
lim 4 2

x 1 2x 1 1

  
    

     

  

          γηαηί 

u
2x u x

2

x 0 x 0 u 0 u 0

u 0

2x u u
lim lim lim 2 2

ux u

2

   



  

    



  
   . 

 

     γ) Δπεηδή γηα ηηκέο ηνπ x πνιύ θνληά ζην 1 είλαη x 0 , έρνπκε: 

       
 

 

2

22x 1 x 1 x 1

x 1x 1f x 1
lim lim lim

x 2x 1 x 1  


 

  
2

x 1

x 1




 

x 1

1
lim x 1 2

x 1

 
         

  

        γηαηί
x 1 u

x 1 x 1 u 0
u 0

1 1
lim lim

x 1 u



 

   


  


 

 

 

Θέμα Γ 
 

Γ 1. Δπεηδή ΜΝ//ΒΓ, ηα ηξίγσλα ΑΜΝ θαη ΑΒΓ είλαη όκνηα, νπόηε ν ιόγνο νκνηόηεηαο  

    ηνπο είλαη ίζνο κε ην ιόγσ ησλ πςώλ ηνπο, δειαδή  

    
AE 5 x

5

 
 

 

NM

10


2
NM 10 2x   . 

    Γηα ην εκβαδόλ  x  ηνπ νξζνγσλίνπ ηζρύεη όηη:  

           2x 10 2x x 10x 2x        . 

    Γηα ηε πεξίκεηξν  x ηνπ νξζνγσλίνπ ηζρύεη όηη:  

                x 2 2 20 4x 2x 20 2x                   

   Πξέπεη 
 

 

0 x 0 x 0
0 x 5

0 10 2x 0 x 5

     
      

      
 

 

Γ 2.Δίλαη      2t 10x t 2x t    θαη             t 10x t 4x t x t 2 5 2x t x t        . 

   Δίλαη    t 20 2x t    θαη    t 2x t    . 

      t t 2        5 2x t x t 2  x t  5 2x t 1     
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    5 2x t 1     x t 3   ή      5 2x t 1 x t 2     

   Τν νξζνγώλην ζηε πεξίπησζε απηή έρεη δηαζηάζεηο 3cm θαη 10 2 3 4cm    ή 2cm θαη  

   6cm. 

 

Γ 3.    4 4 2 4 2x x x 11 x 20 2x 10x 2x 11 x 2x 12x 9 0                

      3 2x 1 x x 3x 9 0 x 1        απνξξίπηεηαη 
3 2ή x x 3x 9 0    . 

   Έζησ    3 2g x x x 3x 9, x 1,2     . 

   Δίλαη    g 1 4 0, g 2 9 0     , δειαδή    g 1 g 2 0  θαη επεηδή ε g είλαη ζπλερήο  

   σο πνιπσλπκηθή, ζύκθσλα κε ην Θ.Bolzano, ε εμίζσζε  

     3 2g x 0 x x 3x 9 0       έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ζην  1,2 . 

 

Γ 4.           x 2 x 5 2x 5 2 x x 5 x 2x 5 0                

   Έζησ        2 2h x E x 5E x x 5x, x 2,3     . 

   Η h είλαη ζπλερήο ζην  2,3  σο πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ θαη παξαγσγίζηκε ζην  

    2,3  κε        h x 2 x x 5 x 2x 5         . 

   Δίλαη      2 2h 2 E 2 5E 2 4 10 12 5 12 6 90         ,  

        2 2h 3 E 3 5E 3 9 15 12 5 12 6 90         . 

   Δπεηδή    h 2 h 3 , ζύκθσλα κε ην Θ.Rolle, ππάξρεη  2,3  ηέηνην, ώζηε  

    h 0        2 5 2 5        

 

 

Θέμα Γ 
Γ 1. Παξαηεξνύκε όηη  f 0 1  θαη  f 1 1 2 1 2 0        , δειαδή    f 0 f 1 0  . 

   Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην  1,0 σο πνιπσλπκηθή, ζύκθσλα κε ην Θ.Bolzano, ε  

   εμίζσζε  f x 0  έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ζην  1,0 , άξα 1   . 

 

Γ 2. Έζησ 1 2x ,x   κε 1 2x x .  

   Δίλαη 
5 5

1 2x x  (1) θαη 1 2 1 22x 2x 2x 1 2x 1      (2). 

   Με πξόζζεζε θαηά κέιε ησλ (1),(2) έρνπκε:  

      5 5

1 1 2 2 1 2x 2x 1 x 2x 1 f x f x f        1  

   Δίλαη    5 5

x x x x
lim f x lim x , lim f x lim x
   

      . 

   Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην   έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην  

         
x x

f lim f x , lim f x
 

    

 

Γ 3.               
f 1 1

5 5f x 2f x 36 f x 2f x 1 37 f f x f 2 f x 2


           
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   Δπεηδή ην 2 αλήθεη ζην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f, ππάξρεη κνλαδηθόο 1x   ηέηνηνο, ώζηε  

    1f x 2 . 

     

Γ 4. α)     
 

   
f x u

x u u u

u
lim f x f x lim u u lim u 1 1 0

u



   

  
            

  
  

       γηαηί γηα θάζε u 0  είλαη  
uu 1 1 u 1

u u u u u u

 
      . Δπεηδή  

      
u u

1 1
lim lim 0

u u 

 
   
 

, από ην θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη 
u

u
lim 0

u


 . 

 

      β)
     

   

2

2

x x

f
f x f x f x

lim lim
f x f x 

 

 

 
 

 

 

f x
x 1

f x

f x

 
 

 

 
 

 f x u

uf x
1

f x




 

 
 

 

  

        
u

u
1

1 0ulim u
u 1 0

1
u



 
  

     
  

 

 γηαηί γηα θάζε u 0  είλαη   

        
uu 1 1 u 1

u u u u u u

 
      . Δπεηδή  

        
u u

1 1
lim lim 0

u u 

 
   
 

, από ην θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη 
u

u
lim 0

u


 . 

 

Γ 5. α)      2 2 2 5g x x 2xg x f x x x       

             2 2 5g x 2xg x x x   2 52x 1 x x      

             
2 22

g x x x 1 g x x x 1        (3) 

      Δπεηδή x 1 0   γηα θάζε x 1  , είλαη    h x g x x 0    γηα θάζε x 1  . 

     Δπεηδή επηπιένλ ε h είλαη ζπλερήο, δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζε θαζέλα από ηα  

     δηαζηήκαηα  , 1   θαη  1,  . Δίλαη    h 2 g 2 2 3 2 1 0          , άξα  

      h x 0  γηα θάζε x 1  , νπόηε ε (3) γίλεηαη  

       g x x x 1 g x x x 1        . 

      Δίλαη    h 0 g 0 1 0    , άξα  h x 0  γηα θάζε x 1  , νπόηε ε (3) γίλεηαη  

        g x x x 1 g x x x 1        . 

      Δπεηδή ε g είλαη ζπλερήο ζην  είλαη      
x 1 x 1

g 1 lim g x lim x x 1 1
 

        θαη  

     ηειηθά είλαη  g x x x 1   , x  
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  β) Δπεηδή θνληά ζην   είλαη x 1 0  , είλαη  g x x x 1    

         2

2 2x x x x

1 1 1 1
lim g x lim x x 1 lim x x lim x x

x x x x   

    
                    

 

  
2x

1 1
lim x 1 1 0

x x

  
         

   

 

 

 

8ο Γιαγώνιζμα  
 

ΘΔΜΑ Α 

Α1. Γηα 0x x  έρνπκε  0
0 0

0

f (x) f (x )
f (x) f (x ) (x x )

x x


   


,νπόηε 

   
0 0 0

0 0
0 0

x x x x x x
0 0

f (x) f (x ) f (x) f (x )
lim[f (x) f (x )] lim (x x ) lim

x x x x  

  
      

  
 

   
0

0 0
x x
lim(x x ) f (x ) 0 0


     αθνύ ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x .  

    Δπνκέλσο, 
0

0
x x
lim f (x) f (x )


 , δειαδή ε  f  είλαη ζπλερήο ζην 0x .    

 

Α2.  Αλ  x 0 ,  ηόηε 
1

(ln | x |) (ln x)
x

   ,    ελώ  

      Αλ  x 0 ,  ηόηε ln | x | ln( x)  , νπόηε, αλ ζέζνπκε  y ln( x)   θαη u x  , έρνπκε  

      y ln u .  Δπνκέλσο, 
1 1 1

y (ln u)  u ( 1)
u x x

       


 θαη άξα 
1

(ln | x |)
x

   

 

Α3. ΣΛΣΛΣ 

 

ΘΔΜΑ Β 

 

Β1. Έζησ   0 0B x ,f x  ην ζεκείν επαθήο ,ηόηε ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν  

     απηό είλαη       0 0 0 02 2

0 0 0 0

1 1 1 2
y f x f x x x y x x y x

x x x x
              . 

     To ζεκείν A αλήθεη ζηελ εθαπηνκέλε άξα 0

0

2
1 x 2

x
     . 

     
1

y x 1
4

      

                                                                           

Β2. Έζησ   1 1x ,g x  ην ζεκείν επαθήο ,Αθνύ ε εθαπηνκέλε είλαη παξάιιειε ζηελ  
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    επζεία y x 2016    έρνπκε  1 1 1

1
1 g x 1 2x 1 x

2


             .  

    Οπόηε ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο είλαη ε    

    
1 1 1 1 1 1

y g g x y x y x
2 2 2 4 2 4

      
                  

      
  

 

Β3. Έζησ (ε) ε θνηλή εθαπηνκέλε θαη      2 2 3 3x ,f x ,E x ,g x  ηα ζεκεία επαθήο κε  

    ηηο f gC ,C   αληίζηνηρα. Τόηε ε εμίζσζε ηεο (ε) γηα ηα ζεκεία Γ,Δ είλαη : 

         3 3 3 32 2

3 3 3 3

1 1 1 2
y f x f x x x y x x y x

x x x x
               

        2 2

4 4 4 4 4 4 4 4y g x g x x x y x 2x x x y 2x x x            

  Δπνκέλσο 4 42 2

3 3

1 1
2x x

x 2x
       (1) θαη    

 

2
(1)

2

4 2

3 3 3 3

2 2 1 2
x

x x 2x x

 
       

 
3

4

3

1

4x

  3

3 3

1 1
x x

8 2
        

  Οπόηε ε εμίζσζε ηεο θνηλήο εθαπηνκέλεο είλαη ε  (ε): y 4x 4    

 

Β4. Έζησ     x t , y t  νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ M ηελ ηπραία ρξνληθή ζηηγκή t. 

                  2y t x t y t 2x t x t y t 2x t x t         (1) 

   Έζησ 
0t  ε ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ηεηκεκέλεο x ηνπ  

   M είλαη δηπιάζηνο από ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ y. 

   Γηα 
 

       
1

0 0 0 0 0t t y t 2x t x t y t         0 02x t 2 y t   0

1
x t

4
   . 

       2

0 0

1
y t x t

16
   . 

    Οπόηε ζην ζεκείν 
1 1

,
4 16

 
 
 

 ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο ηεηκεκέλεο x ηνπ M είλαη  

    δηπιάζηνο από ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ y 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1.  Θεσξνύκε  
 

 
f x 2x

g x ,x [0,2) 2,
x 2


   


   νπόηε  

       f x g x x 2 2x    θαη       
x 2 x 2
limf x lim g x x 2 2x f 2 2
 

     
 

    

    
      

 
x 2 x 2 x 2

f x f 2 g x x 2 2x 2 2x 2
lim lim lim g x

x 2 x 2 x 2  

     
    

   
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     
 

 
 

x 2 x 2

2 x 22x 4
lim g x lim g x

x 2 2x 2 

 
   

      x 2 2x 2

 
  
  
 

 

     
x 2

2 5 2
lim g x 2

2 42x 2

 
      

 
   

     Άξα ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην
0x 2  κε  f 2 2                                                   

  

Γ2.    f x f x 4  (1) 

     Γηα x=2 :    (1) f 6 f 2 2     

    
           

 
(1) u x 4

x 2 x 2 x 2 u 6 x 2

f x f 2 f x 4 f 6 f u f 6
lim lim lim f 6 2

x 2 x 2 u 6

 

     

   
    

  
 

     H εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο 
fC  ζην 6 είλαη ε  

     (ε) :       y f 6 f 6 x 6 y 2 2 x 2 y 2x 6             

 

Γ3. H εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο 
fC  ζην 2 είλαη ε  

    (ε) :       y f 2 f 2 x 2 y 2 2 x 2 y 2x 6              

    Έζησ   0 0A x ,g x  ην ζεκείν επαθήο ηεο εθαπηνκέλεο κε ηε gC . 

   Οπόηε    0 0 0 0g x f 2 2 2x 2 2 2x 4 x 2             θαη  g 2 2      

   To ζεκείν  2,g( 2)    αλήθεη ζηελ (ε) νπόηε  g 2 10 2 10 5          

 

Γ4. i) H (ε) ηέκλεη ηνπο άμνλεο ζηα ζεκεία  3,0  θαη  0,6  . 

          2 23 6 45 3 5         

       Έζησ      0,y t , x t ,0  νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ πάλσ θαη  

       θάησ άθξνπ ηνπ πάζζαινπ ηελ ηπραία ρξνληθή ζηηγκή t. 

      Αλ  t  ε γσλία ζ ηελ ηπραία ρξνληθή ζηηγκή t ηόηε    

      
 

   
 x t x t

t t t
3 5 3 5


       (1) 

     Γηα 
0t t   

    

     
   0 0

0 0

x t y t
1 t t

3 5 3 5


       0

1
t

3 5
     0 0

1
3 t 1 t rad / sec

3
        

 

     ii)  
 

         
y t

t y t 3 5 t y t 3 5 t t
3 5

            
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  Γηα 
0t t  :

     0 0 0y t 3 5 t t 3 5    
 0x t

3 5


 
2

23 5 31
2m / sec

3 3


 
      
 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1. Έζησ 
1 2x ,x   κε            3 3

1 2 1 2f x f x 1 f x f x 2     

                3 3

1 1 2 2 1 21 2 f x f x f x f x x x       . Άξα ε f είλαη 1-1 νπόηε  

    αληηζηξέθεηαη. 

    Έζησ 
3 4x ,x   κε 3 4x x

3 4x x e e (3)    θαη 
3 4 3 4x x x 1 x 1(4)      

            3 4x x

3 4 3 43 4 e x 1 e x 1 g x g x         . 

    Δπνκέλσο ε g είλαη γλεζίσο αύμνπζα θαη 1-1 νπόηε αληηζηξέθεηαη. 

 

Γ2.      3f x f x x 5   

      Θέηνπκε  f x y  νπόηε    3 1 35 x y y f y y y       . 

     Άξα ε αληίζηξνθε ηεο f έρεη ηύπν  1 3f x x x   . 

      Η 
1f 
 είλαη παξαγσγίζηκε κε παξάγσγν      1 2f x 3x 1    . Οπόηε    1f 0 1    

 

Γ3. Γλσξίδνπκε όηη   1g g x x   (6). Mε παξαγώγηζε ηεο  (6) έρνπκε  

            
  

1 1 1

1

1
g g x g x 1 g x

g g x

  



     


 

      
    

1

1

1 1 1
g 2

g 0 2g g 2





   


 

            1 xg 0 2 g 2 0 , g x e 1 g 0 2             

 

Γ4.             
x 0

3 2

0

5 f 0 f 0 0 f 0 f 0 1 0 f 0 0




          

             
 

2

2

0

x
5 f x f x 1 x f x

f x 1

    


 (6)  νπόηε  

      
 

 
2

x
f x x x f x x

f x 1
     


 

       
x 0 x 0
lim x 0 lim x
 

    άξα  
x 0
limf x 0


  από θξηηήξην παξεκβνιήο. 

       
 

 2

f x 1
6

x f x 1
 


 νπόηε 

 

 2x 0 x 0

f x 1
lim lim 1

x f x 1 
 


. 

       Δπνκέλσο ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0 κε  f 0 1                                                     
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9ο Γιαγώνιζμα  
 

Θέμα Α
 

Α1.  Έζησ όηη f (x) 0  ,  γηα θάζε  
0 0x ( ,x ) (x , )    . 

      Δπεηδή ε  f  είλαη ζπλερήο ζην 
0x  ζα είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε θάζε έλα από ηα  

     δηαζηήκαηα 
0( ,x ]  θαη 

0[x , ) . Δπνκέλσο, γηα 
1 0 2x x x   ηζρύεη  

    
1 0 2f (x ) f (x ) f (x )  . Άξα ην 

0f (x )  δελ είλαη ηνπηθό  

      αθξόηαην ηεο  f. Θα δείμνπκε, ηώξα, όηη ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην ( , )  .  

     Πξάγκαηη, έζησ 
1 2x ,x ( , )    κε 

1 2x x . 

     — Αλ 
1 2 0x ,x ( ,x ]  , επεηδή ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην 

0( ,x ] , ζα ηζρύεη  

    
1 2f (x ) f (x ) . 

     — Αλ 
1 2 0x ,x [x , )  , επεηδή ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην 

0[x , ) , ζα ηζρύεη  

     
1 2f (x ) f (x ) . 

     — Τέινο, αλ 
1 0 2x x x  , ηόηε όπσο είδακε 

1 0 2f (x ) f (x ) f (x )  .  

     Δπνκέλσο, ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο ηζρύεη 
1 2f (x ) f (x ) , νπόηε ε  f  είλαη γλεζίσο  

     αύμνπζα ζην ( , )  . 

    Οκνίσο, αλ f (x) 0   γηα θάζε 
0 0x ( ,x ) (x , )     

 

Α2.  Η επζεία y x    ιέγεηαη αζύμπηωηη ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην ,  

      αλ 
x
lim[f (x) ( x )] 0


     . 

 

Α3.  Μηα ζπλάξηεζε  f,  κε πεδίν νξηζκνύ Α, ζα ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην 
0x A   

     ηοπικό  μέγιζηο, όηαλ ππάξρεη 0  , ηέηνην ώζηε  
0f (x) f (x )   γηα θάζε   

      
0 0x A (x ,x )    . 

 

Α4.  ΛΛΛΣΛ 

 

Θέμα Β
 

 

f (0, )     

Β1. 2f (x) 2x ln x x  
1

x
 2x ln x x x(2ln x 1)               

      
1x 0
2

1 1
f (x) 0 x(2ln x 1) 0 2ln x 1 0 2ln x 1 ln x x e x

2 e

 

                 
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x 0           
1

e
           +∞ 

f (x)                  + 

f (x)   
          

]                                   
  [   

 

    H f  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 
1

,
e

 
 
 

 , γλεζίσο αύμνπζα ζην 
1

,
e

 


 
 θαη 

    παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ζην 
1

e
 ην 

 
2

1 1 1
f ln e

2ee e

 
   

 
  

Β2.
2

x 0 x 0 x 0 x 0D.L.H

2

1

ln x x
lim f (x) lim x ln x lim lim

1

x

   





   
  

2

1

x


x 0
lim ( x) 0


     

    2

x x
lim f (x) lim x ln x
 

   , 
x x

f (x)
lim lim x ln x

x 
   ,άξα δελ έρεη αζύκπησηεο. 

 

Β3. f (x) 2ln x 1 x   
2

x
2ln x 3   

     

 

3

2
3

3 1
f (x) 0 2ln x 3 0 2ln x 3 ln x x e x

2 e



                

 

     x 
0           

 
3

1

e

     +∞ 

f (x)                  + 

f (x)   
          

4                                   
  3   

 

    H f  είλαη θνίιε ζην 

 
3

1
,

e

 
 
 
  

 , θπξηή ζην 

 
3

1
,

e

 
 

 

 θαη 

    παξνπζηάδεη ζεκείν θακπήο ζην 

 
3

1

e

 ην  
 

33 3

1 1 3
f ln

e 2ee

     

 

 

Β4. f (1) 0,f (1) 1   νπόηε ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο είλαη y x 1    
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Β5. Γηα x> 

 
3

1

e

 ζπλάξηεζε f  είλαη θπξηή άξα βξίζθεηαη πάλσ από ηελ εθαπηνκέλε  

   ηεο ζην ζεκείν 
0x 1  (κε εμαίξεζε ην ζεκείν επαθήο) δειαδή  

   2f (x) x 1 x lnx x 1     . 

 

Β6. Ιζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ. γηα ηελ f ζηα , , ,
2 2

      
    
   

   

      νπόηε ππάξρνπλ : 1 ,
2

  
   

 
 κε    

     

2

2

1 1

f f (a) ln ln
2 2 2

f ( ) f ( )

2 2

          
       

          
 

  θαη  

     2 ,
2

  
   

 
 κε  

2

2

2 2

f ( ) ln ln
2 2 2

f ( ) f ( )

2 2

          
         

          
 

 

      Η f  είλαη θπξηή γηα 

 
3

1
x

e

  άξα ε f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα  

      απηό. Άξα  
f

1 2 1 2f ( ) f ( )


        
[

    

      

2

2ln ln
2 2

2

      
     

   

 

2

2 ln ln
2 2

2

      
      

   


 
  

      

2 2

2 2ln ln ln ln
2 2 2 2

              
           

       
 

     

2

2 2

2
2

2 2 aln ln ln ln ln lna
2 2

 
 
 

      
         

   
 

           

      
2 2 2

2 2 2 2 2 2

(a )
2 2

2 2 2
a a aln ln a a a

2 2 2

     
   
   

            
             

     
 

 

Θέμα Γ
 

 

Γ1. 
2 2x x 6x x( ( ) 2 ( ) e )f x f x  e  f  x  ( ( ) e  2e)       

2 2x x 6x x( ( ) 2 ( ) e ) ( ( )f x f x  e  f  x  e  2e)         
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       6x
3

x 2 x x 6x( ( ) ) 6e3(f (x) e ) f  x  e f (x) e (e )
      

  
  . 

    Άξα  
3

x 6xf (x) e e c,c     .(2) 

      Γηα x=0  έρνπκε   
3

f (0) 1 1 c 1 1 c c 0        . 

     x 3 6x x 2x 2x x(2) (f (x) e ) e f (x) e e f (x) e e           

 

Γ2. 

2

2x x x 1 7
f (x) 2 e e 2 0 e 0

2 4

 
          

 
 ε νπνία είλαη αδύλαηε ζην R αθνύ 

     

2

x 1 7
e 0

2 4

 
   

 
. 

 

Γ3. 
2x xf (x) 2e e    . 

      
xe 0

2x x x x x x x 1
f (x) 0 2e e 0 e (2e 1) 0 2e 1 0 2e 1 e x ln 2

2



                 

 

x -∞      ln 2            +∞ 

f (x)                  + 

f (x)        ]                                     [   

 

     Έζησ 
1 ( , ln2]      θαη  2 ln 2,     ηόηε 

 

     1
x

1
f (A ) f ( ln 2), lim f (x) [ ,0)

2

   


  

      2
x

1
f (A ) f ( ln 2), lim f (x) ,

2

 
     

 
    ( 2x x x x

x x
lim (e e ) lim e (e 1)
 

       

     Γηα 
1

2
    έρνπκε δύν ξίδεο κία ζην Α1 θαη κία ζην Α2 κνλαδηθέο αθνύ ε f είλαη  

    γλεζίσο κνλόηνλε επνκέλσο θαη 1-1 ζηα δηαζηήκαηα απηά. 

     Γηα 
1

2
    ην ln 2  κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο. 

      Γηα 
1

2
    ε εμίζσζε είλαη αδύλαηε αθνύ ην α δελ αλήθεη ζην ζύλνιν ηηκώλ. 

 

Γ4. f (g(x)) 0 f (g(x)) f (0) g(x) 0     .  
2g (x) 3x 3    . 

        2g (x) 0 3x 3 0 3      2x 3
x 0

2x 1 x 1


     
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x 0              1            +∞ 

g (x)                  + 

g(x)            ]                                     [   

 

    Έζησ 
3 (0,1]    θαη  4 1,    ηόηε  1f (A ) f (1),f (0) [ 1,1]    , 

       2
x

f (A ) f (1), lim f (x) 1,


    . 

    To 
10 f (A )  νπόηε ππάξρεη 

1 3x A  ηέηνην ώζηε 
1f (x ) 0  .Tν x1 κνλαδηθό αθνύ ε f   

    είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαη 1-1. 

    To 
20 f (A )  νπόηε ππάξρεη 

2 4x A  ηέηνην ώζηε 
2f (x ) 0  .Tν x2 κνλαδηθό αθνύ ε f   

    είλαη γλεζίσο αύμνπζα θαη 1-1. 

     Άξα ε εμίζσζε f (x) 0 έρεη δύν αθξηβώο ξίδεο ζην [0,+∞) 

 

Θέμα Γ
 

 

Γ1. α) 
 

 
2x 2

2f 2 2 22f (x) x 2
lim 0 0 f 2 0

x 1 4 1

    
    

 
 

     

      β) Δίλαη      f x 0 f x f 2      , άξα ε f  έρεη ειάρηζην ζην 2 . Δπεηδή ε f   είλαη      

          παξαγσγίζηκε, ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα Fermat είλαη  f 2 0    

     

 

Γ2. f (x) 0   γηα x 2  θαη ε f ζπλερήο άξα ε f γλεζίσο αύμνπζα 

      Γηα x>4 : 
2 2x 8x 16 (x 4)

f (x)
x 4

  
 

 x 4
f (x) x 4    

                         
x x
lim (x 4) lim x
 

     άξα
x
lim f (x)


   

 

     Γηα x<4 : 
2 2x 8x 16 (x 4)

f (x)
x 4

  
 

 x 4
f (x) x 4    

                      
x x
lim (x 4) lim x
 

     άξα
x
lim f (x)


   

        Δπνκέλσο 
f

x x
f (A) ( lim f (x), lim f (x)) ( , )

 
   
[

 . 

          

Γ3. i) 
2 2(x 4)f (x) x 8x 16 (x 4)f (x) x 8x 16 0            

        Θεσξνύκε 
2(x) (x 4)f (x) x 8x 16      , α(4)=0 νπόηε (x) (4)   δειαδή ε f  

        παξνπζηάδεη ζην 4 κέγηζην ,ην 4 εζσηεξηθό ζεκείν θαη ε f  παξαγσγίζηκε ζ’ απηό  

       νπόηε από ζεώξεκα Fermat (4) 0  . 

       
2(x) f (x) (x 4)f (x) 2x 8         θαη (4) 0 f (4) 0      

       Ιζρύνπλ νη ζπλζήθεο ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle γηα ηελ f   ζην [2,4] επνκέλσο ππάξρεη   

      
0x (2,4)  ηέηνην  ώζηε 

0f (x ) 0   
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     ii) f (x) 0 f (x) f (4)     νπόηε από ζεώξεκα Fermat f (4) 0   . 

         Ιζρύνπλ νη ζπλζήθεο ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle γηα ηελ f  ζηα [2,x0],[x0,4]  επνκέλσο  

         ππάξρνπλ 
1 2, (2,4)    ηέηνηα ώζηε (3) (3)

1 2f ( ) f ( ) 0    . 

 

10ο Γιαγώνιζμα  
 

ΘΔΜΑ Α 
1. Σ  2. Λ  3. Σ  4.β  5.Λ  6. Σ  7.Λ  8. Λ  9. Λ  10. Σ  11. Λ  12. Λ  13i. Σ  ii.Λ  iii.Λ   iv.Σ 

 

ΘΔΜΑ Β 
 

Β1    3

x 0 x 0
lim f x lim 2 x x 1 1

  
     ,  

         2 2

x 0 x 0
lim f x lim 2 x x x f 0

  
       . 

    Η f είλαη ζπλερήο ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  ,0 θαη  0,  σο άζξνηζκα  

    ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ. Γηα λα είλαη ε f ζπλερήο ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο πξέπεη λα είλαη  

    ζπλερήο θαη ζην 0x 0  θαη απηό ζπκβαίλεη όηαλ      
x 0 x 0
lim f x lim f x f 0 1

  
     

 

Β2. Δίλαη   3f 2 1 1 0      ,  f 0 1 , δειαδή    f f 0 0   θαη επεηδή  

     ε f είλαη ζπλερήο ζην  ,0 , ιόγσ ηνπ ζ.Bolzano ππάξρεη  1x ,0   ηέηνην, ώζηε  

      1f x 0 . 

 

Β3. Δίλαη   2 2 2f 2 1 1         . 

    Δπεηδή    f f    δελ εθαξκόδεηαη γηα ηελ f ην ζεώξεκα Rolle ζην  ,  . 

 

Β4. 
    3

2

x 0 x 0 x 0

f x f 0 2 x x 1 1 x
lim lim lim 2 x 1 1

x x x    

      
     

 
, 

    
    2 2

x 0 x 0 x 0

f x f 0 2 x x x 1 1 x
lim lim lim 2 x x 1 1

x x x    

       
      

 
 

   Δπεηδή 
       

x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
lim lim 1

x x  

 
   ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x 0  κε  

    f 0 1  . Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  ,0  κε   2f x 6 x x 1      θαη  

    παξαγσγίζηκε  ζην  0,  κε  f x 4 x x 2x 1       νπόηε είλαη παξαγσγίζηκε  

    ζην  ,  .  1 2x ,x    f f 0 0   

    Δίλαη    2 2 2f 2 1 1 0, f 0 1 0              δειαδή θαη  

    επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην  0, , ιόγσ ηνπ ζ.Bolzano ππάξρεη  2x 0,   ηέηνην,  

    ώζηε  2f x 0 . 

     Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην  1 2x ,x , παξαγσγίζηκε ζην  θαη    1 2f x f x 0  ,      
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    ιόγσ ηνπ ζ.Rolle ππάξρεη  ,    ηέηνην, ώζηε  f 0   . 

 

ΘΔΜΑ Γ 
Γ1.  Έζησ    2g x x f x 1  ,  x 0,  . Η g είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,  κε  

               2g x 2xf x x f x x 2f x xf x 0        γηα θάζε x 0 , άξα ε g είλαη 

γλεζίσο θζίλνπζα ζην  0, . Παξαηεξνύκε όηη    g 1 f 1 1 0   . 

     Γηα θάζε        
g

2

2

1
x 1 g x g 1 x f x 1 0 f x

x





         θαη  

     γηα θάζε        
g

2

2

1
0 x 1 g x g 1 x f x 1 0 f x

x





         . 

Γ2.  Από ην ζεώξεκα κέζεο ηηκήο γηα ηελ f, ππάξρεη 
1

,
 

  
 

 ηέηνην ώζηε 

 
   

 2 2

1 1
f f f f

1
f f f

1 1 1

   
                      

       
 

   1  

     Δπεηδή 1   είλαη  
2

1
f  


 θαη επεηδή 

1
1


, είλαη 

2 2

2

1 1 1
f f

1

   
         

     
 
 

, άξα  
4

2

2 2

1 1 1
f f

 
     

   
.  

     Δπεηδή γηα 1   είλαη 
2

0
1




 
, έρνπκε:  

2

1
f f

1

   
    

    

4

2 2

1

1




  
  

    
 21

f


  
 

 

2

2

1

1

 

 



     

2
2 21

f f 1 f 1 0


              


. 

 

Γ3. Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην  0, θαη  f x 0  γηα θάζε x 0 , ε f δηαηεξεί 

ζηαζεξό πξόζεκν ζην  0, . Δπεηδή  f 1 1 0  , είλαη  f x 0  γηα θάζε 

 x 0,  . 

 

Γ4.  Δπεηδή  
2

1
f x

x
  γηα θάζε  x 0,1  θαη

2
x 0

1
lim

x
  , άξα θαη  

x 0
lim f x


  , 

νπόηε ε επζεία x 0 , δειαδή ν άμνλαο y y  είλαη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηεο fC .  

      Δπεηδή  
2

1
0 f x

x
   γηα θάζε x 1  θαη 

2x

1
lim 0

x
 , ζα είλαη θαη  

x
lim f x 0


 , 

άξα ε επζεία y 0 , δειαδή ν άμνλαο x x  είλαη νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο fC . 
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ΘΔΜΑ Γ 
 

Γ1.                x x x xe f x f x 1 f x xf x e f x e f x e xf x                 

               x x x xe f x e xf x e f x e xf x c
             

        x xe f x xf x e c, c     (1) 

      Γηα x 0  ε (1) γίλεηαη: 0 1 c c 1    , άξα  

            x x x xe f x xf x e 1 e x f x e 1          (2) 

     Έζησ   xg x e x, x   . Η g είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε   xg x e 1   . 

     Δίλαη   x xg x 0 e 1 0 e 1 x 0         . 

      Γηα θάζε x 0  είλαη    g x 0 g 0,   1  θαη γηα θάζε x 0  είλαη  

        g x 0 g ,0   2 . Η g έρεη ειάρηζην ην  g 0 1 , άξα  

        g x g 0 1   γηα θάζε x , νπόηε  g x 0  θαη ε (2) γίλεηαη:  

       
 

   
xxx e x 1 0

x

x x

e xe 1
f x f x ln e x c , c

e x e x

  



        

 
 

       Γηα x 0  είλαη  f 0 c c 0    , άξα    xf x ln e x  , x . 

 

Γ2.  
xx e x 0

x x

x

e 1
f x 0 0 e 1 0 e 1 x 0

e x

 
          


 

     Γηα θάζε x 0  είλαη    f x 0 f 0,   1  θαη γηα θάζε x 0  είλαη  

       f x 0 f ,0   2 . Η f έρεη ειάρηζην ην  f 0 0 , άξα  

       f x f 0 0   γηα θάζε x ,  

 

Γ3.   
  

 

x xx x

2x x x
x

e x x 1 e 1e 1 e x x 1 x 1
f x 1

e x e x e x e x

              
           

       
 

         
   

x x x x x

2 2
x x

e x xe x e 1 2e xe 1
f x

e x e x

      
  

 
 

        Έζησ   x xh x 2e xe 1, x    . Η h είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε 

           x x x xh x 2e e xe e 1 x      . 

          xh x 0 e 1 x 0 1 x 0 x 1           

       Γηα θάζε x 1  είλαη    h x 0 h ,0   1  θαη γηα θάζε x 1  είλαη  

         h x 0 h 0,   2 . 
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        Δίλαη x

x xx x DLH x

x 1
lim xe lim lim 0

e e

 
 
 

   
  


 άξα  

          x x

x x
lim h x lim 2e xe 1 1
 

      

       Αθόκε       x x x

x x x
lim h x lim 2e xe 1 lim e 2 x 1
  

         θαη  h 1 e 1   

       Σην δηάζηεκα  1 ,0    ε h είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα, άξα 

              1
x

h lim h x ,h 0 1,e 1


    


. 

       Δπεηδή  0 1,e 1    ππάξρεη  1x ,0   ηέηνην, ώζηε  1h x 0  θαη  h ,01   

       άξα ην 1x  είλαη ε κνλαδηθή ξίδα ηεο h ζην  ,0  

        Σην δηάζηεκα  2 0,    ε h είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα, άξα 

              2
x

h h 0 , lim h x 1,


    


. 

       Δπεηδή  0 1,    ππάξρεη  2x 0,   ηέηνην, ώζηε  2h x 0  θαη  h 0,2   

      άξα ην 2x  είλαη ε κνλαδηθή ξίδα ηεο h ζην  0, . 

       Γηα θάζε      
h

1 1x x h x h x 0 f x 0 f      
1

 θνίιε ζην  1,x . 

      Γηα θάζε        
h

1 1x x 0 h x h x h x 0 f x 0 f        
1

 θπξηή ζην  1x ,0 . 

      Η f έρεη ζεκείν θακπήο ην   1 1x ,f x . 

      Γηα θάζε      
h

2 20 x x h x h x 0 f x 0 f       
2

 θπξηή ζην  20,x . 

      Γηα θάζε      
h

2 2x x h x h x 0 f x 0 f      
2

 θνίιε ζην  2x , . 

      Η f έρεη ζεκείν θακπήο ην   2 2x ,f x . 

 

Γ4. Έζησ    xx ln e x x, x 0,
2

 
     

 
.  

    Δίλαη  0 1 0     θαη 2ln e
2 2

   
    
   

 

     

    Από  ην Γ1 είλαη  g 0,1  θαη  

      2 20 g g 0 e 1 ln e ln1 0
2 2 2 2 2

         
              

    
 

    Δπεηδή  0 0
2

 
   

 
 θαη ε θ είλαη ζπλερήο ζην 0,

2

 
 
 

, ιόγσ ηνπ Θ.Bolzano 

ππάξρεη  

   3x 0,
2

 
 
 

 ηέηνην, ώζηε  3x 0  . 



www.askisopolis.gr                                                                                Γιαγωνίζμαηα 

234 

 

    Η θ είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0,
2

 
 
 

 κε  
x

x

e 1
x x 0

e x


    


, αθνύ  

     
x

x

e 1
f x 0

e x


  


θαη x 0   γηα θάζε x 0,

2

 
 
 

, άξα ε θ είλαη γλεζίσο αύμνπζα  

    ζην 0,
2

 
 
 

, νπόηε ε 3x  είλαη ε κνλαδηθή ξίδα ηεο  x 0  . 

 

 

11ο Γιαγώνιζμα  
 

Θέμα Α 
Α.1. Αο ππνζέζνπκε όηη f ( ) f ( )   . Τόηε ζα ηζρύεη f ( ) f ( )   . 

       Έζησ g(x) f (x)  , x [ , ]   . Παξαηεξνύκε όηη: ε g είλαη ζπλερήο ζην [ , ]   θαη        

      g( )g( ) 0   ,αθνύ g( ) f ( ) 0       θαη g( ) f ( ) 0    . 

      Δπνκέλσο, ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα ηνπ Bolzano, ππάξρεη 
0x ( , )    ηέηνην, ώζηε 

      
0 0g(x ) f (x ) 0  , νπόηε 

0f (x )   .  

 

Α2. Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  θαη έλα ζεκείν 0x  ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. Θα ιέκε όηη ε f  

      είλαη ζπλερήο ζην 
0x , όηαλ

0
0

x x
lim f (x) f (x )


 . 

   

Α3.  Μηα ζπλάξηεζε  f,  κε πεδίν νξηζκνύ Α, ζα ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην 
0x A ηνπηθό  

      ειάρηζην, όηαλ ππάξρεη 0  , ηέηνην ώζηε  
0f (x) f (x )   γηα θάζε   

       
0 0x A (x ,x )    . 

 

Α4. Λ  Λ  Λ  Σ   Σ 

 

Θέμα Β 
 

Β1.  
  2

x x

1 x x 1
lim f x lim ln

x 2 

   



. 

   Έζησ  
  21 x x 1

g x
x 2

   



. Αλ 1   , ηόηε  

  2

x x

1 x
lim g x lim
 

 


x
   θαη  

     
 g x u

x x u
lim f x lim lng x lim ln u



  
    . 

   Δπνκέλσο γηα λα ππάξρεη ην όξην  
x
limf x


 θαη λα είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο πξέπεη  

    1   . Τόηε 

    
x x x

x 1 x
lim g x lim lim 1

x 2 x  


  


 θαη    

 g x u

x x u 1
lim f x lim lng x limln u 0



  
   . 
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Β2. i.  Γηα 1    είλαη      f x ln x 1 ln x 2    , x 1  . 

     Δίλαη  
  

 
1 1 1

f x 0 f 1,
x 1 x 2 x 1 x 2

       
   

1 . 

   Δίλαη      
x 1 x 1
lim f x lim ln x 1 ln x 2

  
          θαη  

x
lim f x 0


 . Δπεηδή ε f είλαη  

   ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  1,   , έρεη ζύλνιν ηηκώλ  

           
xx 1

f lim f x , lim f x ,0
 

    . 

 

   ii. Δπεηδή  
x 1
lim f x


   ε 

fC  έρεη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηελ x 1  . 

   Δπεηδή  
x
lim f x 0


  ε 
fC  έρεη νξηδόληηα αζύκπησηε ηελ y 0  δειαδή ηνλ άμνλα x΄x. 

 

   iii.    2 2f x 0 f x     . 

      Δπεηδή 2 0   ην 2  αλήθεη ζην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f θαη επεηδή ε f είλαη γλεζίσο  

      αύμνπζα ππάξρεη κνλαδηθόο 
1x   ηέηνηνο ώζηε   2

1f x    

  

Β3. i. Δπεηδή ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα, είλαη θαη 1-1 , νπόηε ε f αληηζηξέθεηαη.  

     f x y   
y y y y yx 1 x 1

ln y e x 1 xe 2e x xe 2e 1
x 2 x 2

 
           

 
  

       y yx 1 e 2e 1     
y

y

2e 1
x

1 e





, άξα  

y
1

y

2e 1
f y , y 0

1 e

 
 


 νπόηε θαη  

        
x

1

x

2e 1
f x , x 0

1 e

 
 


. 

 

  ii. Τν δεηνύκελν εκβαδό είλαη:  
ln(2/3)

1

ln 2
f x dx


   . 

   Θέηνπκε      1f x u x f u dx f u du       

   Γηα x ln2   είλαη    f u ln2 f 0 u 0      θαη γηα 
2

x ln
3

  είλαη  

       
2

f u ln f 1 u 1
3

     

      
  

1 1 1

0 0 0

u
u f u du uf u du du

u 1 u 2
    

     

   
  

 

  

A B u 2A Bu A B

u 1 u 2 u 1 u 2 u 1 u 2

  
  

     
 

   Δίλαη 
1 1 2

2 0 2 1 0 1

        
   

         
. Τόηε 

   
1 1

00

1 2 3
du ln u 1 ln u 2 ln

u 1 u 2 4

 
              

  
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Θέμα Γ 

Γ1.  Η h είλαη δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην κε  
x

x x

e 1
h x 1

e 1 e 1
   

 
  θαη   

           

      
 

x

2
x

e
h x 0

e 1
   


  h 2  h θνίιε ζην .  

 

Γ2.1
ος

 ηρόπος:  Δίλαη  
x

1
h x 0 h

e 1
   


1  .      

         

     
     h 2h x e e

e h 2h x ln
e 1 e 1


   

 
    

h

h 2h x h 1



    

        
1

2h x 1 h x
2

        h x h 0    (1)            

      Δπεηδή ε h είλαη θνίιε ε h είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην , νπόηε από ηελ (1)  

     έρνπκε: x 0            

    2
ος

 ηρόπος:      

     

e
ln

e 1h(2h (x))e e 
     

                
1

h 2h x 1 ln e 1 h 1 2h x 1 h x h 0 x 0
2

               

Γ3. Δίλαη     
x

x

xx x x u 1

e
lim h x lim x ln e 1 lim ln limln u 0

e 1   
     


 γηαηί  

      
x x

x xx x DLH x

e e
lim u lim lim 1

e 1 e





  
  


. Άξα ε επζεία y 0 , δειαδή ν άμνλαο x΄x, είλαη  

     νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο hC  ζην  .      

           

 Δίλαη
   x

x x

ln e 1h x
lim lim 1 1

x x 

 
   
 
 

 γηαηί
 

 
x

x

x x

ln e 1 1
lim lim ln e 1 0

x x 

  
    

 
,  

   αθνύ    
xe u

x

x u 0 u 0
lim ln e 1 limln u 1 ln1 0



  
      θαη 

x

1
lim 0

x
 . 

          
xe u

x

x x u 0 x
lim h x x lim ln e 1 lim ln u 1 0



   
        .  

  Η επζεία y x είλαη πιάγηα αζύκπησηε ηεο hC ζην  .    

          

Γ4.    
x x

x x

x x

e 1 e 1
x 0 h x ln 2 ln ln 2e e 1

e 1 2 e 1 2
            

 
    

        xe 1 x 0      
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     Πρόζημο ηης θ 

     1ος ηρόπος: Δίλαη     
x

x x x x

x

2e
x e lne ln e 1 ln 2 e ln

e 1
     


 

                            Γηα θάζε x 0  είλαη  

           
x x

x x x

x x

2e 2e
e 1 2e e 1 1 ln 0 x 0

e 1 e 1
         

 
.      

      2ος ηρόπος: Δίλαη      x xx e h(x) ln2 e h(x) h(0)       

                            Οπόηε  

                      
h  

xx 0 e h(x) ln 2 0 h(x) ln 2 h(x) h(0) x 0           
1

.  

     3ος ηρόπος: Λόγσ ηνπ Θ.Μ.Τ γηα ηελ h,  0,x , x 0  :  

          
   

            x x
h x h 0

h xh h x h 0 xe h e h x h 0
x


            , άξα  

          x 0  . Δπεηδή ε θ είλαη ζπλερήο σο ζύλζεζε θαη πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ  

         θαη  x 0   ζην  0,1 , ην δεηνύκελν εκβαδόλ είλαη: 

           
1 1 1

x x x

0 0 0
E x dx x ln 2 e dx e ln e 1 dx           

            
1 1

x x x

0 0
E x ln 2 e dx e 1 ln e 1 dx

 
         

             
111

x x x x x

0 0 0
E x ln 2 e e dx e 1 ln e 1 e 1             

x

x

e

e 1

1

0
dx   

        
1

x

0
E 1 ln 2 e ln 2 e           

1
x

0
e 1 ln e 1 2ln 2 e         

       
2

E e e 1 ln
e 1

   


                   

 

Θέμα Γ 

Γ1.    2f x 4 f x        
2 2f x 4 f x     

        
2

f x
  

 
   24 f x


        

 f x 0

2f x f x 2f x f x
 

      

                f x f x f x f x f x f x              

                 xf x f x f x f x f x f x ce         

     Γηα x 0 c 2    άξα     xf x f x 2e        x x 2xe f x e f x 2e     

       x 2xe f x e
 
   x 2x

1e f x e c  .Γηα x 0 είλαη  1c 1  άξα  

       x 2x x xe f x e 1 f x e e     ,  

 

Γ2. 
  x x x2 x x e e x x 2e x xe e e e

          

   Γηαηξώληαο θαηά κέιε κε 
xx x ee

 
 πξνθύπηεη: 
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      
f

x x xf x x f e x x e x x e 0          
1

 (1) 

   Έζησ  g x x x    x
e , x .Δίλαη  g x 1 x 0     x

e g1  

          
g

1 g x 0 g x g 0 x 0     
1

 

 

Γ3.  
x:e

2x x x x x xe e 1 e e e e f x            . 

    Δίλαη   x xf x e e 0 f     1 . Δίλαη    x x

x x
lim f x lim e e

 
     θαη 

     x x

x x
lim f x lim e e

 
    . Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  

     έρεη ζύλνιν ηηκώλ:  f A  . 

   Δπεηδή  f A  θαη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα, ππάξρεη κνλαδηθόο 0x   ηέηνηνο,  

   ώζηε  0f x   . 

 

Γ4. Σηελ εμίζσζε 5x 4x 3x 2x xe e 3e 3e 3e 1 0      ζέηνπκε xe 0  θαη γίλεηαη: 

    5 4 3 23 3 3 1 0          θαη κε ζρήκα Horner:  

      4 3 21 2 4 1 0           

    1  ή 
4 3 22 4 1 0       . 

    Δίλαη 0 x ln20 x ln2 e e e 1 2       . 

    Έζησ   4 3 2h 2 4 1       ,  1,2 . 

    Δίλαη  h 1 2 0   ,  h 2 16 16 4 8 1 19 0       , δειαδή    h 1 h 2 0  θαη  

    επεηδή ε h είλαη ζπλερήο ζην  1,2 , ζύκθσλα κε ην Θ.Bolzano, ππάξρεη  1 1,2    

    ηέηνην, ώζηε  1h 0  . 

 

 

 

12ο Γιαγώνιζμα  
 

ΘΔΜΑ Α 
Α1. Γηα 

0x x , ηζρύεη: 

       0 0 0 0 0

0 0 0 0

(f g)(x) (f g)(x ) f (x) g(x) f (x ) g(x ) f (x) f (x ) g(x) g(x )

x x x x x x x x

       
  

   
. 

     Δπεηδή νη ζπλαξηήζεηο f ,g  είλαη παξαγσγίζηκεο ζην
0x , έρνπκε: 

     
0 0 0

0 0 0
0 0

x x x x x x
0 0 0

(f g)(x) (f g)(x ) f (x) f (x ) g(x) g(x )
lim lim lim f (x ) g (x ),

x x x x x x  

    
    

  
 

      Γειαδή  
0 0 0(f g) (x ) f (x ) g (x )     .       

 
Α2. Μηα ζπλάξηεζε  f,  κε πεδίν νξηζκνύ Α, ζα ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην 

0x A  ηνπηθό    
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      κέγηζην, όηαλ ππάξρεη 0  , ηέηνην ώζηε  
0f (x) f (x )   γηα θάζε  

     
0 0x A (x ,x )    . 

 
Α3. Μηα ζπλάξηεζε f :A  ιέγεηαη ζπλάξηεζε 1 1 , όηαλ γηα νπνηαδήπνηε  

     1 2x ,x A  ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή:     αλ   1 2x x ,    ηόηε    1 2f (x ) f (x ) . 

    Γελ ππάξρνπλ ζεκεία ηεο γξαθηθήο ηεο παξάζηαζεο κε ηελ ίδηα ηεηαγκέλε. Απηό  

    ζεκαίλεη όηη θάζε νξηδόληηα επζεία ηέκλεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  ην πνιύ ζε  

     έλα ζεκείν. 

 

Α4. α)  Λ    β) Λ     γ) Λ     δ) Σ     ε) Σ 

 

 

ΘΔΜΑ Β 
Β1. Έζησ 

1 2x ,x   κε    1 2g x g x , ηόηε  

               1 2 1 2f g x f g x f g x f g x    θαη επεηδή ε f g  είλαη 1-1, ηζρύεη  

      όηη 
1 2x x . 

 

Β2.        
g 1 1

3g f x x x g f x 2x 1 f x


       3x x f x   2x 1    

   3x 3x 1 0   .  Έζησ   3h x x 3x 1, x    . Δίλαη   2h x 3x 3   . 

      2 2h x 0 3x 3 0 x 1 x 1 x 1 ή x 1            . 

    Γηα θάζε    x , 1 1,      είλαη    h x 0 h , 1    1  θαη  h 1,1 , ελώ  

    γηα θάζε  x 1,1   είλαη    h x 0 h 1,1   2 . 

   Δίλαη    3 3

x x x
lim h x lim x 3x 1 lim x
  

      ,  

      3 3

x x x
lim h x lim x 3x 1 lim x
  

      , 

     h 1 3   θαη  h 1 1  . 

   Σην δηάζηεκα  1 , 1     ε h είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα, άξα έρεη  

   αληίζηνηρν ζύλνιν ηηκώλ        1
x

h lim h x ,h 1 ,3


    


. 

   Δπεηδή  10 h   ππάξρεη κνλαδηθό 
1 1x  , άξα 

1x 0 , ηέηνην ώζηε  1h x 0 . 

   Σην δηάζηεκα  2 1,    ε h είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο αύμνπζα, άξα έρεη  

   αληίζηνηρν ζύλνιν ηηκώλ        2
x

h h 1 , lim h x 1,


    


. 

   Δπεηδή  20 h   ππάξρεη κνλαδηθό 2 2x  , άξα 2x 0 , ηέηνην ώζηε  2h x 0 . 

   Σην δηάζηεκα  3 1,0   ε h είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα, άξα έρεη αληίζηνηρν  

   ζύλνιν ηηκώλ        3
x 1

h h 0 , lim h x 1,3


  


.Δπεηδή  30 h   ε εμίζσζε  

    h x 0  είλαη αδύλαηε ζην δηάζηεκα απηό. 
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   Τέινο ζην δηάζηεκα  4 0,1   ε h είλαη ζπλερήο θαη γλεζίσο θζίλνπζα, άξα έρεη  

   αληίζηνηρν ζύλνιν ηηκώλ         4
x 1 x 0

h lim h x , lim h x 1,1
  

    .Δπεηδή  40 h    

   ππάξρεη κνλαδηθό 
3 4x  , άξα 

3x 0 , ηέηνην ώζηε  3h x 0 . Άξα ε h έρεη 2 ζεηηθέο  

   θαη κηα αξλεηηθή ξίδα. 

 

Β3.α)          
22 2 2x 2 2 2x 2xf x x 2xf x e f x 2xf x x e f x x e             . 

   Δπεηδή 2xe 0  γηα θάζε x , είλαη    x f x x 0     θαη επεηδή ε θ είλαη  

   ζπλερήο, δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην . Δπεηδή  0 1 0   , είλαη  x 0   γηα  

   θάζε x , άξα        
2

2x x xx e f x x e f x e x        . 

 

β) Σύκθσλα κε ην Θ.Μ.Τ γηα ηελ f, ππάξρεη  1 ,   ηέηνην, ώζηε 

      
   

1

f f e e e e
f

         
     

   

e e
1

 
 


 (1) 

     Έζησ    xt x e , x ,    . Σύκθσλα κε ην Θ.Μ.Τ. ππάξρεη  2 ,     ηέηνην, ώζηε 

    
   

2

2

t t e e
t e

 


   
    

 
. Τόηε ε (1) γίλεηαη:   2

1f e 1    . 

 

γ) Θέηνπκε    1f x u x f u    . Όηαλ x e 1   ηόηε      f u e 1 f u f 1      

    θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο θαη 1-1, είλαη u 1 . Όκνηα, όηαλ x , ηόηε  

    f u  . Όκσο    u

u u
lim f u lim e u
 

    , άξα u . 

   
     

  1

u 1 u 1

f u e 1 f u f 1
lim lim f 1 e 1 e 1

u 1 u 1 

  
     

 
 θαη  1

x u
lim f x lim u

 
   . 

 

    

ΘΔΜΑ Γ 
Γ1.  Έζησ όηη ε f παξνπζηάδεη κέγηζην ζην 2, ηόηε        f x f 2 f x f 2 0    . 

   Γηα θάζε  x 2,4  είλαη x 2 0  , άξα 
   f x f 2

0
x 2





, νπόηε θαη  

   
   

x 2

f x f 2
lim 0

x 2





(1). 

   Δπεηδή ε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην 2, ηζρύεη όηη  
   

 
x 2

f x f 2
f 2 lim f 2 0

x 2


   


  

    άηνπν. Άξα ε f δελ έρεη κέγηζην ζην 2. 

 

Γ2.  Δπεηδή    f 2 7 f 4   θαη ε f είλαη ζπλερήο ζην  2,4 , ιόγσ ηνπ       

      ζεσξήκαηνο ελδηάκεζσλ ηηκώλ ππάξρεη  1x 2,4 ηέηνην, ώζηε  1f x 7 . 
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Γ3.  Γηα ηελ f εθαξκόδεηαη ην Θ.Μ.Τ. ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  12,  θαη  1,4 ,  

       νπόηε ππάξρνπλ  1 2x ,x 2,4 ηέηνηα, ώζηε: 

      
   

 
1 1

2

1 1 2

f x f 2 x 22 1
f x

x 2 x 2 f x 2

 
    

 
 θαη  

      
   

 
1 1

3

1 1 1 3

f 4 f x 4 x9 7 2 1
f x

4 x 4 x 4 x f x 2

 
     

  
 

    
   

11 1

2 3

xx 2 4 x1 1

f x f x 2 2

 
   

 

12 4 x  
1

2
   

     
   

   
       3 2

3 2 2 3

2 3

f x f x
1 f x f x f x f x

f x f x

 
      

 
 

 

Γ4.  
 

       
f x 1

f x 4 xf x 4x f x 1 xf x f x 4x 1 0
x


              

   Έζησ      2g x xf x 2x x, x 2,4    . 

   Η g είλαη ζπλερήο ζην  2,4  σο πξάμεηο ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ θαη παξαγσγίζηκε ζην  

    2,4  κε      g x xf x f x 4x 1      

   Δπηπιένλ    g 2 2f 2 8 2 10 10 0      ,    g 4 4f 4 32 4 36 36 0      ,  

   δειαδή    g 2 g 4 , άξα ιόγσ ηνπ ζεσξήκαηνο Rolle, ε εμίζσζε  

        g x 0 xf x f x 4x 1 0        έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην  2,4 . 

 

Γ5. Δπεηδή  f x 0  γηα θάζε  x 2,4 θαη ε f  είλαη ζπλερήο, ζα είλαη γλεζίσο  

    αύμνπζα ζην  2,4 . Γηα θάζε        
f

2 x 4 f 2 f x f x 0 f 2,4


        
1

1 . 

   Δπεηδή  f 2 5  θαη  f 4 9 , ε f έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην  5,9 . 

 

Γ6.  Έζησ  x 2,4 .Γηα ηελ f εθαξκόδεηαη ην ζεώξεκα κέζεο ηηκήο ζε θαζέλα από ηα     

   δηαζηήκαηα  2,x  θαη  x,4 , νπόηε ππάξρνπλ  1 2,x   θαη  2 x,4   ηέηνηα, ώζηε:     

    
     

1

f x f 2 f x 5
f

x 2 x 2

 
   

 
  θαη  

     
2

f 4 f x 9 f x
f

4 x 4 x

 
   

 
  

    Δίλαη  
 

 1

f x 5
f 2 2 f x 2x 1

x 2


       


(1) θαη 

    
 

   2

9 f x
f 2 2 9 f x 8 2x f x 2x 1

4 x


           


 (2) 

   Από ηηο (1),(2) είλαη  f x 2x 1   γηα θάζε  x 2,4 . Δπεηδή  f 2 2 2 1 5     θαη      

    f 4 2 4 1 9    , είλαη  f x 2x 1   γηα θάζε  x 2,4 . 

 



www.askisopolis.gr                                                                                Γιαγωνίζμαηα 

242 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 
 

Γ1.    2xf x f x 0     
   

 

2

2

f x f x 1
f x

x f x x


        

    
 

 
 

1 1
ln x ln x c

f x f x

        
 

 
1

f x
ln x c




, c . 

    Γηα x e  είλαη:  
1

f e 1 c 0
1 c

   


, άξα  
1

f x
ln x

 , x 1 . 

 

Γ2.  
2

1
f x

x ln x
    θαη  

 

   

2 2

2 2
2 2

x ln x ln x 2ln x
f x 0 f

x ln x x ln x




      θπξηή ζην  1, . 

Παξαηεξνύκε όηη  
1

f e
e

   . Η εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην x e  είλαη ε επζεία  

ε:       
1 1

y f e f e x e y 1 x e y x 2
e e

             

 

 

Δπεηδή ε f είλαη θπξηή βξίζθεηαη πάλσ από θάζε εθαπηνκέλε ηεο ζην  1,  εθηόο ηνπ 

ζεκείνπ επαθήο, άξα      
1

f x x 2 ef x x 2e ef x x 2e 0
e

           . 

 

Γ3. Δίλαη  
1

f x x 2
e

    γηα θάζε  x 1,   θαη επεηδή ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα 

   x e , έρνπκε:  
2e

2
2e 2e

e e
e

1 1 x
f x dx x 2 dx 2x

e e 2

  
        

   
   

    
2 2

2e

e

1 4e 1 e e
f x dx 2 2e 2e

e 2 e 2 2
        

 

Γ4. Από ην Θ.Μ.Τ γηα ηελ f ππάξρεη  ,    ηέηνην, ώζηε  

  
   

 

1 1

f f ln lnln ln
f

ln ln


      

    
      

 

  Δίλαη        
 

f
ln

1
e f e f f f

ln ln e






                   

   

1

 

     eln ln ln eln ln ln 0
 
           

 
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Γ5. Η εθαπηνκέλε ε έρεη εμίζσζε: 

     

      
2 2 2

1 1 1 1 1
y f k f k x k y x k y x

ln k k ln k k ln k ln k ln k
               

    
2 2

1 ln k 1
y x

k ln k ln k


   . 

    Γηα ηε γσλία ζ πνπ ζρεκαηίδεη ε ε κε ηνλ άμνλα x΄x ηζρύεη όηη:
2

1

k ln k
      

   θαη επεηδή ηα κεγέζε κεηαβάιινληαη κε ηε πάξνδν ηνπ ρξόλνπ, είλαη: 

 
   2

1
t

k t ln k t
   . 

   Δπεηδή θαη ηα δύν κέιε ηεο πξνεγνύκελεο ηζόηεηαο απνηεινύληαη από παξαγσγίζηκεο  

   ζπλαξηήζεηο όηαλ  k t 1 , έρνπκε: 

      
     

 
    

    

2

22 2
2

k t ln k t1 1
t t

k t ln k t t k t ln k t

             
 

    
 

 

     2

2

k t ln k t k t
1

t
t

 

 
 

 

 

2ln k t

k t
 

    
2

2

k t

k t ln k t



. 

   Τε ρξνληθή ζηηγκή 0t  είλαη      0 0 0k t e, k t 2k t 2e    θαη 

 

   
 

 
       

    

2

0 0 0 0

0 22
2

0
0 0

k t ln k t 2ln k t k t1
t

t k t ln k t

 
  

 
  

   
 

 
   

 
2

0 022 2
2

0 0

1 2eln e 2 2elne 1 6 e
t t

t teln e

 
     

    2e


   2

0 0

6
t t

e
    . 

 

13ο Γιαγώνιζμα  
 

ΘΔΜΑ Α 
Α1. Δπεηδή f (x) 0   γηα θάζε 0x ( ,x )   θαη ε  f  είλαη ζπλερήο ζην 0x , ε  f  είλαη  

   γλεζίσο αύμνπζα ζην 0( ,x ] . Έηζη έρνπκε 0f (x) f (x ) ,  γηα θάζε  0x ( ,x ]   (1) 

   Δπεηδή f (x) 0   γηα θάζε 0x (x , )   θαη ε  f  είλαη ζπλερήο ζην 0x , ε  f  είλαη     

   γλεζίσο θζίλνπζα ζην 0[x , ) . Έηζη έρνπκε: 0f (x) f (x ) ,  γηα θάζε  0x [x , )  .(2) 

  Δπνκέλσο, ιόγσ ησλ (1) θαη (2), ηζρύεη: 0f (x) f (x ) ,  γηα θάζε  x ( , )   ,πνπ 

ζεκαίλεη  
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   όηη ην 0f (x )  είλαη κέγηζην ηεο  f  ζην ( , )   θαη άξα ηνπηθό κέγηζην απηήο. 

 
Α2. Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη: 

     ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα [ , ]    

        θαη 

     παξαγσγίζηκε ζην αλνηθηό δηάζηεκα      

       ( , )   

      ηόηε ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ,  

     ( , )   ηέηνην, ώζηε:          

     
f ( ) f ( )

f ( )
  

  
 

 

    Γεσκεηξηθά, απηό ζεκαίλεη όηη ππάξρεη  

    έλα, ηνπιάρηζηνλ, ( , )   ηέηνην, ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο  

    ηεο  f  ζην ζεκείν M( ,f ( ))   λα είλαη παξάιιειε ηεο επζείαο ΑΒ.  

 

Α3. Έζησ  f  κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ. Αξρηθή ζπλάξηεζε ή  

      παξάγνπζα ηεο  f  ζην Γ  νλνκάδεηαη θάζε ζπλάξηεζε F πνπ είλαη παξαγσγίζηκε ζην  

      Γ θαη ηζρύεη F (x) f (x)  ,  γηα θάζε  x . 

 

Α4. α) Σ     β) Λ     γ) Σ   δ) Λ    ε) Λ 
 

ΘΔΜΑ Β 
 

Β1. Η f είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε  

             
 2 2 2

2

2 2 2 2

x 1 2x 2x 2x 2 x x 1
f x 2x ln x 1 2 2 2

x 1 x 1 x 1 x 1

    
         

   
 

       Τν ηξηώλπκν 2x x 1   έρεη δηαθξίλνπζα 3 0    , άξα 2x x 1 0    γηα θάζε  

   x  θαη επεηδή 2x 1 0   γηα θάζε x , είλαη  f x 0   θαη f γλεζίσο αύμνπζα  

     ζην . 

Β2.  
 

2

2

4

3x 2 1
2 x 3x 2 ln

x 1

  
    

  

 

         
22 42x 2 3x 2 ln 3x 2 1 ln x 1        

 
 

          
2 22 22x ln x 1 ln 3x 2 1 2 3x 2          

    
   2f x f 3x 2   (1) 

     Δπεηδή ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην , ζα είλαη θαη 1-1, νπόηε ε (1) γίλεηαη: 

   
2 2x 3x 2 x 3x 2 0 x 1 ή 2           

 

Β3.Η f   είλαη παξαγσγίζηκε ζην  κε  

 

 Β(β,f (β)) 

 β  ξ΄  ξ  a  x 

 y 

 Ο 

 M(ξ,f (ξ)) 

 A(a,f (a)) 
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      
 

   

2 2

2 22
2 2

2 x 1 2x 2x2x 1 x
f x 2 2

x 1 x 1 x 1

     
     

   
 

      Δίλαη  
 

 
2

2x 1 02
2 2

2
2

1 x
f x 0 2 0 1 x 0 x 1 x 1 1 x 1

x 1

 


              


. 

     Γηα θάζε x 1   ή x 1  είλαη  f x 0  , νπόηε ε f είλαη θνίιε ζε θαζέλα από ηα  

    δηαζηήκαηα  , 1   θαη  1, . Γηα θάζε  x 1,1   είλαη  f x 0  , νπόηε ε f είλαη  

    θπξηή ζην  1,1 . 

    Δίλαη    f 1 2 ln2,  f 1 2 ln2       

    Η f έρεη ζεκεία θακπήο ηα  A 1, 2 ln 2     

    θαη  B 1,2 ln 2 . Δίλαη  

        
2 2

f 1 2 1,  f 1 2 3
2 2


        . 

    Η εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην Α είλαη ε επζεία 1  κε εμίζσζε  

 

        y f 1 f 1 x 1      y x ln2 1    

   Η εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην Β είλαη ε επζεία 2  κε      

   εμίζσζε     y f 1 f 1 x 1    y 3x ln2 1    

   Γηα x 0  θαη ζηηο δύν εθαπηνκέλεο πξνθύπηεη     

   y ln 2 1  , νπόηε νη 1 2,   ηέκλνληαη ζην  

   ζεκείν  0,ln 2 1   πνπ βξίζθεηαη ζηνλ  

   άμνλα y΄y. 

 

Β4.       
1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1

I xf x dx x 2x ln x 1 dx 2x dx x ln x 1 dx
   

               

    
1 13 2

2

11

x x 1
I 2 ln x 1 dx

3 2


   
     

   


 
1 12 2

2

2

11

1 1 x 1 x 1 2x
I 2 ln x 1 dx

3 3 2 2 x 1


     
          

    
  

           

11 2

1 1

4 2 2 4 x 4 1 1 4
I ln 2 ln2 xdx

3 2 2 3 2 3 2 2 3
 

   
            

  
  

    

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1. Έζησ        2 2

2 2

1 1
f x x x g x f x g x x x, x 0

x x
           κε  

    
x
lim g x 1


 . Γηα λα είλαη ε επζεία y x 1   αζύκπησηε ηεο fC  ζην   πξέπεη   

x                     1         

             +       

f    4   3   3 

x      -3     -1       1     

      +   -   -    + 

     +   +   +    + 

     +   -   -    + 

f  1 2 2 1 
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     
x
lim f x x 1 0


      2

2x

1
lim g x x x x 1 0

x

 
       

 
 

      
2

2

2x x

2

1
1 xlim g x 1 x 0 lim g x 1 0 0 1 1 0

1x

x

 

 
  

             
   

 

 ηζρύεη 

   γηαηί 
2

1
u

2 x

x u 0 u 0

2

1
uxlim lim 1

1 u

x



  




   

Γ2.   
2

x x

x x 5
lim f x x 1 0 lim x 1 0

x 1 

   
        

 
 

   
   22 2

x x

1 x 2 x 4x x 5 x 2x 1
lim 0 lim 0

x 1 x 1 

         
  

 
. 

   Αλ 1   ηόηε 
     2 2

x x

1 x 2 x 4 1 x
lim lim

x 1 

      


 x
 

x
lim 1 x


     , άξα  

   γηα λα είλαη 
   2

x

1 x 2 x 4
lim 0

x 1

    



 πξέπεη 1  . Τόηε 

  
     2

x x x

x
1 x 2 x 4 2 x 4

lim lim lim
x 1 x 1  

       
 

 

 
4

2
x

x

 
   

 
2

1
1

x

  
 
 

 

, άξα 

2 0 2   . 

 

Γ3. Δίλαη  
2x 2x 5

f x
x 1

 



 θαη  

 

2

2

x 2x 3
f x

x 1

 
 


. 

   H f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε θαζέλα από 

   ηα δηαζηήκαηα  , 3   θαη  1,  θαη 

   γλεζίσο θζίλνπζα ζηα  3, 1   θαη  1,1 . 

   Έρεη ηνπηθό κέγηζην ην  f 3 4    θαη 

   ηνπηθό ειάρηζην ην  f 1 4 . 

 

Γ4. Τν δεηνύκελν εκβαδό είλαη 

    
2

2 2

0 0

x 2x 5
f x dx dx

x 1

 
   

   

   
 

22
2 2

0 0

x 1 4x 2x 1 4
E dx dx

x 1 x 1

   
  

    

   
2

0

4
E x 1 dx

x 1

 
    

 
  
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    
2

2

0

x
E x 4ln x 1 4 4ln3

2

 
      
 

 

 

Γ5.Έζησ     M x t ,y t , t 0 , ην ζεκείν, κε  x t 3cm / sec  . 

   Δίλαη  
   

 

2x t 2x t 5
y t

x t 1

 



 θαη  

   

  
 

2

2

x t 2x t 3
y t x t

x t 1

 
 


 

   Έζησ όηη ην Μ δηέξρεηαη από ην Α ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t t , ηόηε  0x t 0  θαη 

    
   

 
 

2

0 0

0 0

0

x t 2x t 3 3
y t x t 3 9cm / sec

x t 1 1

  
     


 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γ1.  Η g είλαη παξαγσγίζηκε ζην  0,  κε  
   

2

xf x f x
g x

x

 
  . 

    Γηα ηελ f εθαξκόδεηαη ην Θ.Μ.Τ. ζην  0,x , x 0 , νπόηε ππάξρεη  0,x  ηέηνην,  

   ώζηε  
     f x f 0 f x

f
x x


     . Δπεηδή ε f είλαη θπξηή, ε f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα  

   ζην  0, , νπόηε:    
 

 
f f x

0 x f f x f x
x



          
1

 

              f x xf x xf x f x 0 g x 0 g 0,         1  

 

 

Γ2. 
   

   2

2

f x f x
dx dx G G G G

x x 2 2







      
         

   
  . 

  Η ζπλάξηεζε G είλαη ζπλερήο ζηα ,
2

  
 
 

 θαη ,
2

  
 

 
 θαη παξαγσγίζηκε ζηα 

   ,
2

  
 
 

 θαη ,
2

  
 

 
, κε    

 f x
G x g x

x
   , νπόηε ζύκθσλα κε ην Θ.Μ.Τ. 

   ππάξρνπλ 1 ,
2

  
   

 
 θαη 2 ,

2

  
   

 
 ηέηνηα, ώζηε  

   
   

1

G G G G
2 2

G

2 2

      
      

      
   



 θαη  

 
   

2

G G G G
2 2

G

2 2

      
      

      
   



. 
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   Δίλαη    
G

1 2 1 2G G


        
1

   G G G G
2 2

2 2

      
      

   
 

 
 

      G G G G
2 2

      
       

   
 

 

Γ3.  
 

 
x 0

x x

x

f x 1
e f x x g x e 0

x e


      . 

   Έζησ     xh x g x e , x 0   . Δίλαη      xh x g x e 0 h 0,     1 , Οπόηε ε  

   εμίζσζε     xh x 0 g x e 0     έρεη ην πνιύ κηα ξίδα ζην  0, . 

 

 

Γ4. Έζησ        x f x f 1 x, x 0,1    . Δίλαη      x f x f 1     . 

   Γηα θάζε            
f

0 x 1 f x f 1 f x f 1 0 x 0 0,1


             
1

2 . 

   Γηα θάζε            0 x 1 x 0 f x f 1 x 0 f x f 1 x


          
2

. 

 

Γ5.  Γηα θάζε 

   
   

     
g f x f x 1

0 x x 1 g x g x 1 x 1 f x xf x 1
x x 1


           



1

. 

 

Γ6.              
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
G x f x dx G x dx f x dx x G x dx f x dx              

           

         
2 22

1 1 1
xG x xG x dx f x dx 2G 2 G 1 x         

 f x

x
 

2 2

1 1
dx f x dx 0    
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14ο Διαγώνισμα  
 

ΘΕΜΑ A  
Α1. Ας υποθέσουμε ότι η  f  παρουσιάζει στο 0x  τοπικό μέγιστο. Επειδή το 0x  είναι  

   εσωτερικό σημείο  του Δ και η  f  παρουσιάζει σ’ αυτό τοπικό μέγιστο, υπάρχει 0    

   τέτοιο, ώστε 0 0(x , x )      και 0f (x) f (x ) , για κάθε  

   0 0x (x , x )   .     (1) 

   Επειδή, επιπλέον, η  f  είναι παραγωγίσιμη στο 0x , ισχύει  

   
0 0

0 0
0

x x x x
0 0

f (x) f (x ) f (x) f (x )
f (x ) lim lim

x x x x  

 
  

 
. Επομένως, 

    αν 0 0x (x , x )  , τότε, λόγω της (1), θα είναι  0

0

f (x) f (x )
0

x x





, οπότε θα έχουμε 

     
0

0
0

x x
0

f (x) f (x )
f (x ) lim 0

x x


  


          (2) 

    αν 0 0x (x , x )  , τότε, λόγω της (1), θα είναι  0

0

f (x) f (x )
0

x x





, οπότε θα έχουμε 

      
0

0
0

x x
0

f (x) f (x )
f (x ) lim 0

x x


  


.        (3) 

    Έτσι, από τις (2) και (3) έχουμε 0f (x ) 0  .Η απόδειξη για τοπικό ελάχιστο είναι  

     ανάλογη.       

 

Α2. Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα ( , )  , με εξαίρεση ίσως  

      ένα σημείο του  0x . Αν 

    η  f είναι κυρτή στο 0( , x )  και κοίλη στο 0(x , ) , ή αντιστρόφως, και 

    η fC  έχει εφαπτομένη στο σημείο 0 0A(x ,f (x )) , 

      τότε το σημείο 0 0A(x ,f (x ))  ονομάζεται σημείο καμπής της γραφικής παράστασης  

     της  f. 

 

Α3. Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η  f  δεν παραγωγίζεται ή η παράγωγός της  

     είναι ίση με το μηδέν, λέγονται κρίσιμα σημεία της  f  στο διάστημα Δ. 

 

Α4. α) Σ  β) Λ   γ) Λ   δ) Σ   ε) Σ 

 

ΘΕΜΑ Β 
 

B1. Έστω 
 

 
f x 2

h x , x 2
x 2


 


, τότε 

         f x 2 h x x 2 f x h x x 2 2       , οπότε 
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          
x 2 x 2
limf x lim h x x 2 2 f 2 2
 

        . 

    Είναι 
     

 
x 2 x 2

f x 2 f x f 2
lim 2 lim 2 f 2 2

x 2 x 2 

 
    

 
 

 

B2. Επειδή η f είναι συνεχής στο  0,2 , παραγωγίσιμη στο  0,2  και    f 0 f 2 ,  

    σύμφωνα με το θ.Rolle, υπάρχει  0,2  τέτοιο, ώστε  f 0   . Επειδή η f   είναι  

    γνησίως αύξουσα, το ξ είναι μοναδικό. 

 

Β3. Για κάθε      
f

x f x f 0 f ,


        
1

2 και για κάθε  

         
f

x f x f 0 f ,


         
1

1 . 

      Η f έχει ελάχιστο στο ξ, άρα    f x f   για κάθε x .    

 

Β4. Έστω        2g x F x 2x x F 1 , x 0,1     . 

     Επειδή η F είναι παραγωγίσιμη στο  0,1  με    F x f x  , είναι και συνεχής στο  

    διάστημα αυτό, οπότε και η g είναι συνεχής στο  0,1  ως άθροισμα συνεχών  

    συναρτήσεων. Είναι      g 1 F 1 2 1 F 1 1 0       και      g 0 F 0 F 1  . 

     Είναι    f x f   για κάθε x , οπότε και  

                 
1 1 1

00 0
f x dx f dx f x f 0 F 1 F 0 0 g 0 0             , άρα  

       g 0 g 1 0  οπότε σύμφωνα με το Θ.Bolzano, η εξίσωση  

         2g x 0 F x 2x x F 1      έχει τουλάχιστον μια στο  0,1 .   

   Είναι        g x F x 2 2x f x 2 1 x        

    Επειδή    f x f 0    και 1 x 0   για κάθε  x 0,1 , είναι    g x 0 g 0,1   1 ,  

    οπότε η προηγούμενη ρίζα είναι μοναδική. 

 

ΘΕΜΑ Γ 
 

Γ1. Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  

      2f x 3x 6 ln x 2 6 x    
1

x
 23x 6ln x 6   . 

   Η f   είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με    
6

f x 6x 0 f 0,
x

     1 . 

   Είναι    2

x 0 x 0
lim f x lim 3x 6ln x 6

  

       και  

      2

x x
lim f x lim 3x 6ln x 6
 

      . 

   Επειδή η f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστημα  0,   , το σύνολο  
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   τιμών της είναι  f    . 

   Επειδή  0 f   , υπάρχει  0x 0,    τέτοιο, ώστε  0f x 0   και επειδή η f    

   είναι γνησίως αύξουσα, το 0x είναι η μοναδική της ρίζα. 

   Για κάθε      
f

0 0 00 x x f x f x 0 f 0,x


      
1

2  και 

   για κάθε      
f

0 0 0x x f x f x 0 f x ,


      
1

1 . Η f έχει ελάχιστο στο 0x . 

 

Γ2.  Είναι   2f 1 3 1 6ln1 6 3 0         και  f 2 12 6ln 2 6 6 6ln 2 0       , και  

   επειδή η f   είναι συνεχής, η εξίσωση  f x 0   έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  1,2 .  

   Όμως το 0x  είναι η μοναδική ρίζα της f  , άρα  0x 1,2 . 

 

Γ3.    2 3x x 6ln x 2 6x 1 x 6x ln x 12x 2 0          

      3x 6x ln x 2 2 0 f x 0       

   Είναι 
 

   
0f 0,x

0 01 x f x f 1 9 0     
2

 

    

   Είναι    3

x 0 x 0
lim f x lim x 6x ln x 2 2 2

  

       , γιατί 

       
DLHx 0 x 0 x 0 x 0

2

1
ln x 2 xlim x ln x 2 lim lim lim x 0

1 1

x x

   

 
 
 

   


     



 

   Επίσης    3

x x
lim f x lim x 6x ln x 2 2
 

         

   Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  1 00,x  , το αντίστοιχο σύνολο  

   τιμών της είναι το         1 0 0
x 0

f f x , lim f x f x ,2


   
. 

   Επειδή  10 f   υπάρχει μοναδικό 1 1x   τέτοιο, ώστε  1f x 0 . 

   Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  2 0x ,   , το αντίστοιχο  

   σύνολο τιμών της είναι:     2 0f f x ,    . 

    Επειδή  20 f   υπάρχει μοναδικό 2 2x   τέτοιο, ώστε  2f x 0 . 

    Επομένως η εξίσωση  f x 0  έχει ακριβώς 2 ρίζες. 

Γ4.  Είναι      
f

0 0x x 2 f x f x f 2 12ln 2 14      
1

. 

    Όμως  2 e ln 2 lne 1 12ln 2 12 14 12ln 2 14 0 f 2 0            , άρα  

    f x 0  για κάθε  0x x ,2 . 

   Επειδή    
f

01 x x f x f 1 9 0      
2

, είναι  f x 0  για κάθε  x 1,2 , οπότε το  

   ζητούμενο εμβαδό είναι: 
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        
2 2

3

1 1
E f x dx x 6x ln x 2 2 dx             

    
2 2 2 2

3

1 1 1 1
E x dx 6x ln xdx 12xdx 2dx           

   

   
2

4
2 2 2

2 2 2 2

1 11
1

x 15
E 3x ln xdx 6x 2 3x ln x 3x

4 4

 
                 

 


1

x


2

1
dx 18 2  

 

    

 
2

2

1

15 3x 49 3 49 9 67
E 16 12ln 2 12ln 2 6 12ln 2 12ln 2

4 2 4 2 4 2 4

   
                 

  

 

 

ΘΕΜΑ Δ 
 

Δ1.  Είναι 
 f t

e 0


 , και  f x 1 0  για κάθε x 0  αφού  f x 0  , άρα και 

   f x 0 f 0,   1 . 

 

Δ2. Είναι               f x f x
f x f x 1 e f x f x f x e

          

   
         f x f x

f x f x e f x e 1            f x f x
f x e f x e 1


       f x

f x e 1

   

      f x
f x e x c  , c . Για x 0  είναι    f 0

f 0 e c c 0   , οπότε  

          f x f x
f x e x f x xe


    για κάθε x 0 . 

 

Δ3.  Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο  0, , είναι και 1 1  και αντιστρέφεται.  

   
  yf x y x ye , y 0    , άρα  1 xf x xe , x 0    

 

Δ4.  Για x 0  είναι    f 0

1
f 0 1

e 0
  


. Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f   

   στο 0x 0 είναι η ευθεία     : y f 0 f 0 x 0 y x       

   Είναι     
 

 

      

  

f xf x

2

e f x f x 2e
f x f x 0

f x 1 f x 1

             

, οπότε η f είναι κοίλη  

   στο  0, .      

   Επειδή η f είναι κοίλη, βρίσκεται κάτω από κάθε εφαπτομένη της στο διάστημα αυτό,  

   εκτός βέβαια του σημείου επαφής, άρα βρίσκεται κάτω και από την ε, οπότε ισχύει:  

    f x x  για κάθε x 0 . 
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   Είναι       
e

2
e e

0 0
0

x
E x f x dx f x dx

2



 


  
     

 
  .  

   Επειδή  1x f y  και    f x
f x e x , για κάθε x 0  έχουμε:  y 1ye f y . Θέτουμε  

    1 yx f y ye  , τότε  y ydx e ye dy  .  

   Για x 0  είναι y 0  και για x e   είναι y   . Τότε      

   
     

2 2 2 2
y y y 2

0 0

e e
E y e ye dy e y y dy

2 2

 
  

          

   
    

2 2
2 y

0

e
E y y e dy

2


 

      

        
2 2

2 y y

00

e
E y y e 1 2y e dy

2


 

       
    

   
      

2 2
2 y

0

e
E e 1 2y e dy

2




 
          

   
     

2 2
2 y y

0 0

e
E e 1 2y e 2e dy

2





              

   
     

2 2
2 y

0

e
E e 1 2 e 1 2 e

2




 
               

   
     

2 2
2e

E e 1 2 e 1 2e 2
2


  

              

      
2 2

2e
E 1 e 1

2




       . 

 

Δ5.    
2 2

2e
lim E lim 1 e 1

2




 

 
        

 
 

   

  2 2

2 2 2

1 1 1 1 1
lim E lim e

2 e e e e



    

  
          

    
. 

 

15ο Διαγώνισμα  
 

ΘΕΜΑ A 
Α1. Αποδεικνύουμε το θεώρημα στην περίπτωση που είναι f (x) 0  . 

   Έστω 1 2x ,x   με 1 2x x . Θα δείξουμε ότι 1 2f (x ) f (x ) . Πράγματι, στο  

   διάστημα 1 2[x ,x ]  η  f  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. Επομένως, υπάρχει  

   1 2(x ,x )  τέτοιο, ώστε 2 1

2 1

f (x ) f (x )
f ( )

x x


  


, οπότε έχουμε  

   2 1 2 1f (x ) f (x ) f ( )(x x )    . 

   Επειδή f ( ) 0    και 2 1x x 0  , έχουμε 2 1f (x ) f (x ) 0  , οπότε 1 2f (x ) f (x ) . 
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Α2. Η ευθεία y x    λέγεται ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f  στο  ,  

       αντιστοίχως στο  , αν   
x
lim[f (x) ( x )] 0


    , αντιστοίχως  

      
x
lim[f (x) ( x )] 0


    . 

 

Α3. Μια συνάρτηση  f  λέμε ότι είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο 0x  του πεδίου  

    ορισμού της, αν υπάρχει το
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x




 και είναι πραγματικός αριθμός. 

    Το όριο αυτό ονομάζεται παράγωγος της  f στο 0x  και συμβολίζεται με  0f x .  

    Δηλαδή:   
0

0
0

x x
0

f (x) f (x )
f (x ) lim

x x


 


. 

 

Α4. α) Λ    β) Σ   γ) Λ    δ) Σ   ε) Λ 

 

ΘΕΜΑ Β 
Β1. Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο 0x 0  θα είναι και συνεχής σ΄ αυτό, δηλαδή: 

        
x 0 x 0
lim f x lim f x f 0

  
      

x 0 x 0
lim 2 x 2 x lim x x 1 1 1

  
            

   
   

x 0 x 0

f x f 0 2 x 2 x 1
lim lim

x  

    


1

x 0

x
lim 2 2 2 2

x x

 
      

 
, 

   
   

x 0 x 0

f x f 0 x x 1
lim lim

x  

   


1

x 0

x
lim 1 1

x x

 
      

 
 

   Για να είναι η f παραγωγίσιμη στο 0x 0  με  f 0 0  , πρέπει    

  
       

x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
lim lim 0 2 2 1 0 1

x x  

 
            . 

    

Β2. Είναι  

2x 2 x 1, x 0

f x 1, x 0

x x 1, x 0

   


 
    

. 

      f 2 2 1 1 2          ,  f 1 1       . Επειδή    f f     

   δεν εφαρμόζεται για την f το θεώρημα Rolle στο  ,  . Επειδή  f 0 0    

   ικανοποιείται το συμπέρασμα του θεωρήματος στο 0x 0 . 

 

Β3. Επειδή    f f 0 0   και η f είναι συνεχής στο  ,0 , λόγω του θεωρήματος  

   Bolzano, υπάρχει  1x ,0   τέτοιο, ώστε  1f x 0 . 

 

Β4. Είναι    f 0 f 0   και η f είναι συνεχής στο  0, οπότε λόγω του θεωρήματος  
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   Bolzano, υπάρχει  2x 0,   τέτοιο, ώστε  2f x 0 . 

   Επειδή    1 2f x f x  και η f είναι συνεχής στο  1 2x ,x  και παραγωγίσιμη στο  

    1 2x ,x  εφαρμόζεται για την f το θεώρημα Rolle στο    1 2x ,x ,   . 

 

Β5. Για κάθε x 0  είναι    f x 2 2 x 2 1 x      . 

   Επειδή  f x 0   για κάθε x 2 ,     και η f είναι συνεχής, είναι γνησίως  

   αύξουσα στο  ,0 . Για κάθε x 0  είναι  f x x 1    . 

   Επειδή  f x 0   για κάθε x 2 ,     και η f είναι συνεχής, είναι γνησίως  

   φθίνουσα στο  0, . 

      
x x x

x 1
lim f x lim 2x x 1 lim x 2

x x  

  
          

  
 γιατί για x 0  είναι 

   
xx 1 1 x 1

x x x x x x

 
      . Επειδή 

x x x

1 1 1
lim lim 0 lim

x x x  

 
       

,  

   από το κριτήριο παρεμβολής είναι και 
x

x
lim 0

x


 . 

   Επίσης    
x x x

x 1
lim f x lim x x 1 lim x 1

x x  

  
          

  
 γιατί από το  

   κριτήριο παρεμβολής είναι και 
x

x
lim 0

x


 . 

   Στο διάστημα  1 ,0    η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, άρα έχει αντίστοιχο  

   σύνολο τιμών:        1
x

f lim f x ,f 0 ,1


   


. 

   Στο διάστημα  2 0,    η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, άρα έχει  

   αντίστοιχο σύνολο τιμών:        2
x

f lim f x ,f 0 ,1


   


. 

   Το σύνολο τιμών της f είναι το        1 2f A f f ,1      . 

 

Β6.  0 0 0 0 0 0 0x x 2017 x x 2017 x x 1 2016 f x 2016                

   Επειδή  22016 f    και η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 2  υπάρχει μοναδικός  

   0x 0  τέτοιο, ώστε 0 0x x 2017   . 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Έστω  
 f x

h x , x 0
x

   με    
x 0
limh x 1 f 0


  . Τότε    f x xh x  και 

    
x 0 x 0
limf x lim xh x 0
 

   

Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη είναι και συνεχής στο , οπότε και στο 0x 0 , άρα 
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        
x 0

f 0 limf x 0


  . Τότε  
 

 
x 0

f x
f 0 lim 1 f 0 1

x
      

      Η εφαπτομένη της fC στο 0x 0 είναι η ευθεία ε:     y f 0 f 0 x 0 y x      

 

Γ2. Επειδή  f x 0   και η f   είναι συνεχής (αφού είναι 3 φορές παραγωγίσιμη) , διατηρεί  

       σταθερό πρόσημο, οπότε η f   είναι γνησίως μονότονη. 

       Από το θεώρημα Μέσης Τιμής για την f , υπάρχει  0,1  τέτοιο, ώστε    

       
   

   
f 1 f 0

f f 1 f 0
1 0


    


. Είναι          f 0 f 1 f 0 f 0 f       . 

       Επειδή 0 1   ,    f 0 f    και η f   είναι γνησίως μονότονη, θα είναι γνησίως  

       αύξουσα, άρα η f είναι κυρτή. 

 

Γ3. Η g είναι παραγωγίσιμη στο  με    g x f x 1   . 

       Για κάθε          
f

x 0 f x f 0 1 f x 1 0 g x 0 g ,0


             
1

2 . 

      Για κάθε          
f

x 0 f x f 0 1 f x 1 0 g x 0 g 0,


             
1

1 . 

      Η g έχει ελάχιστο το    g 0 f 0 0  . 

      
   x 0 x 0

x x 1
lim lim

xg x x f x x 

  
     

 γιατί επειδή η f είναι κυρτή βρίσκεται πάνω  

    από κάθε εφαπτομένη της εκτός από το σημείο επαφής, άρα  f x x  για κάθε x 0   

    και  επειδή  f 0 0 είναι 
 x 0

1
lim

f x x
 


. Ακόμη είναι 

x 0

x
lim 1

x


 . 

 

Γ4. Επειδή    f x x f x x 0      για κάθε x  με το ίσον να ισχύει μόνο για x 0  

    και η  f x x  είναι συνεχής , ισχύει ότι:  

         
2

2
2 2 2 2

0 0 0 0
0

x
f x x dx 0 f x dx xdx 0 f x dx 2

2

 
        

 
     

 

Γ5. Είναι    g x f x x 0   , οπότε  

            
1

2
1 1 1

0 0 0
0

5 5 x 5
E g x dx e f x x dx e f x dx e

2 2 2 2

 
             

 
    

     
1

0
f x dx e 2  . 

    Έστω        x F x F 0 2, x 0,2     . Επειδή η F είναι παραγωγίσιμη είναι και  

    συνεχής στο , οπότε η φ είναι συνεχής στο  0,2 . 

     Είναι        
1

0
1 F 1 F 0 2 f t dt 2 e 2 2 e 4 0            ,  
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           
2

0
2 F 2 F 0 2 f t dt 2 0       , δηλαδή    1 2 0   ,  

      άρα λόγω του θεωρήματος Bolzano υπάρχει  1,2  τέτοιο, ώστε  

           0 F F 0 2       . 

 

ΘΕΜΑ Δ 
 

Δ1.     
 

     
 2f x 2f x

f x 1 2ln x xf x f x 2f x ln x xf x
x x

             

   

     
 

         
2f x

f x xf x 2ln xf x xf x 2ln xf x xf x 2ln xf x c, c
x

             

 

    Για x 1  είναι c 0 , άρα        
2ln x

xf x 2ln xf x 0 f x f x 0
x

        

   

          
2 2 2 2 2ln x ln x ln x ln x ln x

1 1 1

2ln x
e f x e f x 0 e f x 0 e f x c f x c e , c

x

   
         

 

   Για x 1  είναι 1c 0  άρα  
2ln xf x e . 

 

Δ2.  Είναι  
2ln x ln x

f x e 2 0 ln x 0 x 1
x

       . 

   Για κάθε 0 x 1   είναι    f x 0 f 0,1   2  και για κάθε x 1  είναι  

      f x 0 f 1,   1 . Η f έχει ελάχιστο το  f 1 1 . 

 

Δ3.  Είναι    f x f 1 1   για κάθε x 0 , άρα   lnf 1 1     και  

     lnf 1 1    , άρα και ln ln 2 22 2 2 0 0           . Τότε  

   ln ln 2    , άρα    f f 2     και αυτό ισχύει μόνο όταν  f 1 1     και  

    f 1 1    . 

 

Δ4. α)  
2ln x 2g x lne ln x  . Είναι  g e 1 ,    

2ln x
g x 2ln x ln x

x
    και  

2
g e

e
  . 

   Η εφαπτομένη της gC  στο 0x e  έχει εξίσωση: 

         
2 2

y g e g e x e y 1 x e y x 1
e e

           

   Είναι  

1

x
g x 2 

x

2 2

ln x
1 ln x

2 0
x x




   για κάθε x e  άρα η g είναι κοίλη στο  

    e, . 
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  Επειδή η g είναι κοίλη στο  e, , βρίσκεται κάτω από κάθε εφαπτομένη της στο  

  διάστημα αυτό, εκτός του σημείου επαφής, δηλαδή  
2

g x x 1
e

   για κάθε  x e,  . 

 Το ζητούμενο εμβαδόν είναι:  

 
2e

2

e

2 2
x 1 ln x dx

e

 
     

 


2x

e 2
  

2

2
e

e
2

e
e

x x ln xdx
     
 

  

 
24 2

e
2 2

e

e e
e e x ln x x

e e
        

1
2ln x

x


2e

e
dx   

3 2E e e e   e  
2e

2

e
4e e 2 x ln xdx     

  
2e3 2

e
E e 5e e 2 x ln x x    

1

x

2e
3 2 2 2 3 2

e
dx e 5e e 4e 2e e e e 2e          

 

β) Είναι  
2ln x

g x 0
x

    για κάθε x 1 , άρα η g είναι γνησίως αύξουσα στο  1, ,  

   οπότε είναι και 1-1 και αντιστρέφεται. Το ζητούμενο εμβαδόν είναι:  
2

1

1
g x dx   . 

   Θέτουμε      1g x u x g u dx g u du      . Για x 1  είναι  g u 1 u e    και 

   για x 4  είναι   2g u 4 u e   . 

        
2 22 e e

1

1 e e
g x dx u g u du ug u du u        

2e

e

ln u
2

u
  

2e

e
du 2 u ln udu   

    
2e

e
2 u ln u 2 u  

1

u

2e
2

e
du 4e 2e 

22e 2e  22e  

 

16ο Διαγώνισμα  
 

ΘΕΜΑ A 
Α1. Αρκεί να αποδείξουμε ότι για οποιαδήποτε 1 2x ,x   ισχύει 1 2f (x ) f (x ) .  

    Πράγματι 

      Αν 1 2x x , τότε προφανώς 1 2f (x ) f (x ) . 

      Αν 1 2x x , τότε στο διάστημα 1 2[x ,x ]  η  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του  

     θεωρήματος μέσης τιμής. Επομένως, υπάρχει 1 2(x ,x )  τέτοιο, ώστε     

      2 1

2 1

f (x ) f (x )
f ( )

x x


  


     (1) 

     Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σημείο του Δ, ισχύει f ( ) 0   ,οπότε, λόγω της (1), είναι  

     1 2f (x ) f (x ) .  

     Αν 2 1x x , τότε ομοίως αποδεικνύεται ότι. 1 2f (x ) f (x ) .Σε όλες, λοιπόν,  τις  

      περιπτώσεις είναι 1 2f (x ) f (x ) .    
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Α2. Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα  α,β , όταν  

   είναι συνεχής σε κάθε σημείο του  α,β  και επιπλέον
x α
lim f (x) f (α)


  και    

  
x β
lim f (x) f (β)


 . 

 

Α3. Μια συνάρτηση  f  λέμε ότι είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο 0x  του πεδίου  

    ορισμού της, αν υπάρχει το
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x




 και είναι πραγματικός αριθμός.  

 

Α4. α) Λ,  β) Λ,  γ) Λ, δ) Σ,  ε) Λ 

 

ΘΕΜΑ Β 
 

Β1.  Στο διάστημα  1,1  είναι  f x 0   και  

   επειδή η f είναι  συνεχής, είναι γνησίως   

   αύξουσα στο  1,1 . 

   Στο διάστημα  1,4  είναι  f x 0   και  

   επειδή η f είναι  συνεχής, είναι γνησίως  

    φθίνουσα στο  1,4 . 

   Η f έχει τοπικό μέγιστο στο x 1 , τοπικό ελάχιστο στα x 1   και x 1 . 

   Στα διαστήματα  4,6  και  6,8  είναι  f x 0   και επειδή η f είναι συνεχής, είναι  

   γνησίως αύξουσα στο  4,8 . Η f έχει τοπικό ελάχιστο στο x 4 . 

   Στο διάστημα  8,10  είναι  f x 0   και επειδή η f είναι συνεχής, είναι γνησίως  

    φθίνουσα στο  8,10 . 

   Η f έχει τοπικό μέγιστο στο x 8  και τοπικό ελάχιστο στο x 10 . 

 

Β2.  Στο διάστημα  1,0 η f  είναι  

   γνησίως αύξουσα, άρα η f είναι κυρτή  

   στο διάστημα αυτό. 

   Στο διάστημα  0,2 η f  είναι γνησίως  

   φθίνουσα, άρα η f είναι κοίλη στο διάστημα αυτό. 

   Η f στο x 0  έχει σημείο καμπής. 

   Στο διάστημα  2,5 η f  είναι γνησίως αύξουσα, άρα η f είναι κυρτή στο διάστημα  

   αυτό.  Η f στο x 2  έχει σημείο καμπής. 

   Στο διάστημα  5,6 η f  είναι γνησίως φθίνουσα, άρα η f είναι κοίλη στο διάστημα  

   αυτό. Η f στο x 5  έχει σημείο καμπής. 

   Στο διάστημα  6,7 η f  είναι γνησίως αύξουσα, άρα η f είναι κυρτή στο διάστημα  

   αυτό. Η f στο x 6  έχει σημείο καμπής. 

   Στο διάστημα  7,10 η f  είναι γνησίως φθίνουσα, άρα η f είναι κοίλη στο διάστημα  

x -1      1        4        6         8     10 

f       +       +   +     

f 

 

 

   T.M                        T.M        
1    2T.E1 1   2 

x -1      0         2        5        6         7     10 

f       1  2  1  2  1  2 

f 3   4  3  4 3  4 
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   αυτό. Η f στο x 7  έχει σημείο καμπής. 

 

Β3.  Συγκεντρωτικά προκύπτει ο παρακάτω πίνακας μεταβολών: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η γραφική παράσταση της f έχει την παρακάτω μορφή: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 
 

Γ1. Έστω .  

     Είναι  g 1 12ln1 4 12 8 0       και ,  

   δηλαδή    g 1 g 2 0 . Επειδή η g είναι συνεχής στο  1,2 , σύμφωνα με το θ.Bolzano,  

   υπάρχει  1,2  τέτοιο, ώστε  g 0  
312ln 4 12   . 

 

Γ2. Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με 

    f x 12ln x 12 x  
1

x
 3 34x 24 12ln x 4x 12 g x       και  

     212
f x 12x 0

x
     για κάθε x 0  και επειδή η f   είναι συνεχής, είναι γνησίως  

   αύξουσα στο  0, . Για κάθε        
f

0 x f x f g 0 f 0,


           
1

2  και  

   για κάθε x    είναι      f x f 0 f ,      1 . 

    Η f έχει ελάχιστο το   4f 12 ln 24 3      . 

 

 Γ3.    3 4x 12ln x x 24x 3 12x ln x x 24x 3 0 f x 0          . 

   3g x 12ln x 4x 12, x 1,2   

 g 2 12ln 2 32 12 12ln 2 20 0     

x -1     0           1           2           4           5           6           7           8         10 

  + 1  +2 2  1  +1  +2  +1 + 2   2 

 

 

f 

 

 

 

  -1        0          1         2        4        5     6       7     8           10    x 
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   Είναι  
DLHx 0 x 0 x 0 x 0

2

1
ln x xlim x ln x lim lim lim x 0
1 1

x x

   

 
 
 

   
    



 και  

      4

x 0 x 0
lim f x lim 12xln x x 24x 3 3

  
     ,     

     3

x x

3
lim f x lim x 12ln x x 24

x 

  
       

  
 

   Η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  1 0,   , οπότε     

          1
x 0

f f , lim f x f ,3


     
. 

   Η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  2 ,    , οπότε  

           2
x

f f , lim f x f ,


      
. 

   Για να έχει η f δύο ρίζες, είναι φανερό ότι το 0 πρέπει να περιέχεται στο  1f   και στο  

    2f  . Για το λόγο αυτό θα αναζητήσουμε το πρόσημο του  

     4f 12 ln 24 3      ,  1,2 . 

   Είναι 
3 312ln 4 12 12ln 12 4       , άρα  

      3 4 4 4 4f 12 4 24 3 12 4 24 3 3 12 3                    

   Έστω    4h x 3x 12x 3, x 1,2     . Είναι   3h x 12x 12 0      για κάθε  

    x 1,2 , οπότε η h  είναι γνησίως φθίνουσα στο  1,2 . 

   Είναι        
h

1 2 h 1 h h 2 69 h 12            
2

, άρα  f 0  , οπότε  

    10 f   και υπάρχει μοναδικό 1 1x   τέτοιο, ώστε  1h x 0 . επίσης  20 f  ,  

   άρα υπάρχει  μοναδικό 2 2x   τέτοιο, ώστε  2h x 0 . Επομένως η εξίσωση έχει  

     ακριβώς 2 ρίζες. 

 

Γ4.     2 2 2 23
ln 3 ln ln

                  

 
 

   
3 3 3 3 3 33ln 3ln 3ln 3ln 12ln 4 12ln 4               

      3 312ln 4 12 12ln 4 12 f f              που ισχύει αφού    και  

    f 0, 1 . 

 

ΘΕΜΑ Δ 
 

Δ1.  Θέτουμε 
2u x x u    οπότε dx 2udu .Για x=0  έχουμε u=0 και για 2x    

    έχουμε  u    .  

       Οπότε  x u u

0 0 0
e dx e 2udu e 2udu

               
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u u u

00 0
2ue 2e du 2 e 2e 2 e 2e 2


   

             . 

 

Δ2. 
x

x 0 x 0 k 0 k 0 k 0

x k
lim lim lim 1

kx



     

  
       





.  

Δ3. Θεωρούμε   x xh x 2xe 2e x 1,x 0      . 

     h 1 0  .   xh x 2e  x x2xe 2e  x1 2xe 1 0    . 

    Άρα η h είναι γνησίως αύξουσα και 1-1 οπότε το 1 μοναδική ρίζα της ζητούμενης  

    εξίσωσης. 

 

Δ4.  Αν θέσουμε  
1

0
g x dx    έχουμε από το β) ερώτημα  

    

 

2

2

x + x
,x 1

x 1f (x)

2 e 2e 2 x 2,x 1 

   


 
      


. 

     Για      
2

2x + x
x 1: f x x + x f x x 1

x 1

  
        


 οπότε  

         2

x 1 x 1
lim x + x lim f x x 1 1 0 1

  
               .(1) 

      
   2

x 1 x 1 x 1

x x xx x x
1 lim f x lim lim

x 1 x 1    

      
   

 
 

  
 

x 1

x 1
lim



  x

x 1




1  . Η f είναι συνεχής στο 1 οπότε  

      
x 1
lim f x f 1 1 2 e 2e 2 e 2e 1 0



   


            .  

   Από το γ) ερώτημα έχουμε ότι μοναδική ρίζα της εξίσωσης  x x2xe 2e x 1 0     είναι  

    ο  αριθμός 1 άρα β=1. 

            
1

0
1 g x dx 2     .   

 

Δ5.  Αν G αρχική της g ,τότε      
1

0
g x dx G 1 G 0 2     

       Για τη συνάρτηση G ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ οπότε υπάρχει   0,1   

     τέτοιος ώστε  
   

 
G 1 G 0

G g 2
1 0


      


.  

 

 

 

 

 

 



www.askisopolis.gr  Διαγωνίσματα 

263 

 

17ο Διαγώνισμα  
 

ΘΕΜΑ A 
 

Α1. Έστω ότι  f x 0  ,  για κάθε  0 0x ( ,x ) (x , )    . 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο 0x  θα είναι γνησίως αύξουσα σε κάθε ένα από τα 

διαστήματα 0( , x ]  και 0[x , ) . Επομένως, για 1 0 2x x x   ισχύει 1 0 2f (x ) f (x ) f (x ) 

. Άρα το 0f (x )  δεν είναι τοπικό ακρότατο της  f. Θα δείξουμε, τώρα, ότι η  f  είναι 

γνησίως αύξουσα στο ( , )  . Πράγματι, έστω 1 2x ,x ( , )    με 1 2x x . 

— Αν 1 2 0x ,x ( ,x ]  , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο 0( , x ] , θα ισχύει 

1 2f (x ) f (x ) . 

— Αν 1 2 0x ,x [x , )  , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο 0[x , ) , θα ισχύει 

1 2f (x ) f (x ) . 

— Τέλος, αν 1 0 2x x x  , τότε όπως είδαμε 1 0 2f (x ) f (x ) f (x )  .  

Επομένως, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει 1 2f (x ) f (x ) , οπότε η  f  είναι γνησίως 

αύξουσα στο ( , )  . 

Ομοίως, αν f (x) 0   για κάθε 0 0x ( ,x ) (x , )     

 

Α2. Αν μια συνάρτηση  f  είναι: 

         συνεχής στο κλειστό διάστημα  ,   

         παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα  ,   και 

            f f    

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον,  ,    τέτοιο, ώστε:  f 0    

Γεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα, τουλάχιστον,  ,    τέτοιο, ώστε η 

εφαπτομένη της fC  στο M( ,f ( ))   να είναι παράλληλη στον άξονα των x.  

 

Α3. Μια συνάρτηση f :A  λέγεται συνάρτηση 1 1 , όταν για οποιαδήποτε 

1 2x ,x A  ισχύει η συνεπαγωγή:     αν   1 2x x ,    τότε    1 2f (x ) f (x ) . 

 

Α4. α) Λ,  β) Σ,  γ) Σ,  δ) Λ, ε)  Λ 

 

 

ΘΕΜΑ Β 
 

Β1.  Για να ορίζεται η f f  πρέπει: 

   
 

f

f

x
x A x

x
f x A x

x

 
   

   
   


x   2

x
ύ


  

  
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     

2x xx

xf f x
x

x

   
  

 
 




x 

x x  2

x

 



 2 


2

x

 
x . 

Β2.  Επειδή η fC  έχει οριζόντια ασύμπτωτη την y 1   στο   , ισχύει ότι  

    
x
lim f x 1


  .  

    Όμως  
x x

x

lim f x lim
 


x

x

 
  
 

1
x

 
 

 
 

, άρα 1   .  Είναι  
x

f x
x 1

 



. 

   Επειδή εφαρμόζεται για την g το θεώρημα Bolzano στο  1,3 , ισχύει ότι 

         
1 3

g 1 g 3 0 0 1 3 0 1 3
2 4

 
           Όμως   άρα   

   2  . 

 

Β3.  Είναι  
x 2

f x , x 1
x 1

 
  


. 

  Η f είναι παραγωγίσιμη στο  1   με  
 

2

3
f x

x 1
  


 

   Επειδή  f x 0   για κάθε x 1   η f είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα  

   διαστήματα  , 1   και  1,  . 

 

Β4.  
x 2

f x 0 0 x 2
x 1

 
    


. Η fC  τέμνει τον x΄x στο  2,0 . 

   Επειδή οι συντεταγμένες του Μ μεταβάλλονται με την πάροδο του χρόνου, είναι 

       M x t ,y t  με  
 

 

2 x t
y t

x t 1





.  

   Είναι  
 

  
2

3x t
y t

x t 1


  


, οπότε τη χρονική στιγμή 0t  με  0x t 2  είναι 

    
 

  
0

0 2 2

0

3x t 9
y t 1

3x t 1


      


cm/sec 

ΘΕΜΑ Γ 
 

Γ1.        
4 4

3 3
f x 3 xf t dt f x 3 x f t dt 0        (1) 

   Έστω ότι  
4

3
f t dt   , τότε η (1) γίνεται  f x 3 x 0    (2). 

   Θεωρούμε τη συνάρτηση    g x f x 3 x, x    . Είναι    g 0 f 0 3 0   , οπότε  
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   λόγω της σχέσης (2) ισχύει ότι    g x g 0 , άρα η g έχει μέγιστο στο 0x 0 . 

   Επειδή η g είναι παραγωγίσιμη στο  με    g x f x   , σύμφωνα με το θ.Fermat,  

   είναι      
4

3
g 0 0 f 0 0 3 0 3 f t dt 3              

 

Γ2. Έστω F αρχική της f, τότε      
4

3
f x dx 3 F 4 F 3 3    . 

   Για την F εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. στο  3,4 , οπότε υπάρχει  3,4  τέτοιο, ώστε  

        F F 4 F 3      f 3   

 

Γ3. α) Επειδή η f είναι συνεχής στο  0, , σύμφωνα με το Θ.Μ.Ε.Τ. θα παρουσιάζει  

    ελάχιστη και μέγιστη τιμή στο διάστημα αυτό. Επειδή      f 1 3 f 0 f    και  

        f 2 3 f 0 f     η f δεν παρουσιάζει ακρότατα στα άκρα 0 και α του  

   διαστήματος  0, , οπότε θα υπάρχουν  , 0,    τέτοια,  

   ώστε   minf f  και   maxf f  . Τότε όμως από το θ.Fermat θα ισχύει ότι  

      f f 0     . 

 

   β)  
   f x 3x 6 f x

0
x 1 x 2

 
  

 
      f x 3x 6 x 2 f x x 1 0       

       

    Έστω           h x f x 3x 6 x 2 f x x 1 , x 1,2       . 

    Είναι       h 1 f 1 3 3 f 1 0      ,    h 2 f 2 0  , δηλαδή    h 1 h 2 0  και  

    επειδή η h είναι συνεχής στο  1,2 , σύμφωνα με το Θ.Bolzano, η εξίσωση  

     h x 0 
   f x 3x 6 f x

0
x 1 x 2

 
 

 
 έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο  1,2 . 

 

ΘΕΜΑ Δ 
 

Δ1. Θεωρούμε      x xh x f x 2xe 2e 2    . 

         xh x f x 2e   x x2xe 2e    xf x 2xe 0   . Άρα  h x c,c  . 

      h 0 0 c 0   , άρα      x x x xh x 0 f x 2xe 2e 2 0 f x 2xe 2e 2           

Δ2.  
x2e 0

xf x 0 2xe 0 x 0


      .      

    H f είναι συνεχής στο  οπότε η f είναι  

   γνησίως αύξουσα στο  0,  και γνησίως  

   φθίνουσα στο   ,0 . 

   Παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 0 το  

    f 0 0 .Άρα    f x f 0 0   με την ισότητα να ισχύει  

  x                  0                    

f (x)                     + 

 f x   
       2   O.E.    1  
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   μόνο για x 0   .Επομένως μοναδική ρίζα είναι το 0 . 

 

Δ3.  f x 0  ,οπότε      
1 1 1 1

x x x x

0 0 0 0
f x dx 2xe 2e 2 dx 2 xe dx 2 e 1 dx                

     
1 1

x x x x

0 0

1 1
2

0 0
2 x e dx 2 e x 2 xe e dx 2e 4 6 2e 

                 

Δ4.  
   

 
   

1 1 1 1

0 0 0 0
1 1g x dx 1 g x dx 1 g x dx 1 g x dx 1

0 0
g x dx e 2e 1 g x dx e 2e 1 0

                 

      

 
1

0
c g x dx
    c 1 c 1 c 1 c 1 c 1 c 1ce 2e 1 0 c 1 e e 1 0 2 c 1 e 2e 2 0                    

         
1

0
f c 1 0 c 1 0 c 1 g x dx 1         . 

       H g συνεχής στο  ,  g x 0  άρα η g διατηρεί σταθερό πρόσημο. 

       Έστω  g x 0  τότε  
1

0
g x dx 0 1 0    άτοπο. Άρα  g x 0 . 

 

18ο Διαγώνισμα  
 

ΘΕΜΑ A 

Α1.Η  συνάρτηση    
x

F x f t dt


   είναι μια παράγουσα της  f  στο  ,  . Επειδή και η  

   G είναι μια  παράγουσα της  f  στο  ,  , θα υπάρχει c  τέτοιο, ώστε  

      G x F x c  . (1) 

  Από την (1), για x  , έχουμε      G F c f t dt c c



       , οπότε  c G  . 

  Επομένως,      G x F x G   ,οπότε, για x   , έχουμε  

           G F G f t dt G



        και  άρα      f t dt G G




    .        

 

Α2. Οι  πιθανές θέσεις των τοπικών ακροτάτων  μιας συνάρτησης  f  σ’ ένα διάστημα Δ  

   είναι: 

     1. Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η παράγωγος της  f  μηδενίζεται. 

     2. Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η  f  δεν παραγωγίζεται. 

     3. Τα άκρα του Δ (αν ανήκουν στο πεδίο ορισμού της). 

      Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία η  f  δεν παραγωγίζεται ή η παράγωγός της  

   είναι ίση με το μηδέν, λέγονται κρίσιμα σημεία της  f  στο διάστημα Δ. 

 

Α3. Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως αύξουσα σ’ ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού  

   της, όταν για οποιαδήποτε 1 2x ,x Δ  με 1 2x x  ισχύει:    1 2f x f x . 

 

Α4. α) Λ  β) Λ   γ) Σ   δ) Λ   ε) Λ 
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ΘΕΜΑ B 

 

Β1. Για x 0 η f είναι παραγωγίσιμη με  f x 2x   . 

      Για x 0  η f είναι παραγωγίσιμη με   2f x 3x  . 

      Στο 0x 0  είναι:
    2

x 0 x 0

f x f 0 x
lim lim

x 0  




 x
0  και  

    
    3

x 0 x 0

f x f 0 x
lim lim

x 0  






2

x
0 , άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 0x 0  με  f 0 0    

 

Β2. Παρατηρούμε ότι    
2

f 1 1 1      και   3f 1 1 1  , δηλαδή    f 1 f 1   . 

     Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο , είναι συνεχής στο  1,1  και παραγωγίσιμη  

     στο  1,1 , οπότε εφαρμόζεται για την f το θεώρημα Rolle στο  1,1 . 

 

Β3. Επειδή    f 1 f 1   δεν εφαρμόζεται ο ορισμός του 1-1, οπότε η f δεν είναι   

   αντιστρέψιμη. 

 

Β4. Έστω   1 1M x ,f x . Αν 1x 0 , τότε η εφαπτομένη της fC  στο 1x έχει εξίσωση 

     1 :       2 2

1 1 1 1 1 1 1 1y f x f x x x y x 2x x x y 2x x x            

      Η 1  διέρχεται από το Α, όταν: 2

1 1 11 2x 0 x x 1       . Επειδή 1x 0 είναι     

     1x 1   και 1 : y 2x 1   . 

     Αν 1x 0 τότε η εφαπτομένη της fC  στο 1x έχει εξίσωση  

     2 :       3 2 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1y f x f x x x y x 3x x x y 3x x 2x           

     Η 2  διέρχεται από το Α, όταν:
2 3 3

1 1 1 1 3

1 1
1 3x 0 2x x x

2 2
         . Τότε 

     2 :

2 3

3

1 1 3 2
y 3 x 2 y x 1

2 22

 
      

 
 

      

Β5. Επειδή η f είναι συνεχής και  f x 0  για κάθε  x 1,2  , το ζητούμενο εμβαδόν  

       είναι: 

0 23 4
0 2

2 3

1 0
1 0

x x 1 13
E x dx x dx 4

3 4 3 3


   
         

   
    

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.          
1 1 1

2 2

0 0 0
9x 2f 1 2 dx 3 f x dx 9x 4f 1 4 f 2 dx           

          
1 113 3

00 0
3x 2f 1 x 2x 3f x 3x 4f 1 x 4x f 2 x                   

        3 2f 1 2 3f 1 3f 0       
0

3 4f 1 4 f 2       
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   

       

   

   

1 2f 1 3f 1 1 f 1 1

3f 1 1 4f 1 f 2 2 f 2 7f 1 1 7 1 8

     
 

          
  

           
2 2 2

2 2

0 0 0
9x 2f 1 2 dx 3f x dx 9x 4f 1 4 f 2 dx           

          
2 223 3

00 0
3x 2f 1 x 2x 3f x 3x 4f 1 x 4x f 2 x                  

        24 4f 1 4 3f 2 3f 0       
0

24 8f 1 8 2f 2      

  
   

     

     

   

 

   

120 4f 1 3f 2 3f 2 20 4f 1 24 f 2 8

f 2 83f 2 16 8f 1 2f 2 8 8f 1 16 f 2 16 f 2 8

          
   

            
.  

   Άρα  f 2 8   

   Από τη σχέση (2) είναι        3f 1 1 4f 1 8 7f 1 7 f 1 1         (2) 

   Από τις (1),(2) είναι  f 1 1 .  Η δοθείσα σχέση γίνεται: 

      2 2 2 29x 2 1 2 3f x 9x 4 1 4 8 9x 3f x 9x               

        2 2 2 33x f x 3x f x 3x f x x c         και αφού  f 0 0 , είναι c 0 , άρα  

     3f x x . 

 

Γ2. Είναι   2f x 3x 0    για x 0  οπότε η f  είναι γνησίως αύξουσα στο  αφού  

    είναι συνεχής στο . Άρα είναι 1-1 οπότε αντιστρέφεται.   3f x y x y.     

   Αν y 0  τότε  13 3x y f y y    οπότε  1 3f x x  . 

   Αν y 0  τότε  13 3x y f y y      οπότε  1 3f x x    . Άρα  

    
3

1

3

x ,x 0
f x

x ,x 0


 

 
  

 . 

 

Γ3. Η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο Α είναι :  

         3 2 2 3y f f x y 3 x y 3 x 2                 . 

     2 3 3 2 3 3 2 2 3f x 3 x 2 x 3 x 2 0 x x 2 x 2 0                    

           2 2 2 2x x 2 x 0 x x x 2 x 0              

       2 2x x x 2 0 x 0 x ή                       

    2 2 2 2 2x x 2 0 x x 0           

       x x x 0         x x 2 0 x ή x 2         . 

    Είναι    
3 3f 2 2 8         . 

    Άρα έχουν και άλλο κοινό σημείο εκτός από το Μ το  32 , 8     . 

   Είναι      
2 2 2f 2 3 2 3 4 4 3 4f              .   

    Άρα η κλίση της fC  είναι τετραπλάσια της κλίσης της στο Μ 
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Γ4.    4 2 4 3 2f x x 3x 7x 4 5 x x 3x 7x 4 0            

     3x 1 x 3x 4 0     x 1  ή   

   3x 3x 4 0    

   Έστω   3g x x 3x 4, x    . 

   Η g είναι παραγωγίσιμη στο  με   2g x 3x 3   . 

   Είναι   2 2g x 0 3x 3 0 x 1 x 1 x 1 ή x 1              

   Για κάθε  x , 1    είναι    g x 0 g , 1    1 . 

   Για κάθε  x 1,1   είναι    g x 0 g 1,1   2  και για κάθε  x 1,   είναι  

      g x 0 g 1,   1 . 

   Είναι    3 3

x x x x
lim g x lim x , lim g x lim x
   

      ,  g 1 6   και  g 1 2 . 

   Στο διάστημα  1 , 1     η g είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα άρα 

          1
x

g lim g x ,g 1 ,6


    


. 

   Επειδή  10 g  , η εξίσωση  g x 0  έχει ακριβώς μια ρίζα στο 1 . 

  Στο διάστημα  2 1,1    η g είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα άρα 

          2g g 1 ,g 1 2,6       . 

   Επειδή  20 g   η εξίσωση  g x 0  είναι αδύνατη στο 2 . 

  Στο διάστημα  3 1,    η g είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα άρα 

          3
x

g g 1 , lim g x 2,


   


. 

   Επειδή  30 g   η εξίσωση  g x 0  είναι αδύνατη στο 3 . 

  Τελικά η (5) έχει 2 λύσεις. 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. α)          
1 1 1 1 1

2 2 2 2

0 0 0 0 0
f x g t dt x 2 g t dt x 1 x g t dt 2 x g t dt 1dt                

               
1 1 22 2

0 0
x g t 2xg t dt 1 dt x g t 1 dt 0         αφού   

2

x g t 1 0   . 

     β)  f x 0  για κάθε x  άρα  

            
2

1 1
2

0 0
Δ 0 4 g t dt 4 g t dt 0 4        

2
1

0
g t dt 4  

1
2

0
g t dt    

            
2

1 1
2

0 0
g t dt g t dt.   

 

Δ2. α)          
1 1 1

0 0 0

1

0
α ln t 1 dt t 1 ln t 1 dt t 1 ln t 1 1dt 2ln 2 1               . 

1 -1 -3  7 - 4 ρ=1 

  1  0 -3   4 

1  0 -3  4   0 
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             2f x 2ln 2 1 x 2 2ln 2 1 x 1     . 

             f x 2 2ln 2 1 x 2 2ln 2 1       

          2 2ln 2 1 x 1  . 

           
0

f x 0 2 2ln 2 1 x 1 0


            

       x 1 0 x 1    . 

      Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  1,  και γνησίως φθίνουσα στο  ,1 .     

      Παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 1 το  f 1 2 2ln 2   . 

 

β)  Έστω  1Α ,1   και  2Α 1,  . 

           1
συνεχής x

f A f 1 , lim f x 2 2ln 2,


   


2

 . 

             2
συνεχής xx 1

f A lim f x , lim f x 2 2ln 2,
 

   
1

. 

    To 2017 ανήκει στα διαστήματα     1 2f A ,f A  άρα υπάρχουν 1 1 2 2x A ,x A   τέτοια  

    ώστε    1 2f x 2017 f x   .Tα 1 2x ,x  μοναδικά λόγω της μονοτονίας στα αντίστοιχα  

    διαστήματα. Άρα η εξίσωση  f x 2017  έχει δύο ακριβώς ρίζες.      

    

Δ3. α)    
3

1 1
2 2

0 0

1x
f x dx 0 αx 2βx 1 dx 0 α βx x 0

03

 
           

 
   

        
α

β 1 0 α 3β 3 0
3
       (1).  

       
  2

2 x 2 x xx x DLH x DLH

f x αx 2βx 1 2αx 2β
lim lim lim

3x e 2x 3x e 2x 6x e 2

 

 

  

  
  

        
 

     
xx

2α 2α α
lim

6 e 6 3
  

  
. 

     
α

1 α 3
3

      και  1 3 3β 3 0 3β 0 β 0          . 

 

     β) Για α 3   και β 0 :      x x 2g x e f x e 3x 1      . 

          H g είναι συνεχής σαν γινόμενο συνεχών συναρτήσεων στο 
1

0,
3

 
 
 

 . 

             x 2 2 2

0
g x 0 e 3x 1 0 3x 1 0 3x 1


              

x 0
2 1 3

x 0 x
3 3



    . 

           Άρα g(x) 0  στο 
1

0,
3

 
 
 

 οπότε το ζητούμενο εμβαδόν είναι το  

                 
1 1 1

x 2 x 23 3 3

0 0 0
Ε g x dx e 3x 1 dx e 3x 1 dx


                 

  x                 1                    

( )f x                     + 

 f x   
       2   O.E.    1  
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               
11 1

2 x x x33 3

0 0

1

3

0

2
3x 1 e e 6x dx e 1 6 e xdx

3

               
     

           

1 1 11

x x x3 3 33

0

1 1

3 3

0 0

2 2
e 1 6 xe 6 e dx e 1 2 e 6 e

3 3
                       

            
1 1 1

33 3 3
8 10 10

e 1 6 e 6 e 5 5 e
3 3 3
           . 

 

19ο Διαγώνισμα  
 

Θέμα Α 

Α1.   Έστω ότι  f x 0  ,  για κάθε  0 0x ( ,x ) (x , )    . 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο 0x  θα είναι γνησίως αύξουσα σε κάθε ένα από τα 

διαστήματα 0( , x ]  και 0[x , ) . Επομένως, για 1 0 2x x x   ισχύει 1 0 2f (x ) f (x ) f (x ) 

. Άρα το 0f (x )  δεν είναι τοπικό ακρότατο της  f. Θα δείξουμε, τώρα, ότι η  f  είναι 

γνησίως αύξουσα στο ( , )  . Πράγματι, έστω 1 2x ,x ( , )    με 1 2x x . 

— Αν 1 2 0x ,x ( ,x ]  , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο 0( , x ] , θα ισχύει 

1 2f (x ) f (x ) . 

— Αν 1 2 0x ,x [x , )  , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο 0[x , ) , θα ισχύει 

1 2f (x ) f (x ) . 

— Τέλος, αν 1 0 2x x x  , τότε όπως είδαμε 1 0 2f (x ) f (x ) f (x )  .  

Επομένως, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει 1 2f (x ) f (x ) , οπότε η  f  είναι γνησίως 

αύξουσα στο ( , )  . 

Ομοίως, αν f (x) 0   για κάθε 0 0x ( ,x ) (x , )     

 

Α2. Αν x xlny e    και θέσουμε u x ln  , τότε έχουμε uy e . Επομένως,       

       u u xln xy (e ) e u e ln ln          . 

 

Α3. Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο Δ, αν η f   είναι  

     γνησίως αύξουσα στο  εσωτερικό του Δ. 

     Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο Δ, αν η f   είναι  

    γνησίως φθίνουσα στο εσωτερικό του Δ. 

 

Α4. Λ Σ Λ Σ Λ 

 

Θέμα Β 

 

α) H f είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα    3,1 , 2,   αφού  f x 0   στα  

   διαστήματα  3,1 , 
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    2,  και συνεχής στα     3,1 , 2,  . 

    H f είναι γνησίως φθίνουσα στο  , 3   ,  1,2  αφού  f x 0   στα διαστήματα  

    , 3  ,  1,2  και συνεχής στα   , 3  ,  1,2 . 

    Παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο -3 το  f 3 2    ,στο 2 το  f 2 1   και 

    τοπικό μέγιστο στο 1 ,το  f 1 3 .  

 

       

β) Έστω τα διαστήματα  1A , 3   ,      2 3 43,1 , 1,2 , 2,        . 

             1
ή xx 3

f A lim f x , lim f x 2,
  

   
f2

 .     
f ή

x 3
lim f x f 3 2



 



 
   

 
  

            2
ή

f A f 3 ,f 1 2,3
 
      

1

.         3
ή x 2 x 1

f A lim f x , lim f x 1,3
    

  
f2

.  

           
f ή f ή

x 1 x 2
lim f x f 1 3, lim f x f 2 1

 

   

 

 
     

 
. 

            4
ή x

f A f 2 , lim f x 1,
  

   


1

 

     Οπότε            1 2 3 4f A f A f A f A f A 2,       .   

 

γ) To 0 ανήκει στα        1 2 3 4f A ,f A ,f A ,f A  οπότε υπάρχουν  

   1 1 2 2 3 3 4 4x A ,x A ,x A ,x A     τέτοια ώστε        1 2 3 4f x 0,f x 0,f x 0,f x 0    . 

   Τα  1 2 3 4x ,x ,x ,x  μοναδικά λόγω της μονοτονίας στα αντίστοιχα διαστήματα. 

   Άρα η εξίσωση   f x 0 έχει 4 ακριβώς ρίζες. 

 

δ) Η f είναι κυρτή στα διαστήματα 
3

,
2

 
  
 

 ,
3

,
2

 


 
 αφού η f 1  στα      

   αντίστοιχα διαστήματα και κοίλη  στο 
3 3

,
2 2

 
 
 

 αφού η f 2  στο 
3 3

,
2 2

 
 
 

. 

   Παρουσιάζει σημεία καμπής στα σημεία 
3 3 3 5

,f ,
2 2 2 2

    
       

    
 και  

   
3 3 3 5

,f ,
2 2 2 2

    
    

    
. 

ε)   f x 0   στο  1,2  οπότε το ζητούμενο εμβαδόν είναι το  

        
2

1
f x dx         

2
f x f 2 f 1 1 3 4

1
         . 
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Θέμα Γ 

α)   x xf (x) e x e
     .                                                           

     
x xf (x) 0 e 0 e x ln         . 

     Οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο    

      , ln   , γνησίως αύξουσα στο  

    ln ,   και παρουσιάζει ελάχιστο στο  

   ln  το  f ln ln      . 

 

β) Θεωρούμε τη συνάρτηση   

    h x x x lnx    με   

      h x x x lnx ln x     . 

     

h (x) 0 ln x 0 ln x 0 ln1 x 1.           

     Οπότε για λ=1 η ελάχιστη τιμή της f  γίνεται μέγιστη. 

     

 γ)  x xe x e x 0 f x 0        οπότε και    

      f ln 0 ln 0         ln   ln 1 ln e e       . 

     Άρα η μεγαλύτερη τιμή του 0   για την οποία ισχύει xe x   είναι η e  .  

 

    δ) i)  Για 1   :   xf x e x    

             Έστω   0 0x ,f x  το σημείο επαφής. 

             Τότε          0 0x x

0 0 0 0 0:y f x f x x x y e x e 1 x x            . 

             0 0x x

0 0y e 1 x e x x    0x

0e x   0 0 0x x x

0y e 1 x e x e     . 

            H (ε) διέρχεται από την αρχή των αξόνων οπότε 

               0 0 0 0x x x x

0 0 0 0
0

0 e 1 0 e x e e 1 x 0 1 x 0 x 1


              οπότε η  

           εξίσωση της εφαπτομένης είναι :     y e 1 x e e y e 1 x        .    

                 

        ii)   xf x e 0    οπότε είναι κυρτή άρα η 

        γραφική παράσταση της fC  βρίσκεται  

         πάνω  από την εφαπτομένη της (ε) εκτός  

         από το σημείο επαφής της. 

       Άρα        f x e 1 x f x e 1 x 0         

       και το ζητούμενο  εμβαδόν είναι το 

          
1

1
E f x e 1 x dx


       

  x             ln               

f (x)           
          + 

 f x        ]    Ο.Ε.   m 

  x             1                 

h (x)           
          

 h x          m Ο.Μ.   ]  
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          xe x e x x   
1

1
dx




2
x

1

1

x e
e e e

2 2

 
    

 

1 e

e 2
 

2e 1

e


 . 

 

Θέμα Δ 

Δ1. Έστω  
 

   
f x

h x , x 0,e e,
ln x 1

   


 με  
x e
limh x e


 .  

   Είναι     f x h x ln x 1   και     
x e x 0
limf x lim h x ln x 1 0
 

      . 

   Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο  είναι και συνεχής, οπότε είναι συνεχής και  

  στο 1x 0  , άρα      
x e
limf x f e f e 0


   . 

 
 

 

   
2 2

f 3 1 f 3 f 3

2 2 2 21 f 3 1 1

x 4 5 x 4 5
dx dx 3 dx dx 3

x 1 x 1 x 1 x 1

 
     

        

 
     

   
2 2

f 3 f 3 f 3

2 21 1 1

x 4 5 x 1
dx 3 dx 3 1dx 3 f 3 1 3 f 3 4

x 1 x 1

  
         

    . 

1ος τρόπος:  
       

 
x e x e x e

f x f e h x ln x 1 ln x 1 1
f e lim lim lim h x e 1

x e x e x e e  

    
          

 . 

                        

0

0

x e DLH x e

ln x 1 1 1
lim lim

x e x e 

 
  

  
 

  

2ος τρόπος: 
   

     

0

0

x e DLH x e x e

f x f x
lim lim limxf x ef e e f e 1

1ln x 1

x

 
 
 

  


       


. 

Δ2.  i) Έστω ότι η f παρουσιάζει ακρότατο στο 0x  . Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη  

      στο σύμφωνα με το θ.Fermat, ισχύει ότι  0f x 0   . Επειδή η f είναι  

      παραγωγίσιμη, οι συναρτήσεις  2 4 212f x 3x 6x    και   f x 312f e 4ex 12ex     

      είναι παραγωγίσιμες, ως σύνθεση και άθροισμα παραγωγίσιμων συναρτήσεων, οπότε: 

           f x2 4 2 312f x 3x 6x 12f e 4ex 12ex


           

               f x f x3 224f x f x 12x 12x 12f e e f x 12ex 12e       . 

     Για 0x x  η προηγούμενη σχέση γίνεται:  

      0 024f x f x
      0 0

0 f x f x3

0 0 012x 12x 12f e e f x  
0

2

012ex 12e          

      3 2 2 2

0 0 0 0 0 012x 12x 12ex 12e 0 12x x 1 12e x 1 0           

    2

0 0 0 0
0

12 x e x 1 0 x e 0 x e


 
        

 
 άτοπο αφού  f e 1 0    . 

   Άρα η f δεν παρουσιάζει ακρότατα στο . 
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     ii) Επειδή  f x 0   για κάθε x  και η f   είναι συνεχής, θα διατηρεί σταθερό  

       πρόσημο στο . Επειδή επιπλέον  f e 1 0    είναι  f x 0 f   1 . 

 

Δ3.  Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  έχει σύνολο τιμών το       

             
x x

f lim f x , lim f x
 

 . Αν το  
x
lim f x


 ήταν  πραγματικός  

       αριθμός, τότε το σύνολο τιμών της f δεν θα ήταν το  1,  .  Άρα  
x
lim f x


  .  

       
     xxx x

(2x 3)ln x 2x 3 ln x 1
lim lim 0 0 0 0

e 1 x f xe 1 x f x 

 
      

  
. 

        
x xx DLH x x DLH x

2x 3 2 ln x 1
lim lim 0, lim lim 0

e 1 e x x

 

 

   

 
           

 

.  

        

 

Δ4. 1ος τρόπος:  

      Έστω xe u  τότε xe dx du . Για x 1  είναι u e και για x ln3 είναι u 3 . 

     Είναι 
 

 
ln 3 3

1 e

f ln x
dx f u du

x
  .  

    Είναι        
f

e x 3 f e f x f 3 0 f x 4       
1

 και επειδή η ισότητα δεν ισχύει  

    για κάθε  x e,3  , έχουμε:      
3 3 3 3

e e e e
0dx f x dx 4dx 0 f x dx 4 3 e         . 

 

   2ος τρόπος: Είναι        
f

x x x1 x ln3 e e 3 f e f e f 3 0 f e 4           
1

  

     x x0 e f x 4e   . Επειδή η ισότητα δεν ισχύει για κάθε  x 1,ln3  έχουμε: 

        
ln3 ln3 ln3

x x x

1 1 1
0 e f x dx 4e dx 0 e f x dx 12 4e 4 3 e           

 

 

20ο Διαγώνισμα  
 

ΘΕΜΑ A 

Α1. Για 0x x  έχουμε  0
0 0

0

f (x) f (x )
f (x) f (x ) (x x )

x x


   


,οπότε 

    
0 0 0

0 0
0 0

x x x x x x
0 0

f (x) f (x ) f (x) f (x )
lim[f (x) f (x )] lim (x x ) lim

x x x x  

  
      

  
 

                
0

0 0
x x
lim(x x ) f (x ) 0 0


     

                                                   

    αφού η  f  είναι παραγωγίσιμη στο 0x . Επομένως, 
0

0
x x
lim f (x) f (x )


 ,       
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     δηλαδή η  f  είναι συνεχής στο 0x .      

  Αν μια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής σ’ ένα σημείο 0x ,  

   τότε, σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα, δεν μπορεί  

   να είναι παραγωγίσιμη στο 0x . 

    Για παράδειγμα η συνάρτηση  f x x . Η  f  είναι  

   συνεχής στο 00 x , αλλά δεν είναι παραγωγίσιμη σ’  

    αυτό, αφού
   

x 0x 0

f x f 0 x
lim lim 1

x 0 x 


 


,     

     ενώ
   

x 0x 0

f x f 0 x
lim lim 1

x 0 x 

 
  


. 

 

Α2. Έστω μια συνάρτηση  f , ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα [ , ]  . Αν: 

   η f είναι συνεχής στο [ , ]   και, επιπλέον, ισχύει 

   f ( ) f ( ) 0    , 

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 0x ( , )   τέτοιο, ώστε 0f (x ) 0 .Δηλαδή, υπάρχει μια, 

τουλάχιστον, ρίζα της εξίσωσης f (x) 0  στο ανοικτό διάστημα. ( , )  . 

 

Γεωμετρική  ερμηνεία 
Στο διπλανό σχήμα έχουμε τη γραφική 

παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης  f  

στο[ , ]  . Επειδή τα σημεία A( ,f ( ))   και 

B( ,f ( ))  βρίσκονται εκατέρωθεν του  

άξονα x x , η γραφική παράσταση της  f  

τέμνει τον  

άξονα σε ένα τουλάχιστον σημείο. 

 

 

 

Α3. Έστω  f  μια συνάρτηση και 0 0A(x ,f (x ))  ένα σημείο της fC . Αν υπάρχει το  

    
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x




 και  είναι ένας πραγματικός αριθμός λ, τότε ορίζουμε ως  

    εφαπτομένη της fC  στο σημείο της Α, την ευθεία ε που διέρχεται από το Α και έχει  

    συντελεστή διεύθυνσης λ. Επομένως, η εξίσωση της εφαπτομένης στο  

     σημείο 0 0A(x ,f (x ))  είναι    0 0y f x x x    ,    όπου   
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x


 


. 

 

Α4. α) Λ   β) Λ   γ) Λ   δ) Λ   ε) Σ 

 

 

 

 

 O  x 

 y 

 

 

 x0   x0  

 x0  

 y 

 B(β, f (β)) 

 Α(α, f (α))  f (a) 

 f (β) 

 O  β 

 a 
 x 
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ΘΕΜΑ B 

Β1. Αρκεί  
1

f , ,1
2

 
    

 
. 

   Έστω    
1

g x f x x, x ,1
2

 
   

 
. Η g είναι συνεχής στο 

1
,1

2

 
 
 

 ως άθροισμα συνεχών  

   συναρτήσεων. Είναι 3 3
3

1 1 1 1 1 1 1 1 1
g f 1

2 2 2 2 2 2 2 22

   
           

   
. 

   Επειδή 3

3 3

1 1 1 1
2 2 0

2 22 2
      , είναι 

1
g 0

2

 
 

 
. Ακόμη  

      g 1 f 1 1 1 0     , δηλαδή  
1

g g 1 0
2

 
 

 
, οπότε σύμφωνα με το Θ.Bolzano,  

   υπάρχει 
1

,1
2

 
 

 
 τέτοιο, ώστε      g 0 f 0 f         .  

   Η g είναι παραγωγίσιμη στο  ,1  με      
1 2

3 3
1

g x 1 x x 1 x 1
3


 

        
 

. 

   Για κάθε x 1  είναι    g x 0 g ,1   2 . 

   Επειδή η g είναι γνησίως φθίνουσα στο 
1

,1
2

 
 
 

, το ρ είναι η μοναδική ρίζα της  

   εξίσωσης  g x 0 . 

 

B2. Αρκεί 
1 3 3

1 2
2 2 4

     . 

   Είναι 
3 2 3 3

3 3
3

3 3 3 3 3 1 3 1 3 4 3 16 27
g f 1 0

4 4 4 4 4 4 4 4 4 44

    
              

   
 

   Επειδή 
1 3

g g 0
2 4

   
   

   
, σύμφωνα με το Θ.Bolzano, η εξίσωση  g x 0  έχει  

   τουλάχιστον μια ρίζα στο 
1 3

,
2 4

 
 
 

. Όμως η g έχει μοναδική ρίζα το ρ στο 
1

,1
2

 
 
 

, άρα  

   
1 3

,
2 4

 
 

 
, δηλαδή 

3

4
  . 

  2ος τρόπος: 

 
g

3
1 3 3 3 3 3 3 1 27 1

1 2 g g 0 f
2 2 4 4 4 4 4 4 64 4

   
                   

   

2

 

  108 64  ισχύει 

 

B3.    
 

 
f

33 1 f f 1 f
 

          που ισχύει 
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B4. 1ος τρόπος 

    Θέτουμε   33f x y 1 x y x 1 y       . Όταν x , τότε 31 y   (1) 

   Εύκολα αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση   3h y 1 y , y    είναι γνησίως φθίνουσα  

   στο  και  
y
lim h y


  , επειδή η h είναι συνεχής, η σχέση (1) ισχύει μόνο όταν  

   y  .  Είναι 
    22 2

3x y y

yf x f x y y
lim lim lim

x 1 y  

 
 

 3y y

1
lim 0

y

 
   

 
 

   2ος τρόπος 

      33

2
3 32 2 2u 1 x x 1 u

3 3x x x u u u u

1 x 1 xf x f x u u u 1
lim lim lim lim lim 0

x x 1 u u u

    

      

     
      

   

 

ΘΕΜΑ Γ 
 

Γ1. α) Είναι        x 2f f x x 3f 1          

            
0 0 0

x 2f dx f x dx x 3f dx
  

            

          
0 0 0

x 2f x f x x 3f x
  

                   

          2 f f f 0      
   

   

0 2 f f 0
3 f

3 f f 0

     
    

    
 

    
   

   

 

 
 

2 1 0

3 1 0

2 1 f 0 f 0
f 0

3 1 f 0 f 0

 

 

        
    

       
. Τότε η (1) γίνεται: 

            x f x x f x x x f x x c, c               . 

     Επειδή  f 0 0  είναι c 0 , οπότε  f x x  . 

 

   β) 
   

2

x 0 x 0

xg x g 0
lim lim

x 0 






1

x

x



x 0

1
lim x 0

x
    γιατί  

     
1 1 1

x x x x x x
x x x

         . 

     Είναι  
x 0 x 0
lim x lim x 0
 

   , οπότε από το κριτήριο παρεμβολής είναι και  

   
x 0

1
limx 0

x
  . Άρα  

   
x 0

g x g 0
g 0 lim 0

x 0


  


 και η g είναι παραγωγίσιμη στο  

   0x 0 .Επειδή  g 0 0  και  g 0 0   η gC  εφάπτεται στον άξονα x΄x στο Ο. 

 

   γ) Για τα κοινά σημεία της fC  με τον x΄x έχουμε:  g x 0 x 0    ή  
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x 0

2 *1 1 1 1
x 0 0 x ,

x x x



         


. Άρα κοινά σημεία είναι το  

      0,0  και τα άπειρα σημεία της μορφής *1
,0 ,

 
 

 
. 

   δ) Είναι 
 

2

x x

xg x
lim lim

x 


1

x

x


1

u
x

x u 0 u 0

1
uxlim lim 1

1 u

x



  




      και       

     

1
u

x
2

2x x u 0u 0

1 u 1
lim g x x lim x x lim

x u u



  

   
         

   
 

    

0

0

2u 0 DLH u 0 u 0

u u u 1 1 u 1
lim lim lim 0

u 2u 2 u

 
 
 

  

     
     , άρα η ευθεία y x  είναι  

     ασύμπτωτη της gC  στο  . 

    Όμοια στο  . 

 

Γ2. α) Η εφαπτομένη της fC  στο Ο είναι η ευθεία  

     1 :y f 0 f 0 x y 0 1 x y x          και η  

      εφαπτομένη της fC στο Α είναι η ευθεία  

        2 : y f f x y x y x                

  

    β)  Έστω Β το σημείο τομής των 1 2,  , τότε: 

       

x
y x x x 2

y x y x
y

2 2


      

   
                



 

     άρα ,
2 2

  
 
 

. Το τρίγωνο ΟΑΒ έχει εμβαδόν:  

         
21 1

2 2 2 4

 
        

     Το χωρίο που περικλείεται από τη fC  και τον x΄x έχει εμβαδόν: 

      1 00
xdx x 2

 
      , άρα το ζητούμενο εμβαδόν είναι  

     
2 2

1

8
2

4 4

  
       . 

 

ΘΕΜΑ Δ 
Δ1. Αρχικά θα δείξουμε ότι η f   είναι 1-1.  

   Έστω ότι υπάρχουν  1 2x ,x 1,1   με 1 2x x  τέτοια ώστε    1 2f x f x  . Τότε λόγω  

   του Θ.Rolle για την f  , υπάρχει  1 2x ,x  ή στο  2 1x ,x τέτοιο, ώστε  f 0    που  
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    είναι άτοπο. Άρα    1 2f x f x  , οπότε η f   είναι 1-1. 

   Έστω  , , 1,1     με    .Αρκεί να αποδείξουμε ότι      f f f        ή   

        f f f       .Έστω ότι δεν ισχύει ο προηγούμενος ισχυρισμός και έστω ότι  

         f f f       , τότε επειδή    f f     και η f   είναι συνεχής στο  ,  ,  

   λόγω του θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών υπάρχει  ,    τέτοιο, ώστε    f f    .  

   Επειδή όμως η f   είναι 1-1 ισχύει ότι     που είναι άτοπο αφού  ,   . Άρα η f    

   είναι γνησίως μονότονη. 

   Όμοια όταν      f f f       . 

 

Δ2. Επειδή    f 1 f 1  , λόγω του Θ.Rolle, υπάρχει  1 1,1    τέτοιο, ώστε  1f 0   . 

   Αν η f   ήταν γνησίως αύξουσα στο  1,1 , τότε για κάθε 

     
f

1 1 11 x f x f 0 f 1,


           
1

2   

   και για κάθε      
f

1 1 1x 1 f x f 0 f ,1


         
1

1 , οπότε η f παρουσιάζει  

   ελάχιστο στο 1 . 

  Αν η f   ήταν γνησίως φθίνουσα στο  1,1 , τότε για κάθε  

        
f

1 1 11 x f x f 0 f 1,


           
2

1   

   και για κάθε      
f

1 1 1x 1 f x f 0 f ,1


         
2

2 , οπότε η f παρουσιάζει μέγιστο  

   στο 1 . 

   Άρα σε κάθε περίπτωση η f παρουσιάζει ακρότατο σε εσωτερικό σημείο του  1,1 . 

 

Δ3. Έστω     2g x f x x  . Είναι    g 1 f 1 1    ,    g 1 f 1 1  , δηλαδή  

      g 1 g 1   και επειδή η g είναι συνεχής στο  1,1  και παραγωγίσιμη στο  1,1  με  

      g x f x 2x   , σύμφωνα με το Θ.Rolle, η εξίσωση    g x 0 f x 2x     έχει  

   τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα αυτό. 

   Έστω ότι υπάρχουν  1 2, 1,1     τέτοια, ώστε    1 2g g    , τότε επειδή η g  είναι  

   συνεχής στο  1 2,   και παραγωγίσιμη στο  1 2,   με    g x f x 2   , λόγω του  

   Θ.Rolle η εξίσωση    g x 0 f x 2     έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα  

   αυτό που είναι άτοπο. 

 

Δ4. Επειδή η f  είναι γνησίως μονότονη και    f 1 f 1   , η f  είναι γνησίως αύξουσα. 

   Για την f εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ. σε καθένα από τα διαστήματα  1,x  και  x,1 ,  

   οπότε υπάρχει  2 1,x    και  3 x,1   τέτοια, ώστε: 

    
   

2

f x f 1
f

x 1

 
  


 και  

   
3

f 1 f x
f

1 x


  


. 
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   Είναι    
       f

2 3 2 3

f x f 1 f 1 f x
f f

x 1 1 x

   
          

 

1

 

      f x xf x          1 x f 1 x 1 f 1 xf x       f x 

         2f x x 1 f 1 1 x f 1     .  

  

             2f x x 1 f 1 1 x f 1 2f x f 1 x      1 1 x           2f x 2f 1 f x f 1    

 

             
1 1 1

1 1 1
f x dx f 1 dx f x dx f 1 1 1 2f 1

  
        

 

21ο Διαγώνισμα  
 

ΘΕΜΑ A 
 

Α1. Ας υποθέσουμε ότι f ( ) f ( )   . Τότε θα ισχύει f ( ) f ( )    . 

       Αν θεωρήσουμε τη συνάρτηση g(x) f (x)  , x [ , ]   , παρατηρούμε ότι: 

        η g είναι συνεχής στο [ , ]   και   

       g( )g( ) 0   ,αφού g( ) f ( ) 0       και g( ) f ( ) 0    . Επομένως,  

     σύμφωνα με το θεώρημα του Bolzano, υπάρχει 0x ( , )    τέτοιο, ώστε 

     0 0g(x ) f (x ) 0   ,  οπότε 0f (x )   .     

 

Α2. Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα  ,  , όταν  

    είναι συνεχής σε κάθε σημείο του  ,  .  

 

Α3. Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο Δ, αν η f   είναι  

    γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό του Δ. 

 

Α4. α) Σ  β) Λ  γ) Σ  δ) Λ  ε) Λ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1.α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο   με  
2

1
f x

x
   . 

    Η ε έχει εξίσωση:       
2 2

1 1 1 2
y f f x y x y x               

   
 

   Για y 0  είναι 
2 2

1 2 1 2
0 x x x 2       

   
 και για x 0  είναι 

2
y 


, άρα  

   2 ,0   και 
2

0,
 

 
 

. 

   Για να είναι το Μ μέσο του ΑΒ πρέπει 
x x

x 2 2 0
2

 



      ισχύει και  
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y y 1 2

y 2 0
2

 



   

 
 ισχύει. 

  β) Το εμβαδόν Ε του τριγώνου ΟΑΒ είναι:   
1 1 2 1

2 2
2 2 2

       


2


2  

 

Β2. Αρχικά παρατηρούμε ότι    f 1 g 1 1  , δηλαδή το Α είναι κοινό σημείο των  

   f gC , C . Είναι  f 1 1    και  g x 2x 3   , άρα  g 1 1   . Επειδή    f 1 g 1   οι  

   f gC , C  δέχονται κοινή εφαπτομένη στο Α. 

 

Β3. Έστω      
 

33 2
2

x 11 1 x 3x 3x
x f x g x x 3x 3

x x x

  
           

    Όταν x 0  ή x 1  είναι      x 0 f x g x    ,  

    οπότε η fC  βρίσκεται κάτω από τη gC . 

    Όταν 0 x 1   είναι , οπότε  

   η  βρίσκεται πάνω από τη . 

   Τέλος για  οι  τέμνονται. 

 

 

Β4.    3 2 3 2 2h x x g x 2x 4x 2 x x 3x 3 2x 4x 2                

     3 2h x x 3x x 1      

   Η h είναι παραγωγίσιμη στο  με   2h x 3 x 6x 1     .  

   Η h  είναι 2ου βαθμού με  36 12 12 3      . 

   Αν  0 12 3 0 3      , τότε η h  έχει δύο ρίζες και αλλάζει πρόσημο  

   εκατέρωθεν τους, οπότε η  h δεν είναι γνησίως αύξουσα στο . 

   Αν  0 12 3 0 3       , τότε    
22h x 9x 6x 1 3x 1 0        για κάθε  

   
1

x
3

   και επειδή η h είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα στο . 

   Αν  0 12 3 0 3       , τότε  h x 0   για κάθε x , οπότε η h είναι  

   γνησίως αύξουσα στο . Τελικά η h είναι γνησίως αύξουσα στο  όταν 3  . 

 

ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  

    
 2 ln x x 11 2 2ln x 2 2x

f x 2ln x 2
x x x x

  
      . 

   Επειδή ln x x 1   για κάθε x 0  και η ισότητα ισχύει μόνο για x 1 , είναι  f x 0    

   για κάθε    x 0,1 1,    και επειδή η f είναι συνεχής, είναι γνησίως φθίνουσα στο  

     x 0 f x g x   

fC
gC

x 1 f gC , C

x          0          1      

 
3

x 1       +    +     

x         +    + 

 x         +      
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    0, . 

 

Γ2.     2ln x ln x 2 2 x 2 ln x 2ln x 2x 4          

   2ln x 2ln x 2x 2 6 f x 6       (1) 

   Είναι      2

x 0 x 0 x 0
lim f x lim ln x 2ln x 2x 2 lim ln x ln x 2 2x 2

    
              γιατί 

   
x 0
lim ln x


   και  

2

x x

ln x 2ln x 2
lim f x lim x 2

x x 

  
      

  
 γιατί  

   
2

x

ln x 2ln x 2
lim 2 2

x x

 
    

 
 αφού  

   
2

x DLH x x DLH x

2ln x 2 2
ln x 2ln x 2ln x 2x x xlim lim lim lim 0

x 1 x 1

    
   
    

   


 

     

 

   Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  0,   , έχει σύνολο τιμών το 

           
x x 0

f lim f x , lim f x ,
 

      . Επειδή  6 f   υπάρχει μοναδικός  

   1x   τέτοιος  ώστε  1f x 6 , άρα η (1) έχει μοναδική ρίζα. 

 

Γ3. Η f   είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  

    
 

2

1
1 x ln x x 1

1x
f x 2 2

x

 
    

   
x ln x x  1

2 2

2ln x

x x
  . 

   Είναι  f x 0   για κάθε x 1  και επειδή η f   είναι συνεχής, είναι γνησίως φθίνουσα  

   στο  1, . 

   Είναι    
f

1 x x 1 f x f x 1


      
2

 (2),    
f

2 2 2 21 x x 1 f x f x 1


      
2

 (3). 

   Με πρόσθεση κατά μέλη των (2), (3) προκύπτει:        2 2f x f x f x 1 f x 1         

 

Γ4. Έστω          2 2 2g x 2xf x f x 3ln 2 6ln 2 2xf x 1 f x 1 6, x 1          . 

   H g είναι παραγωγίσιμη στο  1,  με    

                2 2g x 2f x 2xf x 2xf x 2f x 1 2xf x 1 2xf x 1               

                2 2g x 2 f x f x 1 2x f x f x f x 1 f x 1                  
. 

   Είναι        
f

1 x x 1 f x f x 1 f x f x 1 0         
2

 και 

                  2 2 2 2f x f x f x 1 f x 1 f x f x f x 1 f x 1 0                    για  

   κάθε x 1 , άρα  g x 0   και επειδή η g είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα στο  
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    1, . Για κάθε x 1  είναι    g x g 1 , όμως 

      g 1 2 f 1  
0

f 1    
0

23ln 2 6ln 2 2f 2 f 2 6       

            2g 1 3f 2 3 ln 2 2ln 2 2 3f 2 3f 2 0         , άρα 

    g x 0         2 2 22xf x f x 3ln 2 6ln 2 2xf x 1 f x 1 6         

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Έστω  
0

f x dx


  , τότε   2f x 2x x 2        και 

        2 2 2

0 0 0
f x dx 2x x 2 dx x x 2 x

 
                 
    

   2 3 3 21 2 1 2 2              

        
 

2
1

1 2 1 1
 

          
 2 2

1

 

 

2 2      . 

    Άρα    2

0
f x dx 2



   . 

 

Δ2. Είναι   2f x 2x x    2 2 2  2x x  . 

   Η f είναι παραγωγίσιμη στο με  f x 2 x   . Επειδή  για κάθε x είναι 

1 x 1    ,έχουμε: 

    f x 0 f   1 . 

 

Δ3.  x 2x 1821 1821 2x x f x 1821        . 

   Είναι      
x x x

x
lim f x lim 2x x lim x 2 2 0

x  

  
           

  
 γιατί για  

   x 0 είναι 
xx 1 1 x 1

x x x x x x

 
      


.  

   Είναι 
x

1
lim 0

x
 , 

x

1
lim 0

x

 
  
 

, οπότε από το κριτήριο παρεμβολής είναι και  

   
x

x
lim 0

x


 . 

   Είναι      
x x x

x
lim f x lim 2x x lim x 2 2 0

x  

  
           

  
  

   (με την προηγούμενη διαδικασία 
x

x
lim 0

x


 ). 

   Η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  , άρα έχει αντίστοιχο σύνολο τιμών  

   το       
x x

f lim f x , lim f x
 

   . 

   Επειδή  1821 f   υπάρχει μοναδικός 0x   τέτοιος, ώστε  0f x 1821 . 
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Δ4 
     x 0 x 0

x x
lim lim

4x 2 x 2x x 2 2x x 2x x 
 

      
 

   
   x 0

x
lim

2f x f x


      
 

 x 0 x 0

x 1
lim lim

f f x f f x f x

f x x

 




 

   Είναι 
 

x 0 x 0 x 0

f x 2x x x
lim lim lim 2 2 1 1

x x x  

  
      

 
 και 

   
  
   

   

x 0

f x u

x 0 lim f x 0 x 0

f f x f u
lim lim 1

f x u




  
  , άρα 

  
 

 x 0

1 1
lim 1

1 1f f x f x

f x x


 




. 

Δ5. H g άρτια οπότε    g x g x   για κάθε  x π,π   . 

                   
π π π

π π π
I f x g x dx 2x ημx g x dx 2x ημ x g x dx

  
                

               

u x
du dxπ π

π πx π u π
x π u π

2x ημ x g x dx 2u ημ u g u du




   
  

             

      
π

π
I I 2I 0 I 0 f x g x dx 0


          

 

22ο Διαγώνισμα  
 

ΘΕΜΑ A 
Α1. Για 0x x , ισχύει:  

   0 0 0 0 0

0 0 0 0

(f g)(x) (f g)(x ) f (x) g(x) f (x ) g(x ) f (x) f (x ) g(x) g(x )

x x x x x x x x

       
  

   
. 

      Επειδή οι συναρτήσεις f ,g  είναι παραγωγίσιμες στο 0x , έχουμε: 

     
0 0 0

0 0 0
0 0

x x x x x x
0 0 0

(f g)(x) (f g)(x ) f (x) f (x ) g(x) g(x )
lim lim lim f (x ) g (x ),

x x x x x x  

    
    

  
 

      Δηλαδή         0 0 0f g x f x g x     .       

 

Α2. Έστω μια συνάρτηση  f , ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα [ , ]  . Αν: 

      η f είναι συνεχής στο [ , ]   και, επιπλέον, ισχύει 

      f ( ) f ( ) 0    , 

     τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 0x ( , )   τέτοιο, ώστε 0f (x ) 0 .Δηλαδή, υπάρχει  
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    μια, τουλάχιστον, ρίζα της εξίσωσης f (x) 0  στο ανοικτό διάστημα. ( , )  . 

 

    Γεωμετρική  ερμηνεία 
    Στο διπλανό σχήμα έχουμε τη γραφική  

     παράσταση  μιας συνεχούς συνάρτησης  f   

    στο[ , ]  . Επειδή τα  

    σημεία A( ,f ( ))   και  B( , f ( ))   

    βρίσκονται εκατέρωθεν του άξονα x x , η  

    γραφική παράσταση της   

     f   τέμνει τον άξονα σε ένα τουλάχιστον σημείο. 

 

 

Α3. Μια συνάρτηση  f  λέμε ότι είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο 0x  του πεδίου  

    ορισμού της, αν υπάρχει το 
0

0

x x
0

f (x) f (x )
lim

x x




 και είναι πραγματικός αριθμός.  

 

Α4. α) Λ  β) Λ  γ) Λ  δ) Σ  ε) Λ 

 

 

ΘΕΜΑ B 
Β1. Παρατηρούμε ότι    f 0 g 0 1   και    f 1 g 1 2  , οπότε οι f gC ,C έχουν κοινά  

   σημεία τα Α,Β.  

   Έστω ότι οι f gC ,C έχουν τρία κοινά σημεία με τετμημένες 1 2 3, ,    (δύο από τα οποία  

    είναι τα 0 και 1)  με 1 2 3     . 

    Θεωρούμε τη συνάρτηση       x 2h x f x g x 2 x 2x 1      η οποία είναι  

   παραγωγίσιμη στο με   xh x 2 ln 2 2x 2    . Η h είναι συνεχής στα διαστήματα  

      1 2 2 3, , ,     και παραγωγίσιμη στα    1 2 2 3, , ,    . Επειδή  

        1 2 3h h h 0      , σύμφωνα με το θεώρημα Rolle, υπάρχουν  1 1 2,     και 

    2 2 3,     τέτοια, ώστε  1h 0    και  2h 0   . Η h  είναι συνεχής στο  1 2,    

    και παραγωγίσιμη στο  1 2,   με   x 2h x 2 ln 2 2   . Επειδή    1 2h h 0     ,  

   σύμφωνα με το θεώρημα Rolle, υπάρχει  1 2,    τέτοιο, ώστε  

     2h 0 2 ln 2 2       που είναι άτοπο, άρα η εξίσωση      h x 0 f x g x     

   έχει ακριβώς δύο ρίζες τους αριθμούς 0 και 1 και οι γραφικές παραστάσεις των  

    συναρτήσεων f,g έχουν ακριβώς δύο κοινά σημεία. 

 

Β2. Αρκεί να αποδείξουμε ότι η h έχει μοναδικό  0x 0,1  στο οποίο γίνεται ελάχιστη. 

  Είναι   xh x 2 ln 2 2x 2     με  h 0 ln 2 2 0    (γιατί 
2 22 e ln 2 lne 2    ) και  

    h 1 2ln 2 0   .  

  Επειδή η h είναι συνεχής στο  0,1  και    h 0 h 1 0   , σύμφωνα με το θεώρημα  

 

 x0   x0  

 x0  

 y 

 B(β, f (β)) 

 Α(α, f (α))  f (a) 

 f (β) 

 O  β 

 a 
 x 



www.askisopolis.gr  Διαγωνίσματα 

287 

 

   Bolzano, υπάρχει   0x 0,1 τέτοιο, ώστε  0h x 0  . 

   Είναι   x 2h x 2 ln 2 2 0     για κάθε x , άρα η h είναι γνησίως αύξουσα. 

   Για κάθε    
h

0 00 x x h x h x 0


      
1

h γνησίως φθίνουσα στο  00,x ,  

   οπότε    0h x h x  για κάθε  0x 0,x . 

   Για κάθε    
h

0 0x x 1 h x h x 0


      
1

h γνησίως αύξουσα στο  0x ,1 , οπότε  

      0h x h x  για κάθε  0x x ,1 . Άρα    0h x h x  για κάθε  x 0,1 , οπότε η  h  

   παρουσιάζει ελάχιστο σε μοναδικό  0x 0,1 . 

 

Β3. Αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχει  0,   τέτοιο, ώστε    f g    . 

   Γνωρίζουμε ότι  0h x 0   και επειδή η h είναι γνησίως αύξουσα, το 0x    είναι η  

   μοναδική ρίζα της εξίσωσης      h x 0 f x g x     . 

 

Β4. Επειδή      2 2

x x x
lim g x lim x 2x 1 lim x
  

        , είναι: 

   
 

 

x x x 2

2x x DLH x DLH x

f x 2 2 ln 2 2 ln 2
lim lim lim lim

g x x 2x 1 2x 2 2

    
   
    

   
    

     
. 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  Είναι  
DLHx 0 x 0 x 0

ln x
lim f x lim x ln x lim  

1

x

  





  
      

x 0 x 0

2

1

xlim lim x 0 f 0
1

x

  
   



, άρα η 

f είναι συνεχής στο 0. 

 

Γ2.  Η f είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με  f x ln x 1   . 

Είναι   1 1
f x 0 ln x 1 0 ln x 1 x e

e

           . 

Είναι  
x x
lim f x lim x ln x
 

    και 
1 1 1 1

f ln
e e e e

 
   

 
.  

Για κάθε 
1

x 0,
e

 
 
 

 είναι  f x 0  , άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 
1

0,
e

 
 
 

.  

Οπότε    
x 0

1 1 1 1
f 0, f , lim f x f ,f 0 ,0

e e e e

            
             

            
. 

Για κάθε 
1

x ,
e

 
  
 

 είναι  f x 0  , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο 
1

,
e

 


 
. 

Οπότε  
x

1 1 1
f , f , lim f x ,

e e e

        
          

        
. 
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Το σύνολο τιμών της f είναι: 

 
1 1 1 1 1

f A f 0, f , ,0 , ,
e e e e e

            
                     

            
 

 

Γ3.  
x 0

x xx e   ln x ln e ln x x ln x f x
x

  
             1 . 

• Αν 
1

e
   , τότε  f A  και η  1  είναι αδύνατη. 

• Αν 
1

e
   , τότε επειδή 

1 1
f

e e

 
  

 
 και  

   
1

f x
e

   για κάθε 
1 1

x 0, ,
e e

   
     
   

, η  1  έχει μοναδική ρίζα την 
1

x
e

 . 

• Αν 
1

,0
e

 
  

 
 τότε:  

 – Υπάρχει 
1

1
x 0,

e

 
 
 

 τέτοιο ώστε  1f x    και αφού η f είναι γνησίως φθίνουσα  

   στο διάστημα αυτό, το 1x  είναι μοναδικό.  

– Υπάρχει 
2

1
x ,

e

 
  
 

 τέτοιο ώστε  2f x    και αφού η f είναι γνησίως αύξουσα  

   στο διάστημα αυτό, το 2x  είναι μοναδικό. Άρα η  1  έχει ακριβώς δύο ρίζες στη  

   περίπτωση αυτή. 

 

• Αν  0,  , τότε υπάρχει  1x 1,   (  f 1 0 ) τέτοιο, ώστε  1f x    και   

   αφού η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό, το 1x  είναι μοναδικό. Άρα η  1   

   έχει ακριβώς μία ρίζα στη περίπτωση αυτή. 

 

Γ4. Η f είναι συνεχής στο διάστημα  x,x 1 , x 0  και παραγωγίσιμη στο  x,x 1 ,  

   οπότε λόγω του θεωρήματος μέσης τιμής, υπάρχει  x,x 1  , τέτοιο ώστε 

    
   

   
f x 1 f x

f f x 1 f x
x 1 x

 
     

 
.  

   Είναι  
1

f x 0
x

    για κάθε x 0 , οπότε η f   είναι γνησίως αύξουσα στο  0, .  

   Είναι x x 1    , οπότε          f f x 1 f x 1 f x f x 1          . 

 

Γ5. Έστω ευθεία x   ,  0,1 .Το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την  

fC , τον x x , την x    και την x 1  είναι:      
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   
1

2 2 2
1 1 1 1x x x 1

E f x dx x ln xdx ln xdx ln x dx
2 2 2 x   



   
             

   
       

   
1

2 2 2 2 2 2
2x 1 2 ln 1 1 1

E ln ln 2ln 1
2 4 2 4 4 4 4



         
             

 
. 

Το ζητούμενο εμβαδό είναι το      2

0 0

1 1
E lim E lim 2ln 1

4 4  

 
        

 
. 

Επειδή    2 2

DLH0 0 0 0

2 3

2

2ln 1
lim 2ln 1 lim lim lim 0

1 2   

 
 
 

   

         


 

, είναι 

   
0

1
E lim E

4
    . 

 

ΘΕΜΑ Δ 
Δ1. Για x 0  είναι        f 0 f 0 f 0 f 0 0       οπότε το 0x 0  είναι κρίσιμο  

   σημείο της f. 

 

Δ2.                 f x f x x f x f x f x f x x f x f x 1 x             (1) 

    Επειδή  f x 0  για κάθε x , είναι  f x 1 0   Οπότε: 

   Αν x 0  από την (1) είναι  f x 0   και επειδή η f είναι συνεχής (είναι  

   παραγωγίσιμη), είναι γνησίως αύξουσα στο  0, . 

   Αν x 0 από την (1) είναι    f x 0 f ,0   2 . 

 

Δ3.                
2 2f x f x 1 x 2 f x 1 f x 1 2x f x 1 x
            

 
 

     
2 2f x 1 x c, c    . Επειδή  f 0 0  είναι c 1  οπότε  

     
 

   
f x 0

2 2 2 2f x 1 x 1 f x 1 x 1 f x x 1 1


            για κάθε x . 

 

Δ4. 
 2

2
1 1

0 2 0 2

x x 1 1 x x 1 x
2 dx 2 dx

x 1 x 1

   
   

 
   

   
1 1

0 2 0

x
2 x dx 2 x f x dx

x 1

 
    

 
   

               
21 1 1

2 2 2

00 0
I 2 f x f x dx f x dx f x f 1 2 1

               

 

Δ5. Για κάθε        
f

1 x 2 f 1 f x f 2 2 1 f x 5 1         
1

 και επειδή η  
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   ισότητα δεν ισχύει για κάθε  x 1,2  έχουμε:  

        
2 2 2

1 1 1
2 1 dx f x dx 5 1 dx        

2

1
2 1 f x dx 5 1    . 

 

 

 

 

 

 

 

 


